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LEÇONS  D'ALGÈBRE. 


INTRODUCTION  (*). 


EMPLOI   DES   SIGNES   ET  DES   LETTRES   COMME   MOYEN 
d'abréviation  ET  DE  GÉNÉRALISATION. 


Signes  algébriques. 

1.  Pour  abréger  récriture  et  faciliter  le  raison  neoieut, 
on  est  convenu  de  représenter  les  quantités  par  des  lettres. 
On  a  coutume  d'affecter  les  premières  lettres  de  l'alphabet 
a,  6,  c, ...  aux  quantités  connues,  les  dernières  a?,  t/,  js,  ... 
aux  quantités  inconnues. 

On  a  imaginé  aussi  des  signes  pour  indiquer  les  diverses 
opérations  de  l'arithmétique. 

Le  signe  +»  ^^  l'on  prononce  plus^  indique  l'addition. 
\insi,  5  plus  3  s'écrit 

5  +  3. 

Le  signe  — ,  que  l'on  prononce  moins ,  indique  la  sous- 
traction. Ainsi,  5  moins  3  s'écrit 

5  —  3. 


(♦)  Ce  chapitre  d'introduction  renferme  les  matières  des  huit 
leçons  qui,  d'après  le  programme,  doivent  être  consacrées,  dans 
la  classe  de  troisième,  à  donner  aux  élèves  les  premières  notions 
d'algèbre. 

x 


Y  INTIVODUCTION. 

Le  rignB  x^  ^Ue  Tta  pronotiôe  miithjihf  .])ltr,  indique  la 
inultipricatîon.  Ainsi ,  5  multiplié  par  5  s'écrit 

5x3. 

Pour  abréger  encore  davantage,  lorsque  les  quantités 
sont  représentées  par  des  lettres,  on  indique  leur  produit 
en  mettant  simplement  ces  lettres  les  unes  à  la  suite  des 
autres  et  sous -entendant  le  signe  x.  Ainsi,  le  produit 
a  xbxc  s'écrit  plus  simplement 

abc. 

Le  produit  4  X  a  x  ft  X  c  s'écrira 

^abc. 

On  indique  la  division  par  une  barre  horizontale  au-dessus 
de  laquelle  on  écrit  le  dividende,,  au-dessous  le  diviseui'. 
Ainsi ,  5  divisé  par  3  s'écrit 

5 

C'est  le  signe  de  la  fraction  en  arithmétique. 

On  indique  la  puissance  d'un  nombre ,  ou  le  produit  de 
plusieurs  facteurs  égaux  à  ce  nombre  »  par  un  petit  chiffre 
placé  en  haut  et  à  droite  et  marquant  le  nombre  des  facteurs 
ou  le  degré  de  la  puissance.  Ainsi ,  la  troisième  puissance  de 
la  quantité  a  s'écrit 

prononcez  a  trois.  Le  nombre  3  se  nomme  exposant. 

On  indique  la  racine  par  le  «ignC  ^  ^  au-dessous  duquel 
on  écrit  le  nombre  dont  on  extrait  la  racine.  Ainsi ,  la  ra- 
cine quatrième  de  la  quantité  a  s'écrit 


♦- 


\a. 

L'mmU^  du  radical,  qui  est  id  4»  ^  ni^t  dans  l'ouverture. 
Cependant,  quand  il  s'agit  de  racines  carrées,  on  se  dits 
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peoâe  de  mettre  Tindice  s.  Ainsi  la  racine  carrée  de  a  s'écrit 
simplement 

On  se  sert  du  signe  =,  que  Ton  prononce  ègah^  pour 
exprimer  l'égalité  de  deux  quantités.  Ainsi,  5  plus  5  égale  8 
s'écrit 

5 +  3  =  8. 

Le  signe  >  veut  dire  plus  grand  que ,  le  signe  <  plus 
petit  que.  Ainsi ,  5  plus  grand  que  3  s'écrit 

5>5. 

Au  contraire ,  5  plus  petit  que  5  s'écrit 

3<5. 

On  remarquera  que  ces  signes  d'inégalité  ont  la  forme 
d'un  angle,  et  que  la  quantité  la  plus  grande  est  toujours 
placée  du  côté  de  l'angle. 

Quelques  exemples  feront  bien  comprendie  Futilité  de 
ces  différents  signes  et  le  but  de  l'algèbre. 

Emploi  des  signes  comme  moyen  d^abrèviation. 

2.  Problème  1.  Partager  5o  francs  entre  trois  personnes^ 
de  manière  que  la  [tremière  ail  G  francs  de  plus  que  la  seconde^ 
la  seconde  4  francs  de  plus  que  la  troisième. 

Voici  comment  on  peut  résoudre  cette  question  avec  les 
seules  rccisources  de  l'arithmétique. 

11  est  clair  que  si  l'on  connaissait  l'une  des  parts,  ou  ob- 
tiendrait ensuite  facilement  les  deux  autres.  Cherchons, 
[)ar  exemple ,  la  troisième  part  :  la  seconde  part  surpasse 
la  troisième  de  4  francs;  la  première,  surpassant  la  seconde 
iW  G  francs,  surpasse  la  troisième  de  4  pl^s  6,  c'est-à-dire 
de  1  o  francs.  La  somme  des  trois  parts  se  compose  donc  de 
trois  fois  la  troisième  part,  plus  4f  plus  lo,  c'est-àrdii'e 
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plus  i4«  Mais  cette  somme  est  égale  au  nombre  à  partager 
5o.  Si  de  5o  nous  ôtons  lA^  le  reste  36  sera  égal  à  trois  fois 
la  troisième  part;  si  nous  divisons  36  par  3,  nous  aurons  la 
troisième  part  i2. 

Ainsi  la  troisième  part  est  1 2  •  La  seconde ,  qui  la  sur- 
passe de  4  francs,  est  16.  La  première,  qui  surpasse  la 
seconde  de  6  francs ,  est  2  2 . 

3.  Reprenons  la  même  question  en  écrivant  les  rsdson- 
nementsxiu  moyen  des  signes  de  l'algèbre. 

Nommons  la  troisième  part    •••.•..     Xy 
la  seconde,  qui  la  surpasse  de  4 »  sera  ...     x  +  4» 
la  première ,  qui  sxupasse  la  seconde  de  6 , 
sera j?  +  4  +  6. 

La  somme  des  trois  parts  est ôx+  i/^. 

Mus  cette  somme  doit  être  égale  au  nombre  à  partager  5o, 

ce  qui  s'écrit 

3x+  lU  =5o; 

prononcez  trois  x  plus  i4  égale  5o. 

On  nomme  équation  une  égalité  dans  laquelle  entre  au 
moins  une  lettre  représentant  une  quantité  inconnue.  Les 
raisonnements  qui  précèdent  nous  ont  conduit  à  l'équation 

3a?  +  14  =  5o. 
11  s'agit  mdntenant  de  résoudre  cette  équation,  c'est-à- 
dire  de  trouver  la  valeur  inconnue  de  x. 

Si,  de  ces  deux  quantités  égales,  nous  retranchons  la 
même  quantité  14»  il  restera  évidemment  deux  quantités 

égales, 

3a:  =  5o  — 14  =36. 

Enfin ,  si  nous  divisons  par  3 ,  nous  aurons 

56 

La  question  est  résolue,  puisqu'il  suffit  de  connaître  la 
traisiëme  part  pour  avoir  les  deux  autres. 
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à.  Problème  II.  Partager  167  francs  entre  quatre  per- 
sonnes^  de  manière  que  la  première  ait  2  francs  de  plus  que 
la  seconde j  la  seconde  7  francs  de  plus  que  la  troisième^  et  Ut 
troisième  5  francs  de  plus  que  la  quatrième. 

Nommons  la  quatrième  part x^ 

la  troisième  sera ^  +  S» 

la  deuxième a;  +  5  +  7, 

la  première aî  +  5  +  7  +  2. 

La  somme  des  quatre  parts  est  4^  +  *^  M  in&is  cette 

somme  doit  être  égale  au  nombre  à  partager  167,  ce  qui 

s'écrit 

4x4-3i  =  167. 

Pour  résoudre  cette  équation ,  on  opérera  comme  précé- 
demment Je  retranche  01  des  deux  côtés ,  j'ai 

4x=  167  —  3i  =  i36. 

Je  divise  ensuite  par  4»  ce  qui  donne 

X  =  —  =  34. 
4 

Ainsi,  la   quatrième  part  est  34  francs;  la  troisième 
39  francs,  la  deuxième  46  francs,  la  première  48  francs. 
On  vérifiera  que  la  somme  est  bien  167. 

5.  Problème  III.  Partager  53  francs  entre  deux  per- 
sonnes^ de  manière  que  la  première  ait  un  tiers  de  plus  que 
la  seconde,  plus  encore  4  francs. 

Nommons  la  seconde  part x, 

la  première  sera j?  +  -  +  4- 

Or  la  somme  des  deux  parts  doit  être  égale  à  53  ;  on  a 
donc  l'équation 

5X  +  ^  +  4  =  53. 
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Puisque  «  +  4  ^^"^  i»  ^x  +  ^  font  ^,  et  Téquation  s'é- 
crira plus  simplement 

Pour  résoudre  cette  équation ,  nous  retrancherons  d'a- 
bord 4  de  part  et  d'autre ,  ce  qui  donne 

y  =55-4  =  49. 

Si  nous  multîpKons  ensuite  par  3  ces  deux  quantités  égales, 

nous  aurons 

7^=49X3=  147. 

Enfin,  si  nous  divisons  par  7,  nous  trouvons 

7 
Quand  on  connaît  la  seconde  part  2 1  francs ,  en  y  ajou- 
tant son  tiers  7  francs  et  encore  4  francs ,  on  obtient  la 
première  part  09  francs.  Et  effectivement  la  somme  des 
deux  parts  fait  bien  55  francs. 

6.  Problème  IY.  Deux  personnes  possèdent  le  même  ca- 
pital. La  première  place  le  sien  à  5  pour  100,  la  seconde 
à  3  pour  100.  Le  rmienu  de  la  première  surpasse  de 
400  francs  celui  de  la  seconde.  Trouver  ce  capital. 

Rappelons  d'abord  ce  principe  établi  en  arithmétique  : 
pour  trouver  l'intérêt  d'un  capital,  on  multiplie  le  taux  de 
l'intérêt  par  le  capital  et  on  divise  par  100. 

Si  donc  on  désigne  par  x  le  capital  chei'ché ,  le  revenu 
de  la  première  personne  sera 

5x 

100' 
celui  de  la  seconde 

Sx 

100  ' 


iNtnuuutrnoN. 


Puisque  le  reyew  de  la  première  surpasse  celui  de  la  se- 
conde de  4qo  francs  «  m  a  Véquation 


5x        5x    ,   ^ 
—  = h  4qci. 

lOO  lOO     ' 

Pour  résoudre  cette  équation ,  nous  retrancherons  d'a- 
bord  -rr^.  de  part  Pt  d'autre ,  ce  qwi  dopm 

5x        Zx 

100         lOO  "^         ' 

ou ,  en  effectuant  la  soustraction , 

=  400. 


100 
Multiplions  ensuite  par  1 00 ,  nous  avons 

2J?  =  40000. 

Divisant  enfin  par  2 ,  nous  trouvons 

40000 

X  = =  2QOQ0. 

2 

Ainsi  le  capital  cherché  est  20000  francs. 

Vérification.  Le  capital  20000  francs,  placé  à  5  pour  100, 
produit  1000  francs  de  revenu;  placé  à  3  pour  100,  il  ne 
produit  que  600  francs.  Le  premier  revenu  surpasse  bien  Jo 
second  de  4oo  francs. 

Résolution  d'une  équation  à  une  inconnue. 

7.  On  voit,  par  ces  exemples,  combien  l'emploi  des 
lettres  et  des  signes  aide  l'esprit  et  facilite  le  rdsonnement* 
Ce  qui  précède  nous  fournit  aussi  l'occasion  de  faire  (quel- 
ques remarques  utiles  sur  la  résolution  des  équations. 

Nous  avons  dit  que  Ton  appelle- éguaU'on  en  algèbre  une 
égalité  ÔOTs  l^qiielje  eptre  ftu  moins  unp  Jottre  représ^n- 
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tant  une  inconnue.  Les  deux  quantités  égales  entre  elles 
sont  les  deux  membres  de  l'équation.  Les  diverses  parties, 
séparées  les  unes  des  autres  par  le  signe  -f  ou  par  le  signe 
— ,  sont  les  termes  de  Féquation. 

n  est  aisé  de  voir  que  Ton  peut  faire  passer  un  terme 
d'un  membre  dans  l'autre;  il  suffit,  pour  cela,  de  l'écrire 
dans  l'autre  membre  en  changeant  son  signe.  Soit ,  par 
exemple,  l'équation 

6a? — 7=  i3  +  ax. 

iSi  nous  ajoutons  7  aux  deux  membres,  c'est-à-dire  aux  deux 

quantités  égales,  l'égalité  subsiste  évidemment  et  l'équation 

devient 

6a:=i3-|-  î^  +  7- 

Le  terme  7,  qui  avait  le  signe  —  dans  le  premier  membre, 
est  passé  avec  le  signe  +  dans  le  second  membre.  De 
même,  si  nous  retranchons  20;  des  deux  membres,  l'équa- 
tion devient 

6x  —  ax=  i3+  ?• 

Le  terme  ao;,  qui  avait  le  signe  -}-  dans  le  second  membre, 
est  passé  avec  le  signe  —  dans  le  premier. 

Ce  principe  de  la  transposition  des  termes  est  extrême- 
ment utile  ;  il  remplace  les  raisonnements  et  permet  d'opérer 
en  quelque  sorte  mécaniquement  la  résolution  des  équa- 
tions. On  fait  passer  les  termes  connus  dans  un  membre ,  les 
termes  inconnus  dans  l'autre  ;  on  réduit  et  on  divise  par  le 
multiplicateur  de  l'inconnue. 

Ainsi  l'équation  précédente  est  devenue 

6x — 2ar=  i5-f-7. 
En  réduisant,  on  a 

et,  en  divisant  par  4* 

ao      ^ 

4 
On  peut  vérifier  que  5  est  bien  la  valeur  de  l'inconnue  ; 
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car,  en  remplaçant  x  par  5  dans  l'équation  proposée,  les 
deux  membres  deviennent  tous  deux  égaux  à  23. 

8.  Considérons  encore  l'équation 

Hx — i7  =  5x —  a. 
On  fera  d'abord  passer  le  terme  1 7  dans  le  second  membre 
en  changeant  son  signe,  ce  qui  donne 

Mais  le  terme  5x,  qui  est  en  tète  du  second  membre,  n'a  pas 
de  signe;  on  procédera  comme  s'il  était  affecté  du  signe  + 
et  on  le  fera  passer  dans  le  premier  membre  avec  le  signe  — . 
Car,  si  des  deux  membres  on  retranche  5a;,  on  a 

8a: — 5x=i7 — a. 
D'où  l'on  déduit 

3x=  i5, 

^        j:=   5. 

Quand  l'équation  contient  des  dénominateurs,  on  com- 
mence par  les  faire  disparaître  en  multipliant  tous  les 
termes  de  l'équation  par  un  nombre  convenable.  Si  l'équa- 
tion ne  renferme  qu'un  seul  dénominateur,  on  multiplie 
par  ce  dénominateur.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  dans  les 
problèmes  III  et  IV.  S'il  y  a  dans  l'équation  plusieurs  déno- 
minateurs différents,  on  multiplie  p^r  leur  produit  ou  plus 
simplement  par  leur  plus  petit  multiple. 

9.  Problème  Y.  Trouver  un  nombre  dont  le  quart  aug- 
menté de  7,  égale  les  deux  tiers  diminués  de  3. 

En  appelant  x  le  nombre  cherché,  on  écrira  immédiate- 
ment l'équation 

X  aa? 

4+^=5- '• 

Poiur  chasser  les  deux  dénominateurs  3  et  4»  nous  mul- 
tiplierons tous  les  termes  par  le  produit  1 2  de  ces  deux  dé- 
nominateurs, ce  qui  donne 

Sar  +  84  =  8a?  —  56. 
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NûUfi  remarquona  que  pour  multiplier  lea  deux  fractious 
^  et  -=-  par  i  »  ,11  suffit  de  multiplier  leiurs  numérateurs  par 

T)  et  4  9  en  ôtant  les  dénominateurs. 
Par  la  transposition  des  termes,  l'équation  devient 

84  +  56  =  8x  —  3j:, 
d'où  Ton  déduit 

lao 

0 

VirificQtion^  -^  l^e  quart  de  ^4t  augmenté  de  7,  donne 
1 3  ;  les  deux  tiers  16 ,  diminués  de  S ,  dom^ent  aussi  }3. 

Mise  des  problèmes  en  iqucUio^Sf 

10.  La  résolution  d'un  problème  comprend  deux  parties 
distinctes  :  on  met  d'abord  le  problème  en  équations,  c'est- 
à-dire  que  l'on  établit  par  des  équations  les  relations  qui  exis- 
tent entrç  les  quantités  connues  et  les  quantités  inconnues  ; 
on  résout  ensuite  les  équations,  c'est-à-dire  que  l'on  cherche 
les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  aux  équations. 
Nous  avons  indiqué  les  règles  très-simples  par  lesquelles 
on  résout  les  équations  à  une  inconnue.  La  marche  à  suivre 
pour  mettre  un  problème  en  équations  n'est  pas  susceptible 
d'être  formulée  d'une  manière  aussi  nette  et  précise.  Dans 
beaucoup  de  cas  simples,  il  suffit,  après  avoir  représenté 
les  inconnues  par  des  lettres,  d'écrire  textuellement  l'énoncé 
du  problème  au  moyen  des  signes  de  l'algèbre  ;  c'est  ce  que 
nous  avons  fait  notamment  pour  le  problème  V.  Mais  ordi- 
nairement l'énoncé  du  problème  ne  se  prête  pas  à  cette  tra- 
duction immédiate  eu  langage  algébrique  ;  dans  ce  cas,  la 
meilleure  règlp  à  suivra,  c'est,  après  avoir  bien  examiné  les 
conditions  de  l'énoncé  et  représenté  les  inconnues  paf  des 
lettres,  de  raisonner  qommB  si  ces  lettres  représentaient  des 
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quantitég  conimes  et  d'écrire  lea  opérations  qu'il  faudrait 

faire  pour  vérifier  que  ces  valeurs  des  inconnues  satisfont  bien 
à  l'énoncé  ;  on  arrive  ainsi  sans  grande  difficulté  aux  équa- 
tions du  problème.  C'est  ainsi  que  noua  avon^  procédé  powr 
le  problème  lY;  nous  avons  représenté  par  «  Îq  capital  in- 
connu et,  raisonnant  comme  si  ce  capital  ét^t  connUt  now 
avon^  écrit  que  le  rovenu  de  la  premièrçi  pçr^onne  swps^aaç 
de  4oo  francs  celui  de  la  seconde^  Lça  ç^emplea  3uiyant9 

feront  encore  mieux  comprendre  ce  précepte. 

11.  Problème  VI.  Deux  fontaines  coulent  dans  un  bassin; 
ta  première,  coulant  seule,  le  remplit  en  4  heures  ;  la  seconde^ 
coulant  seule ,  le  remplit  en  6  heures.  Combien  de  temps  les 
deux  fontaines^  coulant  ensemble^  mettront-elles  à  remplir  le 
bassin? 

Désignons  par  x  le  nombre  d'heures  qu'il  faut  aux  deux 
fontaines  pour  remplir  le  ba3sîn  ;  et  raîaionnons  comme  si  nous 
voulions  nous  assurer  que,  dans  ce  temps  x  supposé  connu, 
les  deux  fontaine^,  coulant  ensemble ,  remplissent  bien  le 
bassin.  La  première  fontaine,  coulant  seule,  remplit  le  bas- 
sin en  4  heures;  en  ime  heure,  elle  verse  donc  y  du  bassin; 

4 

X 

en  X  heures,  elle  en  remplit  une  fraction  marquée  par  -7, 

4 

La  seconde  fontaine,  coulant  seule,  remplit  le  bassin  en 

6  heures  ;  en  une  heure ,  elle  verse  zi  du  bassin  ;  en  x  heu- 

b 

X 

res,  elle  en  remplit  une  fraction  ^.  Dans  le  temps  rc,  les 

deux  fontaines,  coulant  ensen&ble,  versent  donc  une  quantité 
d'eau  représentée  par 

£      a: 

4"'"6^ 

la  capacité  du  bassin  étant  prise  poqr  unité.  Mais,  pondant 
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ce  temps,  elles  doivent  remplir  le  bassin  ;  on  a  donc  l'égalité 

X     .    X 

4+6  =  '- 

Telle  est  Téqnation  du  problème. 

Pour  la  résoudre,  on  fera  d'abord  disparaître  les  déno- 
minateurs; on  voit  de  suite  que  12  est  le  plus  petit  muhiple 
des  nombres  4  6t  6.  On  multipliera  donc  par  1 2  tous  les 
termes  de  l'équation,  et  nous  observons  que,  pour  multi- 

X        X 

plier  par  1  a  les  deux  fractions  y  et  7,  il  sufiit  de  multiplier 

leurs  numérateurs  par  3  et  par  s,  en  dtant  les  dénomina- 
teurs. L'équation  devient  ainsi 

3x4-  aâ:=  m; 
d'où 

a:  =  -r-  =  a^  +  p  =  a**  a4". 
5  5 

Ainsi  il  faut  2  heures  et  a4  minutes  aux  deux  fontsdnes  cou- 
lant ensemble  pour  remplir  le  bassin. 
La  vérification  a  lieu  effectivement  si  l'on  remplace  dans 

l'équation  x  par  sa  valeur  -^  ;  car  les  deux  fractions  7  et  r; 

3       a 

deviennent,  après  simplification,  r  et  ^9  dont  la  somme 

est  1. 

12.  Problème  VIL  Vn  père  a  4o  af»,  9on  fUi  m  a  \o. 

Dans  combien  de  temps  Tàge  du  père  sera-t-U  triple  de  Vâge 

dufiU? 
Soit  X  le  nombre  d'années  cherché.  Après  ce  temps,  l'âge 

du  père  sera  4o  +  x^  l'âge  du  fils  sera  10  -f  ^-  Gonune  à 

cette  époque  l'âge  du  père  doit  être  triple  de  l'âge  du  fils, 

on  a  l'équation 

40  +  ^  =  (to  +  a?)  X  5. 
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La  parenthèse  indique  que  la  quantité  i  o  +  ^  ^t  multi- 
pliée par  3. 

Pour  répéter  trois  fois  la  somme  10  +  ^»  il  suffit  évi- 
demment de  répéter  trois  fois  chaque  partie;  l'équation 
devient  donc 

40  +  X  =  3o  +  3x, 
d  où  Ton  déduit 

a?  =  5. 

Mnsi ,  dans  5  ans  l'âge  du  père  sera  triple  de  l'âge  du 
fils.  Et  en  effet,  à  cette  époque  le  père  aura  4^  &ns,  le 
fils  i5,  et  45  est  bien  le  ti'iplede  i5. 

13.  Problème  VllI.  Deux  courriers  partent  au  même  in- 
stant  de  deux  villes  distantes  de  100  lieues  et  vont  à  la  ren-- 
contre  tun  de  Vautre.  Le  premier  fait  3  lieues  à  t heure  ^  le 
fécond  en  fait  2.  Quels  chemins  les  deux  courriers  parcour^ 
ront'ils  avant  de  se  rencontrer? 

Le  choix  de  l'inconnue  a  une  grande  importance  pour  la 
facilité  des  raisonnements  et  la  simplicité  des  calculs.  Dans 
le  problème  actuel ,  au  lieu  de  prendre  les  inconnues  indi- 
quées par  l'énoncé;,  c'est-à-dire  les  chemins  parcourus, 
nous  prendrons  une  autre  inconnue  dont  les  premières  se 
déduisent  aisément,  savoir  le  temps  pendant  lequel  mar- 
chent les  deux  courriers.  Soit  x  ce  temps  exprimé  en  heures. 
I^  premier  courrier,  faisant  5  lieues  à  l'heure,  parcouiTa 
en  x  heures  ox  lieues  ;  le  second ,  faisant  2  lieues  à  l'heure , 
parcourra  dans  le  même  temps  2X  lieues.  Mais  la  somme 
des  chemins  parcourus  doit  être  égale  à  la  distance  totale 
100  lieues.  On  a  donc  l'équation 

3x  +  !ur=  100. 
d'où  l'on  déduit 

ar=ao. 

Ainsi  les  deux  couiriers  se  renconti-eiit  après  20  heures 
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de  uiai-ohe.  Le  prauii^  mrt  parcouru  60  lieues  ^  le  ;$ocoiul 

4o.  La  somme  est  bien  égale  à  1 00. 

• 

lA.  Problèii£  IX.  Une  montre  marque  midi;  les  deux 
aiguilles,  savoir  Vaiguilledes  heures  et  celle  des  minutes^  sont 
actuellement  au  même  point  du  cadran.  On  demande  dans 
combien  de  temm  et  en  quel  point  du  cadran  f  aiguille  des 
minutes  rencontrera  celles  des  heures? 

Le  cadran  d'une  montre  est  divisé  en  60  parties  égales. 
Dans  une  heure,  raiguille  des  minutes  parcourt  les  60  di- 
visions du  cadran ,  tandis  que  celle  des  heures  n'en  parcourt 
que  5.  Prenons  l'heure  pour  unité  de  temps  et  appelons  x 
le  temps  cherché;  dans  le  temps  œ^  l'aiguille  des  heures 
parcourt  bx  divisions,  et  l'aiguille  des  minutes  6ox;  mais, 
après  ce  temps,  l'aiguille  des  minutes,  ayant  rejoint  Fai- 
guille  des  heures,  a  parcouru  le  tour  du  cadran ,  c'est-à-dire 
60  divisions ,  plus  bx  divisions.  On  a  donc  l'équation 

60a:  =  60  + 5a:; 
d'où  l'on  déduit 

ar=-r  =  —  =3  1^5"  H =  1"  5°»a7»  4 . 

55        11  11  11 

Ahisi ,  la  première  rencontre  aura  lieu  à  1  •*  5*"  a  7'  et  mie 
fraction  -^  de  seconde. 

La  deuxième  rencontre  aura  lieu  après  un  temps  égal, 
c'est-à-dire  à  2**  10"  +  —  ";  la  troisième,  encore  après  un 
temps  égal,  c  est-à-dire  à  5'*  1 6"*  +  Ir»  ^^*  La  onzième  ren- 
contre aura  lieu  à  minuit,  après  un  intervalle  de  1 2  heures. 

15.  Problème  X.  Le  soleil  s^aioance  chaque  jour  de  Touest 
àVest  de  59' 8",  19,  la  lune  de  i3**io'54",89.  La  lune  est 
actuellement  en  coi^jonction  avec  le  soleil.  On  demande  dam 
combien  de  temps  elle  reviendra  en  conjonclion. 

Ou  dit  que  la  lune  est  en  conjonction  avec  le  soleil  quand 
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ces  deux  astres  sout  eu  ligne  droite  avec  la  larre  et  d'un 
même  côté  de  la  terre.  C'est  le  moment  de  la  nouvelle  lune. 
Prenons  pour  unité  de  temps  le  jour  et  appelons  x  le  temps 
cherché»  Réduîs(Miâ  les  arcs  ea  secondes»  Le  soleil  décri- 
vant ôâ4S",  1 9  par  jour,  décrira  5548'',  1 9  X  a;  en  x  jours  ;  la 
lune  décrivant  47434">89  par  jour,  décrira  47434'\89Xic 
secondes  dans  le  même  temps.  Mais  la  lune,  ayant  rejoint 
le  soleil ,  a  décrit  dans  ciel  une  circonférence  entière,  c*est- 
à-dire  36o*  ou  1 296000'',  plus  Tare  décrit  par  le  soleil.  On 
a  donc  l'équation 

&7434989X  =  1 296000  -j-  3548^190;. 

On  en  déduit 

lâoBooo 

Ce  temps  est  ce  qu'on  appelle  la  durée  de  la  révolution  sy- 
nodique  de  la  lune ,  ou  le  mois  lunaire. 

16.  Problème  XL  Combien  faut-il  mélanger  de  vin  à 
45  centimes  le  litre  et  de  vin  à  33  centimes  pour  faire  i5o 
litres  de  tnélange  à  4o  centimes  le  litre? 

Appelons  x  la  quantité  du  premier  vin  qti'îl  faut  mettre 
dans  le  mélange;  celle  du  second  vin  sera  i5o — x. 

Un  litre  du  premier  vin  coûtant  45  centimes,  x  litres 
coûteront  /^5x  centimes;  de  même  i5o — x  litres  du  se- 
cond \1n  coûteront  33  (i5o — x)  centimes.  Mais,  puisqu'un 
litre  du  mélange  doit  revenir  à  4o  centimes  le  litre,  le  mé- 
lange entier  doit  coûter  4oX  i5o  ou  Gooo'*.  On  a  donc  Té- 

quation 

45x'  -j-  35(  i5o  —  x)  =  6000, 

en  prenant  le  centime  pour  imité. 

Multiplier  33  par  i5o — w  revient  à  le  répéter  i5o  lois 
moins  x  fois,  ce  qui  donne  35xi5o  ou  49^0  moins  33x. 
L'équation  devient  donc 

45x  +  49^0  —  33j:  =  6000, 
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d'où  Ton  déduit 

io5o      ^    ^ ... 
X  = =  87,5  litres. 

En  retranchant  ce  nombre  de  i5o,  on  a  ce  qu'il  faut 
prendre  du  second  vin.  Ainsi  on  mélangera  87,5  litres  du 
premier  vin  avec  62,5  du  second. 

17.  Problème  XIL  On  a  un  lingot  d'argent  pesant 
1245  grammes  au  titre  0,87.  Combien  faut-il  y  ajouter  d'un 
secof^  lingot  au  titre  0,95  pour  en  élever  le  titre  à  0,90? 

On  appelle  titre  d'un  lingot  d'or  ou  d'argent  la  quantité 
d'or  ou  d'argent  pur  que  renferme  un  gramme  du  lingot. 
Appelons  x  la  quantité  du  second  lingot  qu'il  faut  ajouter 
au  premier.  Le  lingot,  formé  de  l'alliage  des  deux  premiers, 
pèsera  1245  4*^  grammes. 

Un  gramme  du  premier  lingot  contenant  0,87  d'argent 
pur,  1245  grammes  contiendront  0,87x1245  ou  io83,i5. 
Lu  gramme  du  second  lingot  contenant  0,95  d'argent  pur, 
X  grammes  en  contiendront  0,95  xx.  Mais  le  troisième  lin- 
got, pour  être  au  titre  0,90  et  peser  1245+ a?  grammes, 
devra  contenir  0,90  (1245  +  a?)  d'argent  pur.  On  a  donc 

l'équation 

io85^i5  +  o^gSor  =  0,90(1245  +  ^)« 

Si  l'on  multiplie  par  100  les  deux  membres,  l'équation 

devient 

io83i5  +  952: =90(1^4^  +  x), 
ou 

io83i5  -^  9^^  =  1  i2o5o  4~  90£> 

On  en  déduit 

x=:747  grammes. 

18.  Problème  XIII.  D'après  Vitruve^  la  couronne  du  roi 
Hiéron  pesait  7465  grammes  et  perdait  dans  Veau  467 
grammes.  On  sait  que  V or  perd  dans  Veau  les  52  millièmes  de 
son  poidSt  que  Vargent  en  perd  les  96  millièmes.  Déterminer 
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les  quantités  d'or  et  d'argmt  qui  entrent  dans  la  composition 
de  la  couronne. 

On  raconte  que  le  roi  Hîéron  de  Syracuse  avait  fait  re- 
mettre à  un  orfèvre  une  certaine  quantité  d'or  pour  en  faire 
une  coim)nne.  Le  travail  achevé ,  la  couronne  avait  bien  le 
poids  voulu  ;  mais  le  roi,  soupçonnant  l'orfèvre  d'avoir  gardé 
une  partie  de  l'or  et  d'y  avoir  substitué  un  égal  poids  d'ar- 
gent, consulta  Archimède  sur  le  moyen  de  découvrir  la 
fraude  sans  endommager  la  couronne.  Un  jour  qu' Archi- 
mède était  aux  bains,  la  solution  du  problème  se  présenta 
tout  à  coup  à  son  esprit.  On  dit  que ,  transporté  de  joie , 
il  s'élança  hors  du  bain,  et,  oubliant  qu'il  était  nu,  il  tra- 
versa les  rues  de  Syracuse  en  criant  :  J'ai  trouvé,  j'ai  trouvé 

Le  moyen  imaginé  par  Archimède  repose  sur  ce  principe 
de  physique  trouvé  par  lui ,  savoir  :  que  tout  corps  plongé 
dans  l'eau  y  perd  une  partie  de  son  poids  égal  au  poids  du 
volume  d'eau  déplacé.  Il  consiste  à  déterminer  par  deux 
expériences  préliminaires  combien  l'or,  plongé  dans  l'eau , 
perd  de  son  poids,  et  combien  perd  l'argent;  puis  à  déter- 
miner de  la  même  manière  combien  perd  la  couronne  plon- 
gée dans  l'eau  et  à  comparer  ce  résultat  aux  précédents. 

Un  gramme  d'or  perdant  o,o52  dans  l'eau,  7^65  grammes 
d'or  perdent  o,o52  x  7465  ou  388, 18.  Si  la  couronne  était 
d'or  pur,  plongée  dans  l'eau,  elle  perdrait  donc  588, 18  ; 
mais  elle  perd  467  grammes;  ceci  annonce  qu'il  entie  dans 
sa  composition  un  métal,  comme  l'argent,  moins  denso 
que  l'or. 

Appelons  x  la  quantité  d'argent  introduite  par  l'orfèvre; 
la  quantité  d'or  sera  7465 — x.  Un  granune  d'argent  per- 
dant 0,095  dans  l'eau,  x  grammes  perdront  0,095  x.  De 
même  7460 — jc  granunes  d'or  perdront  o,o5a  (7465  — x). 
La  perte  éprouvée  par  les  deux  quantités  d'or  et  d'argent 
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devant  âtre  ^ale  à  la  perte  46  7  grammes  éprouvée  pax 
'  la  couronne  (on  suppose  que  l'alliage  des  deux  métaux  i^ 
lieu  6W3  contractiou  ni  dilatation),  on  a  l'équation 

o,og5x  +  o,o52{7465  —  a?)  =  467. 

En  faisant  la  multiplication  indiquée  par  la  parenthèse, 
cette  équation  devient 

o^ogSâ;  4"  388»  1 8  —  o,a5a^  s=;  467, 

0,0430?  ^=s  78,69, 

d'où  Ton  déduit 

x;:==.  i$33  grammes. 

Ainsi  rorfévre  avait  «ubstitué  i833  grammes  d'aif^nt  à 
nn  égal  poids  d'or. 

19.  Jusqu'ici  nous  n'avons  résolu  que  des  problèmes  à 
une  inconnue.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de 
problèmes  à  plusieurs  inconnues. 

Problème  XIV*  Pour  payer  se$  ouvrière  sur  le  pied  de 
3  flranci  chacun  ^  il  manque  8  fronce  à  celui  qui  le$  faU  tra-- 
vaUler.  Mais  s*il  ne  leur  donnait  que  %  francs  chacun^  U  lui 
resterait  3  francs*  Quelle  est  la  somme  d'argent  et  le  nombre 
des  ouvriers? 

Désignons  par  op  le  nombre  des  ouvriers  et  par  y  la 
somme  d'argent.  Pour  donner  3  francs  à  chacun ,  il  fau- 
drait Zx  francs;  mais  comme  il  manque  8  francst  on  a 
l'équation 

y=:3a:  — 8. 

Pour  donner  2  francs  à  chacun,  il  faut  2X  francs,  etconuxie 
il  reste  5  francs ,  on  a  l'équation 

y  =  2X  +  5. 

On  a  û»i  deux  équations  i  deux  inconnues» 
Si^  dans  la  secoiMte  équation*  nous  remplaçons  y  par  la 
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quantité  égale  5^  *^  8  donnée  par  la  première ,  noas  obte^ 
noDs  nne  équation  à  une  seule  inconnue 

3x  —  8  =  2X  +  3  ; 

d'où  nous  déduisons ,  en  la  réaolvant  par  le  procédé  ordi- 

uaire 

X  =  11. 

Une  fois  la  valeur  de  m  trouvée,  on  obtient  celle  de  y  en 
remplaçant  x  par  sa  valeur  1 1  dans  Tune  des  deux  pre- 
mières équations,  ce  qui  donne 

y  =  25. 

Ainsi  il  y  a  1 1  ouvrier^,  et  la  somme  d'argent  est  25  francs. 

20,  Pboblème  XV.  Detm  sources  j  qui  coulent  unifor- 
mément^ ont  rempli  ensemble  un  réservoir  de  i8  mètres 
cubes ,  en  eùulant  Vum  pendant  7  heures ,  Vautre  pendant 

2  heures.  Les  deux  mêmes  sources  ont  rempli  un  second 
réservoir  de  22  mètres  cubes  y  la  première  coulant  pendant 

3  heures ,  la  seconde  pendant  5  heures.  On  demande  quelle 
est  la  dépense  de  chacune  de  ces  sources. 

Prenons  pour  unité  de  volume  le  mètre  cube  et  appelons  x 
et  y  les  volumes  d*eau  que  fournissent  les  deux  sources  par 
heure,  La  quantité  d'çau  versée  par  la  première  en  7  heures 
eM  7X,  celle  versée  par  la  seconde  en  2  heures  est  2y;  le 
premier  réservoir  ayant  été  rempli  de  cette  manière,  on  a 

l'équation 

74-hftî/=5îi8. 

De  même  Sa?  et  5y  sont  les  quantités  d'eau  versées  par  les 
deux  sources  en  5  heures  et  en  5  heures  ;  le  second  réser- 
voir ayant  été  rempli  de  cette  façon ,  on  a  la  seconde  équa- 
tion 

5^-j-5y  =  22. 

Pour  râAPwUn  c^  deux  équations,  tirons  de  la  première  la 
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valeur  de  y,  comme  si  x  était  comiue,  ce  qm  donne 

i8 — ^x 

et  substituons  cette  valeur  à  la  place  de  y  dans  la  seconde 
équation,  nour  aurons  l'équation 


3a:  +  5(^)=«, 


I 

qui  ne  renferme  plus  qu'une  seule  inconnue  x. 
Si  l'on  midtiplie  par  5  le  numérateur  de  la  fraction,  cette 

équation  devient 

_     ,  90  —  35j: 

Zx  +  2 =  aa; 

a 

en  chassant  le  dénominateur  et  résolvant,  on  trouve 

a?=  — . 
29 

Pour  avoir  ensuite  la  valeur  de  y,  on  remplacera  x  par 

sa  valeur  —  dans  l'équation 
29 

18  —  ^x 

y=—r-' 

ce  qui  donne 

100 

On  vérifierait  que  les  nombres  fractionnaires  —  et  — , 

^  ag         ag 

mis  à  la  place  de  a;  et  y  satisfont  bien  aux  deux  équations 
du*problème.  Si  l'on  réduit  en  décimales,  on  trouve  que 
les  deux  sources  dépensent  par  heure,  la  première  i586  li- 
tres, la  seconde  3448  litres,  en  négligeant  les  fractions  de 
litre. 

Résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 

21.  Remarquons  la  méthode  que  nous  avons  suivie  pour 
résoudre  deux  équations  à  deux  inconnues*  Nous  avons  tiré 
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de  Tune  des  équations  la  valeur  de  l'une  des  inconnues,  par 
exemple  de  y,  comme  si  l'autre  x  était  connue,  et  nous 
ayons  substitué  cette  valeur  dans  l'autre  équation;  nous 
ayons  obtenu  de  la  sorte  une  équation  à  une  seule  in- 
connue X,  que  nous  avons  résolue  par  le  procédé  ordi- 
naire. 

Appliquons  encore  cette  méthode  à  quelques  exemples. 
Soient  les  deux  équations 

7a;  +  6^  =  4o. 

De  la  première,  en  faisant  passer  le  terme  3y  dans  le  second 
menibre,  le  terme  i4  dans  le  premier,  et  divisant  par  3. 
on  tire 

5x —  là 

Substituons  cette  valeur  à  la  place  de  y  dans  la  seconde 
équation,  nous  aurons  l'équation  à  une  inconnue 

5a; — 14 

Ici  le  diviseur  3  disparaît,  à  cause  du  multiplicateur  6,  et 
l'équation  devient 

yx  +  a(5a:  —  i4)  =  4o, 

ou 

yx  4"  loa? —  a8  =  ^o; 

d'où 

ar=  4. 
En  portant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation 

5a: — 14 

on  trouve 

VérificaHon.  Ces  deux  valeurs  4  et  2 ,  mises  à  la  place  de 
X  et  de  y,  renrlent  les  deux  premiers  membres  des  équa- 
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tkfùs  proposées  égaux  reispeotiTomeiit  à  14  et  à  404  M  léd 
équations  sont  satisfûtes. 
Soient  encore  lee  deux  équations 

De  la  première ,  résolue  par  rapport  à  y,  nous  tirons 

Si,  afin  d'éviter  le  signe  — ^  devant  le  terme  en  y  dans  la 
seconde  équation,  on  fait  passer  ce  terme  dans  le  second 
membrOf  cette  équation  devient 

en  substituant  à  la  place  de  y  sa  valeur  déduite  de  Ih  pre- 
mière équation,  on  a 

9 

On  peut  simplifier  en  divisant  par  3  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  la  fraction,  ce  qui  donne 

,   5(i3x— 17) 
iia:*=7+-i — g ^% 

ou 

.   65a:— 85 
ilx=7H 3 . 

Multiplions  par  3,  l'équatiOn  devient 

5Zx=2i  +  65a:  — 85; 
d'où  l'on  tiFe 

Cette  valeur,  portée  dans  Féqtiation 

i5x  — 17 

donne 

y=È. 

Nous  yerrons  plus  tard  que  la  précaution  qtte  dOiift  avons 
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prise  de  faire  passer  le  terme  i5y  diuis  le  second  membre^ 
afin  d'éviter  le  eigoe  --^,  n'est  pas  nécessaire* 

22.  Problème  XVI.  On  a  formé  trois  mélanges  dé  ftommu 
de  seigle  et  éCorge.  Le  premier  contient  lo  mesures  de  froment  ^ 
3o  de  seigle  et  20  d'orge»  Il  revient  à  sSo  francs.  Le  second 
contient  12  mesures  de  froment ,,  li  de  seigle,  et  6  d'orge;  il 
rement  à  i38  francs.  Le  troisième  contient  4  mesures  de  fro- 
ment^ 10  de  seigle  et  5  d'orge,  et  revient  à  75  francs.  Quel 
e$t  le  prix  de  la  mesure  de  froment,  de  seigle  et  d'orge? 

Appelons  x,  y,  z,  le  prix  d'une  mesure  de  chaque  denrée. 
Une  mesure  de  froment  valant  x  francs ,  1  o  mesures  vau- 
dront 10  fois  plus,  c'est-à-dire  10a?*  aînsî  la  quantité  de 
froment  contenue  dans  le  premier  mélange  coûtera  1  ox  ;  de 
même  la  quantité  de  seigle  coûtera  Soi/,  la  quantité  d'orge 
2oz;  conune  le  mélange  coûte  23o  francs,  on  a  l'équation 

lo^p  +  5oy  +  ao2  =  a3o. 

On  obtiendra  de  même  les  équations 

1111)+  i5y  +  63=  i38> 
4x  +  \oy  -(-  5z  =   75. 

Nous  remarquons  d'abord  que  Von  peut  simplifier  la  pre- 
mière équation  en  divisant  tous  ses  termes  par  10,  et  la 
seconde  en  divisant  tous  ses  termes  par  3,  de  sorte  que  ces 
trois  équations  s* écrivent 

x  +  3y  +  az  =  23, 
4a?  +  5y  +  2:s  =  46, 
kx  +  loy  +  5i  =  75. 

Il  s'agit  de  résoudre  ces  trois  équations  à  trois  inconnues. 
La  méthode  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  suivie 
pour  deux  équations  à  deux  inconnues.  De  la  première 
équation  résolue  par  rapport  à  x,  comme  si  l'on  connaissait 
y  et^S,  on  tiré 
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Si  nous  mettons  à  la  place  de  x  cette  valeur  dans  les  deux 

autres  équations,  nous  obtiendrons  deux  équations  à  deux 

inconnues 

4(a5  — 3y— az)+  5y  + 35  =  46, 

4(a5  —  3y —  az)  +  loy  +  5s  =  75. 
Ces  équations ,  simplifiées ,  s'écrivent 

7y  +  6z  =  46, 

ay  +  3z  =  i7. 

De  la  dernière .  nous  tirons 

—       3      ' 

substituant  dans  la  précédente,  nous  avons  une  équation  à 
une  inconnue 

plus  simplement 

7y  +  a(i7— ay)==46; 
d'où 

y=4- 

En  portant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation 

17  — ay 

on  trouve 

2  =  3. 

En  portant  ces  valeurs  de  y  et  de  z  dans  l'équation 

a?  =  a3  —  3y  —  az, 
on  trouve  enfin 

Ainsi  la  mesure  de  froment  coûte  5  francs ,  celle  de  seigle 
4  francs,  celle  d'orge  3  francs. 

emploi  des  lettres  comme  moyen  de  généralisation. 

23.  Nous  avons  expliqué  la  formation  d'une  écriture 
abrégée  qui  facilite  beaucoup  le  raisonnement  et  qui  con- 
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stitue,  en  quelque  sorte,  la  langue  des  mathématiques. 
Elle  présente  im  autre  avantage  non  moins  important,  qui 
est  de  généraliser  la  solution  des  problèmes.  Il  suffit,  pour 
cela,  de  représenter  par  des  lettres,  non-seulement  les 
quantités  inconnues ,  mais  encore  les  quantités  connues ,  et 
nous  avons  déjà  dit  qu'afin  d'éviter  la  confusion  on  se  sert 
des  premières  lettres  de  l'alphabet  pour  les  quantités  con- 
nues ,  des  dernières  pour  les  quantités  inconnues.  De  cette 
manière  les  raisonnements  porteront  non  plus  sur  des  nom- 
bres particuliers,  mais  sur  des  quantités  quelconques,  et 
Ton  résoudra  ainsi ,  à  la  fois ,  toutes  les  questions  de  même 
espèce.  Quelques  exemples  feront  bien  comprendre  cette 
nouvelle  propriété  de  l'algèbre. 

24.  Reprenons  le  problème  I.  Partager  5o  francs  entre 
trois  personnes ,  de  manière  que  la  première  ait  6  fraiïcs  de 
plus  que  la  seconde ,  la  seconde  4  francs  de  plus  que  la 
troisième. 

Nommant  x  la  troisième  part,  nous  avons  dit  que  les 
deux  autres  parts  sont  exprimées  par  ap  +  4  etap+4  +  6; 
écrivant  que  la  somme  des  trois  parts  est  égale  à  5o,  nous 
avons  obtenu  l'équation 

3x-J-  i4  =  5o, 

que  nous  avons  résolue,  et  d'où  nous  avons  déduit 

x=  la. 

Si  l'on  change  les  nombres  qui  entrent  dans  l'énoncé  du 
problème,  si  l'on  demande,  par  exemple,  de  partager 
64  francs  entre  trois  personnes ,  de  manière  que  la  première 
ait  5  francs  de  plus  que  la  seconde ,  la  seconde  7  francs  de 
plus  que  la  troisième,  il  est  clair  qu'il  faudra  recommencer 
exactement  les  mêmes  raisonnements. 

Ainsi ,  nommant  la  troisième  part x, 

la  seconde  sera ^  +  7» 

la  première «  +  7  +  5. 
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Écrivant  qttd  h  scnnmé  dés  trois  parts  est  égale  au  nombre 
à  partager  04^  m  aura  rëquation 

5d?-f- 19  =  64; 

que  Von  résoudra  de  la  même  manière,  et  d*où  Ton  déduira 

On  a  dû  naturellement  se  demander  si  l'on  ne  pourrait 
pas  résoudre  à  la  fois  toutes  les  questions  de  ce  genre ,  de 
manière  qu'on  ne  soit  pas  obligé  de  recommencer  les  mêmes 
raisonnements  dans  cbaque  exemple  particulier*  Or,  ced 
est  bien  facile.  Représentons  par  la  lettre  a  la  sonmie  à 
partager^  par  b  l'excès  de  la  première  part  sur  la  seconde, 
par  c  l'excès  de  la  seconde  sur  la  troisième,  et  raisonnons 
sur  ces  lettres  comme  sur  des  nombres  donnés. 

Nommant  la  troisième  part x, 

la  seconde  sera    ....  * ^+<^f 

la  première aî  +  c  +  6. 

Écrivant  que  la  somme  des  trois  parts  est  égale  au  nombre 
À  partager  a,  nous  aurons  l'équation 

3fl?  -|-  îic  +  *  ^=  ^ 
Retranchons  des  deux  membres  les  quantités  b  ût  bo«  l'é^ 
quation  devient 

divisant  par  3,  nous  trouvons 

*= 5 • 

C'est  là  ce  qu'on  appelle  une  formule*  Elle  indique  quelles 
(opérations  il  faut  effectuer  sur  les  quantités  connues  pour 
en  déduire  la  Valeur  de  l'inconnue.  Cette  formule  dit  que 
pour  trouver  la  troisième  part»  il  faut,  du  nombre  à  partager 
a ,  retrancher  l'excès  6  de  la  première  part  sur  la  seconde 
et  deux  fois  l'excès  c  de  la  seconde  sur  la  troisième!  puis 
diviser  le  résultat  par  3. 
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Qaand  on  veut  appliquer  à  lin  etemplë^  cm  ttstoplftce 
dans  la  formule  les  lettres  par  letifs  Yttletira  partictilièfes  6t 
l'on  effectue  les  calculs.  Ainsi,  dans  le  premier  exemple, 
on  fera  a=5o,  6=6,  c=x^;  la  formule  donne 

^      5o— 6— 4Xa, 

X  *'     "    ■     tilt*,     la      II  11    1    la    I     * 

3  ' 

d*où,  en  effectuant  les  calculs, 

a:=ia. 

C'est  bien  la  valeur  trouvée  direotemelit« 

26«  GénéralitK)iifl  dd  la  même  matulèfe  Id  problème  VIIl, 
et  pour  oelà  représetitona  par  a  la  distance  des  deut  villes, 
par  6  la  vitesse  du  premier  courrier,  c'est-à-dire  le  nombre 
de  lieues  qu'il  parcourt  en  une  heure ,  par  c  la  vitesse  du 
second.  Nous  prendrons  encore  potir  inconnue  le  temps 
pendant  lequel  marchent  les  deux  coturiers  jusqu'à  leur 
rencontre.  Nommons  x  ce  temps.  Le  premier  courrier,  fai- 
sant 6  lieues  à  l'heure ,  parcourra  en  x  heures  bx  lieues  ;  le 
second,  faisant  c  Ueues  à  l'heure,  parcourra,  dans  le  même 
temps ,  ex  lieues.  Mais  la  somme  des  chemins  parcourus  par 
les  deux  courriers  doit  être  égale  à  la  distance  totale  a  lieues. 
Nous  avons  donc  l'équation 

bx-^cx  =  a, 
que  l'on  peut  écrire 

(b  -f-  c)x  =  a, 

la  parenthèse  indiquant  que  la  quantité  b-^c  est  multi- 
pliée par  X.  En  divisant  les  deux  membres  de  l'équation 
par6-f  ^9  on  a 

a 

Cette  formule  dit  que,  pour  trouver  aprèe  eottibien 
d'heures  a  lieu  la  rencontre,  il  faut  diviser  la  distance  dès 
deux  pointe  de  départ  par  la  somme  des  chemlus  que  par- 
courent les  deux  courriers  en  une  beun?. 
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On  l'appliquera  à  l'exemple  considéré,  en  faisant  a  =  i  oo, 
&=3,  c=s,  ce  qui  donne 

100  100 

X  =  ■  = =  ao. 

5  +  a         5 

26*  Généralisons  encore  le  problème  YII,  que  nous  po- 
serons ainsi  :  l'âge  d'un  père  est  a  années,  l'âge  du  fils  6. 
Dans  combien  de  temps  l'âge  du  père  sera-t-il  n  fois  l'âge 
du  fils? 

Désignons  par  x  le  nombre  d'années  cherché.  Après  ce 
temps  l'âge  du  père  sera  a-f  a;,  l'âge  du  fils  6 -f  a:.  Gomme 
l'âge  du  père  doit  être  n  fois  l'âge  du  fils,  on  a  l'équation 

ou 

a  -f  â;  =  ni  »{-  nx. 

•Par  la  transposition  des  termes,  cette  équation  devient 

a — ni  =  nx — x^ 

ou 

a — n*  =  xxln— i); 

d'où  l'on  déduit 

a — nA 

x= . 

n —  1 

Si  l'on  applique  à  l'exemple  considéré,  on  fera  a=4o, 
6  =  1  o,  n =3  ;  la  formule  donne 

4o  —  10X3 4o  —  5o 

3  —  1  a 

27.  Cette  introduction  suffit ,  je  pense ,  pour  faire  com- 
prendre au  lecteur  le  but  de  l'algèbre,  et  lui  donner 
une  idée  de  la  méthode  à  laquelle  les  mathématiciens  ont 
donné  le  nom  d'ona/yse.  Elle  offre  d'ailleur9  l'avantage  de 
mettre  les  commençants  en  état  de  résoudre  immédiatement 
un  grand  nombre  de  questions  ;  nous  en  proposons  ici  quel- 
quesrunes  comme  exercices.  Nous  allons  mûntenant  revenir 
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sur  nos  pas  et  exposer  en  détail  et  avec  ordre  le  mécanisme 
du  calcul  algébrique. 

Questions  à  résoudre. 

Problème  XVII.  Trois  personnes  ont  ensemble  112  ans; 
la  deuxième  a  8  ans  de  plus  que  la  plus  jeune  ;  la  troisième 
a  autant  que  les  deux  autres.  Quel  est  l'âge  de  chacune 
d'eUes? 

Réponse.  La  plus  jeune  a  24  ans,  la  deuxième  32,  la 
troisième  56. 

Problème  XYlII.  Faire  55  francs  a\ec  16  pièces  de  2  et 
de  5  francs. 

Réponse.  On  prendra  9  pièces  de  2  francs  et  7  de  5  francs. 

Problème  XIX.  Un  bonrnie  en  arrivant  à  Paris,  a  dé- 
pensé le  premier  jour  le  {  de  son  argent,  le  second  jour 
le  1  du  reste,  le  troisième  jour  le  J  du  reste  ;  il  n'a  plus  alors 
que  48  francs.  Combien  avait-il  d'argent? 

Réponse.  120  francs. 

Problème  XX.  Quelle  est  la  fraction  telle  que ,  si  l'on 
ajoute  1  à  son  numérateur,  elle  devienne  égale  à  {  et  si  l'on 
ajoute  1  à  son  dénominateur,  elle  devient  égale  à  { ? 

Réponse.  ~. 

Problème  XXI.  Un  bassin  est  alimenté  par  deux  tuyaux 
de  conduite.  Dans  une  première  expérience,  le  premier 
ayant  été  ouvert  pendant  4  heures,  le  second  pendant 

5  heures,  on  a  obtenu  4o  mètres  cubes  d'eau.  Dans  une 
seconde  expérience,  le  premier  ayant  été  ouvert  pendant 

6  heures,  le  second  pendant  3  heures  et  demie,  on  a  ob- 
tenu 5o  mètres  cubes.  Quelle  est  la  quantité  d'eau  que 
chaque  tuyau  fournit  en  une  heure? 

Réponse.  Le  premier  tuyau  dépense  6875  litres  d'eau  par 
heure,  le  second  25oo. 
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PftQji[4iM£  XXLh  Une  peraonne  a  de»  jatooB  àam  ses  d6ia 
mains.  Si  elle  en  passe  un  de  la  droitQ  àam  la  gauche ,  il  y 
en  a  autant  dans  les  deux  mains.  Mais  si  elle  en  passe  un 
de  la  gauche  dans  la  droite  9  celle-ci  en  contient  le  double. 

Réponse.  La  main  droite  contient  7  jetons,  la  gauche  5. 

PBQBifÈiis  XXIIL  Une  personne  a  d^idé  dans  son  testa- 
ment que  sa  fortune  serait  distribuée  entre  quatre  per- 
fMormee»  de  manière  que  la  deuxième  ait  deux  fois  autant 
que  la  première,  la  troisième  autant  que  les  deux  pre^ 
mières  et  la  quatrième  autant  que  la  deuxième  et  la  troi- 
sième. La  fortune  totale  s'élève  à  iiooo  francs.  Quelle  est 

la  part  de  chacune  d'elles? 

Réponse.  La  première  aura  1000  francs,  la  deuxième 
«ooQ»  la  troisième  5oop  et  la  quatrième  ôooo, 

ProbUmb  XXIY.  Trouver  le  nombre  dont  le  double 
fyoutô  k  fi4  surpasse  80  autant  que  1 00  surpasse  ce  nombre. 

Rép(m0e,  &Q. 

Problème  XXV,  Partager  yo  en  deux  parties  telle»,  que 
5  fois  la  plus  grande  surpasse  7  fois  la  plus  petite  de  i5. 

Répom^,  Ces  deux  parties  sont  54  et  2 1 , 

PaoBilM^  XXVlr  De  deux  tonneaux  égaux ,  après  avoir 
tiré  de  l'un  4^  Utres  et  de  l'autre  i5q,  il  reste  deux  fois 

plus  de  vin  dans  le  premier  que  dans  le  second.  Combien 
chaque  tonneau  contenaitril  de  litres? 

BiponH.  2&5  litres, 

PaoBLlMB  XXYII.  Un  maître  ayant  proposé  1 2  problèmes 
à  son  élève  j  convient  de  lui  donner  $5  centimes  pour  chaque 
problème  résolu,  k  la  condition  que  l'élève  payera  lo  cen- 
times pour  chaque  problème  non  résolu.  Le  compte  £ût,  le 
maître  doit  h  Télève  1  franc  s5  centimes.  Combien  celui-ci 
Br-t-il  résolu  de  problèmes? 

mpofWf  L'^ève  a  résolu  7  prohlèmBB. 
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PRÉLIMINAIRES. 


Difimdom. 

28.  Toute  expression  algébrique  indique  une  série  d'opé- 
rations à  effectuer  sur  des  quantités  représentées  par  des 
lettres.  L'expression  est  un  polynôme  si  elle  est  composée 
de  plusieurs  parties  séparées  les  unes  des  autres  par  le  si- 
gne -pou  par  le  signe' — .  Ces  diverses  parties  sont  les  termes 
du  polynôme.  Dans  le  cas  contraire,  c'est  un  monôme. 

On  donne  spécialement  le  nom  de  binôme  à  tout  poly- 
nôme composé  de  deux  termes ,  celui  de  trinôme  à  tout 
polynôme  composé  de  irom  termes ,  etc. 

Ainsi  les  expressions 


4a«  —  7yb* 


a-f"  ^ 


sont  des  monômes. 


(^)  La  première  leçon  du  programme  pour  la  classe  de  seconde 
contient  le  paragraphe  suivant  :  Emploi  des  lettres  et  des  signes 
comme  moyen  d'abréviation  et  de  généralisation.  Nous  avons  traité 
cette  question  avec  beaucoup  de  développement  dans  la  chapitre 
d*introduction.  Nous  y  renvoyons  le  lecteur,  en  lui  indiquant  spé- 
cialement les  numéros  2,  3,  23,  2iï. 
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Les  expressions 

a— ô 
sont  des  binômes. 

Les  expressions 

a*  —  2ab  +  3**,      aa  +  5  /Si"—  54, 

sont  des  trinômes. 

L'expression 

û*  _  3a'i  +  5a V  —  7ai»  —  a** 
est  un  polynôme  à  cinq  termes. 

29.  Une  expression  algébrique  qui  ne  contient  pas  le 

signe  v^    est  dite  rationnelle;  par  opposition,  elle  est  dite 

irrationnelle  si  elle  contient  le  signe  ^    . 
L'expression 

est  rationnelle,  mais  l'expression 

est  irrationnelle. 

30.  Une  expression  rationnelle  est  entière  si  elle  ne  con- 
tient pas  le  signe  de  la  division  ;  elle  est  fractionnaire  A 
elle  le  contient. 

L'expression 

a'  —  2ab  +  6' 

est  un  polynôme  entier. 

L'expression 

a'  — 6» 

est  fractionnaire. 

31.  Tout  monôme  entier  est  de  la  forme 
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Prononcez .  sept  a  trois,  6  deux,  c.  Il  faut  distinguer  dans 
ce  monôme  les  lettres  a,  6,  c  qui  le  constituent  »  les  expo- 
sants 3,  9,  1  dont  ces  lettres  sont  affectées  (la  lettre  c,  qui 
n'a  pas  d'exposant ,  est  censée  affectée  de  l'exposant  i  ; 
et  en  effet ,  la  quantité  c  est  la  première  puissance  de  c)  et 
le  multiplicateur  7  placé  au  commencement.  Ce  multipli- 
cateur porte  spécialement  le  nom  de  coefficient^  il  indique 
que  la  quantité  a%*c  est  répétée  7  fois. 

Le  monôme 

qui  n*a  pas  de  coefficient ,  est  censé  avoir  le  coefficient  1  ; 
en  effet ,  on  a  ici  une  fois  la  quantité  a'6*c. 

S2.  On  appelle  degré  d'un  monôme  entier  par  rapport 
à  une  lettre  l'exposant  de  cette  lettre  ;  degré  par  rapport 
à  plusieurs  lettres  la  somme  des  exposants  de  ces  lettres. 

Ainsi  le  monôme 

est  du  troiâème  degré  par  rapport  à  a ,  du  second  degré 
par  rapport  à  6 ,  du  premier  degré  par  rapport  à  c.  11  est 
du  cinquième  degré  par  rapport  aux  deux  lettres  a  et  6, 
du  sixième  degré  par  rapport  aux  trois  lettres  a^b^  c. 

On  appelle  degré  d'un  polynôme  par  rapport  à  une  lettre 
le  degré  du  terme  dans  lequel  cette  lettre  est  affectée  du 
plus  fort  exposant.  Ainsi  le  polynôme 

5x'  —  4x*  +  3x — 6 

• 

est  du  troisième  degré  par  rapport  à  x. 

Lorsque  tons  les  termes  d'un  polynôme  sont  du  même 
degré  par  rapport  aux  différentes  lettres  qu'il  renfenne,  on 
dit  qu'il  est  homogène.  Ainsi  le  polynôme 

est  homogène  et  du  troisième  degré  <  parce  que  tous  ses 

8 
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termes  sont  du  troisième  degré  par  rapport  aux  deux  lettres 
a  et  6  qui  entrent  dans  ce  polynôme. 

tJn  terme  qui  ne  contient  pas  une  lettre  est  regarda 
conune  étant  du  degré  o  par  rapport  à  cette  lettre.  Ainsi 
le  prenûer  terme  2a'f  qui  ne  contient  pas  la  lettre  6,  sera 
du  degré  o  par  rapport  à  b.  Le  dernier,  qui  ne  contient 
pas  la  lettre  a,  sera  du  degré  o  par  rapport  à  a  ;  de  cette 
façon ,  on  peut  dire  que  dans  tous  les  termes  la  somme  des 
exposants  égale  3. 

33.  Un  polynôme  indique  une  série  d'additions  et  de 
soustractions  à  effectuer. 
Ainsi  le  polynôme 

Cl +  6  —  c  +  d — €  —  f 

indique  qu'il  faut  ajouter  la  quantité  a,  puis  la  quantité  6, 
ensuite  retrancher  c ,  ajouter  d ,  retrancher  e  et  encore  f. 

Les  termes  affectés  du  signe  '-{-  sont  dits  paritifÉi  les 
termes  affectés  du  signe  —  sont  dits  négatifs.  Le  terme  a, 
^t  placé  au  commencement^  n'a  pas  de  signe»  est  po* 
sitif,  et  doit  être  considéré  comme  affecté  du  signe  +j 

Il  est  évident  que  la  série  des  opiralians  indiquieê  par 
un  polynôme  renient  à  ajouter  la  somme  des  termes  poeUifs  et 
à  retrancher  la  somme  des  termes  négatifs. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  supposons  que  le 
polynôme  représente  les  opérations  d'un  négociant  dans 
le  courant  de  la  journée ,  les  termes  positifs  étant  les  re- 
cettes, les  termes  négatifs  les  dépenses.  Au  commence- 
ment de  la  journée ,  le  négociant  avait  en  caisse  une  cer- 
taine somme  d'argent  ;  il  a  fait  d^abord  une  recette  a  et  une 
seconde  recette  b  ;  puis  il  a  payé  c  ;  après  quoi  il  a  reçu  ({, 
il  a  payé  e  et  encore  f.  Il  est  évident  qu'à  la  fin  de  la 
journée  '  son  avoir  a  été  augmenté  de  la  somme  des  re- 
cettes et  diminué  de  la  somme  des  dépenses. 
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Sok  to  polyoômo  niunérique 

La  somme  des  termes  positifs  est  Scj ,  celle  des  tertnes  né- 
gatife  25.  Il  faut  ajouter  3 9  et  retrancher  23,  ce  qui  re- 
vient à  ajouter  16,  excès  de  la  première  somme  sur  la 
seconde.  Dans  ce  cas,  la  valeur  du  polynôme  est  positive; 
on  l'écrit  +  16. 

Lorsque  la  somme  des  termes  négatifs  l'emporte  sur 
celle  des  termes  positifs ,  le  polynôme  n*en  conserve  pas 
moins  une  signification  très-nette.  Soit  le  polynôme 

5  —  3  +  7  —  10  +  4  —  9. 

0  faut  ajouter  16,  somme  des  termes  positif^,  et  retran- 
cher 28,  somme  des  termes  négatifs;  ce  qui  revient  à 
retrancher  6 ,  excès  de  la  seconde  somme  sur  la  première. 
Dans  ce  cas,  la  valeur  du  polynôme  est  négative;  on 
l'écrit  —  6. 

Deux  polynômes ,  et  en  général  deux  expressions  algé- 
briques ,  sont  égales ,  lorsqu'elles  ont  lamème  valeur  affectée 
du  même  signe. 

3&.  n  résulte  clairement  de  ce  qui  précède  que  ïon 
peut  changer  à  volonté  l'ordre  des  termes  d'un  polynôme. 
Car,  quel  que  soit  l'ordre  des  termes,  on  a  toujours  fina- 
lement la  même  somme  à  ajouter  et  la  même  sonune  à  re- 
trancher. 

Ainsi  les  termes  du  polynôme 

0  +  6 — c-j-d  —  e  —  / 

peuvent  être  écrits  dans  tel  ordre  qu'on  voudra,  par  exemple 
dans  l'ordre  suivant 

11  n'y  a  aucun  inconvénient  à  commencer  pai-  un  terme 
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négatif.  Pour  revenir  à  notre  comparaison,  cela  signifie  que 
le  négociant  conunence  par  payer  e^  qu'il  reçoit  ensuite  d, 
qu'il  paye  /*,  etc.  Or  rien  n'empêche  de  supposer  que  le  né- 
gociant a  dans  sa  caisse ,  au  commencement  de  la  journée , 
une  assez  grande  somme  d'argent  pour  effectuer  les  paye- 
ments. 

Termes  semblables. 

35.  On  dit  que  deux  termes  sont  semblables  lorsqu'ils 
sont  composés  des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  ex- 
posants, et  qu'ils  ne  diffèrent  que  par  les  coefficients  et  les 
signes. 

Soit  le  polynôme 

Sd»— 4û*6  +  7a6»  +  a^b  —  aa^  —  Sab^  +  a*  —  laûô»  -f-  3a-A. 
Nous  voyons  d'abord  les  trois  termes  semblables 

5a'  —  2a'4-<**> 

que  l'on  peut  réduire  et  remplacer  par  le  seul  terme  +  4  <»*• 
En  effet,  la  quantité  a'  doit  être  ajoutée  5  fois  et  encore 
i  fois,  c'est-à-dire  6  fois,  et  retranchée  a  fois,  ce  qui  re- 
vient à  l'ajouter  4  fois. 
Nous  trouvons  ensuite  les  termes  semblables 

—  4a«6  +  a«6  +  3a'6 

qui  se  détruisent.  Car  la  quantité  a*b  doit  être  ajoutée  3  fois 
et  encore  i  fois ,  c'est-à-dire  4  fois ,  et  retranchée  4  fois. 
0  reste  les  termes  semblables 

qui  se  réduisent  à  —  1 3a&'.  Car  la  quantité  ab*  doit  être 
ajoutée  7  fois  et  retranchée  8  fois  et  encore  12  fois,  c'est- 
à-dire  20  fois,  ce  qui  revient  à  la  retrancher  i3  fois. 
Ainsi  le  polynôme  proposé  s'écrit  plus  simplement 

4a' —  i3ai*. 
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Dans  la  pratique,  on  opère  très-rapidement  cette  rédnc- 
tkm  des  termes  semblables.  Soient  les  termes  semblables 

faisant  abstraction  de  la  quantité  a6%  on  ne  considère  que 
les  coeflScients  et  les  signes 

+  7  —  8  —  la, 

et  l'on  calcule  la  valeur  —  1 3  de  ce  polynôme  numérique  ; 
puis  on  écrit  —  1 5a6'  an  résultat ,  et  Ton  barre  les  termes 
réduits. 

Ordonner  un  polynôme. 

36.  Après  avoir  réduit  les  termes  semblables ,  on  a  cou- 
tume d'ordonner  le  polynôme,  soit  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  d'une  même  lettre,  soit  par  rapport  aux 
puissances  croissantes,  c'est-à-dire  que  Ton  écrit  les  termes 
dans  un  ordre  tel  que  les  exposants  de  cette  lettre  aillent, 
soit  en  diminuant,  soit  en  augmentant. 

Ainsi  le  polynôme 

5x'  —  4x*  -f  3a:  — 6 

est  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x. 
Ce  même  polynôme ,  écrit  en  ordre  inverse , 

sera  ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes.  Le 
terme  — 6,  qui  ne  contient  pas  la  lettre  a:,  sera  regardé 
comme  étant  du  degré  o. 

Quand  un  polynôme  contient  des  termes  de  tous  les  de- 
grés ,  à  partir  du  degré  le  plus  élevé ,  on  dit  qu'il  est  complet. 
Le  polynôme  étant  supposé  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes ,  la  série  des  exposants  commence  à  zéro , 
et  s'élève  jusqu'au  degré  du  polynôme  inclusivement.  Il  y 
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a  donc  autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans  U  degré  p  us 
un.  Ainsi  le  polynôme  précédent  est  un  polynôme  oomplet 

du  troisième  degré,  et  il  renferme  quatre  termes. 

Lorsqu'un  polynôme ,  contenant  deux  lettres ,  est  homo- 
gène ,  si  on  l'ordonne  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  Tune  d'elles,  il  sera  en  même  temps  ordonné  par 
rapport  aux  puissance^  croissantes  de  Tautre  ;  car  la  somme 

des  esposant$  d^  d^ux  li^ttrea  ^tant  la  mdme  Aum  tou?  les 
tennes,  31  les  exposants  de  l'ime  d'ellea  vont  en  dinuQumt, 

ceux  de  l'autre  iront  nécessairement  en  augmentant*  Ainsi 
le  polynôme  homogène 

qui  a  été  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décrpisswtes 
de  0 ,  se  trouve  en  même  temps  ordQuné  pçur  rapport  aux 
puianwce»  croissantes  de  6. 


<!■< 
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▲DDITIOV  ET  80U9TRAGTIOII. 


Addition. 


S7.  Proposons-nous  d'ajouter  à  un  premier  polynôme  un 
second  polynôme  ;  nous  supposons  que  ce  second  polynôme 
sit  une  videur  positive,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  termes 
poâtifs  l'emporte  sur  celle  des  termes  négatifb.  Ajouter  ce 
polynôme,  c'est  ajouter  sa  valeur,  en  d'autres  termes,  c'est 
ajouter  l'excès  de  la  somme  de  ses  termes  positifs  sur  la 
somme  des  termes  négatifs.  Mais  ajouter  cette  différence 
revient  évidemment  à  ajouter  les  termes  positifs  et  retran- 
cher les  termes  négatifs ,  ce  qui  se  fera  en  écrivant  à  la 
suite  du  premier  polynôme  tous  les  termes  du  second , 
chacun  avec  son  signe.  Ainsi  : 

Règle.  A  un  polynôme  on  en  ajoute  un  autre^  en  écrivant 
à  la  suite  du  premier  successivement  tous  les  termes  du  second^ 
ehac^  avec  son  êign$. 

88.  Exemple.  Additionnez  les  polynômes 

—  aa*  —  3a'6  +   8a'6*  —  yab'^  +  ab' , 
6a*  —  20*4  —  1 5a*6'  +  6ab*  —  aé* . 

Imaginons  que  l'on  ait  écrit  tous  les  termes  de  ces  trois 
polynômes ,  les  uns  à  la  suite  des  autres ,  chacun  avec  son 
signe,  en  affectant  du  si^iie  -^-  le  premier  terme  On*  du 
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é 

troisième  polynôme  ;  réduisons  les  termes  semblables,  nous 
obtiendrons  le  polynôme 

39.  Remarque.  On  peut  grouper  dans  ime  parenthèse 
plusieurs  termes  d'un  polynôme,  en  conservant  à  chaque 
terme  son  signe  et  mettant  le  signe  +  devant  la  paren- 
thèse. 

Par  exemple,  le  polynôme 

a  — é  +  c — d — «  +  /" 
peut  être  écrit  sous  la  forme 

En  effet,  la  parenthèse ,  précédée  du  signe  -{-»  indique  Tad- 
dition  du  polynôme;  si  Ton  effectue  cette  addition  d'après 
la  règle  énoncé^,  on  reproduit  évidemment  le  polynôme 
proposé. 

Il  n'y  a  pas  à  s'inquiéter  de  savoir  si,  parmi  les  termes 
mis  entre  parenthèses,  la  somme  des  termes  positifs  est 
plus  grande  que  celle  des  termes  négatifs,  pourvu  que  Ton 
étende  aux  polynômes  négatifs  la  règle  démontrée  pour 
l'addition  des  polynômes  positifs. 

Ainsi  nous  dirons  qu'ajouter  un  polynôme  quelconque, 
c'est  écrire  tous  ses  termes,  chacim  avec  son  signe. 

àO.  Il  convient  aussi  d'appliquer  la  même  règle  à  un 
terme  pris  isolément,  et  nous  dirons  qu'ajouter  une  quan- 
tité affectée  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  c'est  l'écrire  avec 
son  signe.  Soit,  par  exemple,  le  polynôme 

15  —  3  +  6  — 9  — 4  +  a. 

Si  nous  mettons  les  quatre  derniers  termes  entre  paren- 
thèses, nous  écrirons  ce  polynôme  sous  la  forme 

i5-3  +  (6— 9  — 4  +  a). 
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La  partie  mise  entre  parenthèses  est  négative;  mais  ceci 
n  offre  aucun  inconvénient ,  pnisqu'en  effectuant  l'addition 
d'après  la  règle  énoncée ,  on  reproduit  le  polynôme  proposé. 
Remplaçons  maintenant  le  polynôme  entre  parenthèses  par 
sa  valeur  —  5  ;  il  s'agit  d'ajouter  —  5  ;  pour  cela  nous 
écrirons  —  5 ,  ce  qui  donne 

,5^3  —  5. 
Et  en  effet ,  dans  le  polynôme  proposé ,  la  partie 

+  6  — 9— 4  +  a, 

mise  entre  parenthèses,  signifie  qu'il  faut  ajouter  8  et  re- 
trancher i3 ,  c'esti-dire  retrancher  5. 

il.  D'après  cette  manière  de  voir,  Yaddiiion  algébrique 
De  comporte  plus  nécessairement  l'idée  d'augmentation.  Si 
Ton  ajoute  une  quantité  positive ,  il  y  a  effectivement  aug- 
mentation; mais  si  l'on  ajoute  une  quantité  négative,  il  y  a 
an  contraire  diminution.  Ajouter  —  5 ,  c'est  en  réalité  re- 
trancher 5. 

n  résulte  de  là  que  l'on  peut  considérer  un  polynôme 
comme  étant  la  somme  algébrique  de  tous  ses  termes ,  puis* 
que  l'addition  consiste  à  les  écrire  les  uns  à  la  suite  des 
autres,  chacun  avec  son  signe.  Cette  manière  d'envisager 
un  polynôme  est  très-utile  dans  les  applications. 

Soustraction. 

i2.  La  soustraction  est  l'opération  inverse  de  l'addition. 
D'une  quantité  en  retrancher  une  autre ,  c'est  en  trouver 
une  troisième  telle  qu'en  y  ajoutant  la  seconde  on  repro- 
duise la  première. 

Supposons  que  du  polynôme 

a  —  d  +  c 
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on  veuille  retmieher  le  polyndme 

Je  dis  qu'on  obtiendra  le  résultat  demandé  çn  écrivant  à  la 
suite  du  premier  polynôme  tous  les  terme» du  second*  cha- 
cun avec  un  signe  contraire ,  ce  qui  donne 

a — é+c  —  d  +  e-^-  f — g. 

En  effet,  si  à  ce  troisième  polynôme ,  nous  ajoutoup  le  se- 
cond, nous  avons 

a  —  b  +  c-^d  +  e  +  f-^g  +  d'^e  —  f+g^ 

ou,  simplement, 

a  —  é  +  c, 

en  remarquant  que  les  termes  —  d  et  -f-  d  se  détruisent,  de 
môme  que  les  termes  +  <?,  et  —  e,  etc.  C'est  précisément  le 
premier  polynôme.  Ainsi  : 

Règle.  Pour  retrancher  d'un  polynôme  un  autre  poly- 
nôme^ on  écrit  à  la  suite  du  premier  successivement  tous  les 
termes  du  second,  en  changeant  le  signe  de  chacun  d'eux. 

hif  EiBMFLB.  Du  polynôme 
retrancher  le  polynôme 

Écrivons  à  la  suite  du  premier  polynôme  tous  les  termes 
du  second ,  en  changeant  les  signes ,  nous  aurons 

5û«  —  4a«6  —  6ab^  +  6»  —  a»  +  ya^b  —  aai*  +  56», 

et,  en  réduisant  les  termes  semblables, 

kk.  Remarque.  On  peut  grouper,  dans  une  parenthèse 
précédée  du  signe  — ,  plusieurs  termes  d'un  polynôme,  en 
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lyaot  soin  de  changer  lea  rignea  de  tous  les  termes  que  Ton 
met  dans  la  parenthèse. 
Par  exemple,  le  polynôme 

ê 

peut  être  écrit  sons  li^  forme 

En  effet,  la  parenthèse,  précédée  dû  signe  -^,  Indique  la 
soostractioo  d'un  polynOme  ;  or»  aï  Top  effectue  PQMe  wp^ 
tractioQ  d'après  la  rëçle  éQQ»cée«  on  reproduit  éTidmuQ^t 
le  polynôme  propoaét 

n  n'y  II  pas  i^  i'inquléter  de  savoir  si,  panni  les  termeiB 
m  entre  parenthèses ,  la  somme  des  termça  positifs  est 
plus  grande  ou  plus  petite  q^e  la  sommQ  des  termes  néga- 
tif ;  car  la  règle  de  Taddition  ayant  ^té  ét$d)Ue  d'une  ma- 
ni^  générale ,  celle  de  la  soustraction ,  qui  s'en  déduit»  a 
le  même  degré  dç  généralité;  elle  est  yraie  dans  tous  tes 
cas,  qne  la  valeur  du  polynôme  soit  positive  ou  négative, 
qa'3  comprenne  un  seul  terme  ou  plusieurs.  Amsi ,  retran- 
cher une  quantité  affectée  d'un  certain  signe,  c'est  l'écrire 
avec  un  dgne  contraire. 

Soit,  par  exemple,  le  polynôme 

3  —  5  —  4  +  9—6  +  8. 

Si  nous  mettons  dans  une  parenthèse,  précédée  du  signe  — , 
les  quatre  derniers  termes,  en  changeant  leurs  signes,  nous 
éonrons  ce  polynôme  sous  la  forme 

3  — 5  — (4-9  +  6-8). 

La  partie  mise  entre  parenthèses  est  négative,  mais  ceci 
n'offre  aucun  inconvénient,  puisqu'on  effectuant  la  sous- 
traction d'après  la  règle  énoncée ,  on  reproduit  le  polynôme 
proposé.  Si  nous  remplaçons  le  polynôme  entre  parenthèses 
par  sa  valeur — 7,  nous  avons  à  retrancher — 7,  ce  qui  se 
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fait  en  chaDgeant  le  signe  de  cette  quantité ,  c'est-à-dire  en 
écrivant  +  7  ;  nous  aurons  donc 

3—5  +  7. 
Et  en  effet,  dans  le  polynôme  proposé,  la  partie 

— 4  +  9— 6  +  8> 
mise  entre  parenthèses ,  signifie  qu'il  faut  ajouter  1 7  et  re- 
trancher 10,  c'est-à-dire  ajouter  7. 

A6.  De  même  que  l'addition  algébrique  ne  comporte  plus 
nécessairement  l'idée  d'augmentation ,  la  soustraction  algé- 
brique ne  comporte  plus  nécessairement  l'idée  de  diminu- 
tion. Si  l'on  retranche  une  quantité  po^live ,  il  y  a  effec- 
tivement diminution  ;  mais  si  Ton  retranche  une  quantité 
négative,  il  y  a  au  contraire  augmentation.  Retrancher — 7, 
c'est  en'réalité  ajouter  7. 

En  résumé,  si  l'on  considère  les  quantités  comme  affec- 
tées des  signes  +  ou  — ,  l'addition  consiste  à  les  écrire  avec 
leurs  signes,  la  soustraction  à  les  écrire  avec  des  signes 
contraires. 
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MULTIPUCATION. 


iô.  Je  rappelle  d'abord  quelques  principes  qui  nous 
seront  utiles.  On  sait  que,  dans  un  produit  de  plusieurs 
facteurs,  on  peut  changer  Tordre  des  facteurs  et  les  grou- 
per à  volonté  sans  changer  la  valeur  du  produit.  On  sait 
aossi  que  multiplier  par  un  produit  de  plusieurs  facteurs 
revient  à  multiplier  successivement  par  chacun  des  facteurs. 
Ces  principes  ont  été  démontrés  en  arithmétique  pour  des 
nombres  quelconques,  entiers  ou  fractionnaires;  on  peut 
donc  les  appliquer  en  algèbre ,  où  les  lettres  représentent 
des  nombres  quelconques. 

&7.  MuUipHcalion  de  deux  puissances  d'un  même  nombre. 
Soit  à  multiplier  a"*  par  a".  Multiplier  par  a"  revient  à  mul- 
tiplier successivement  par  n  facteurs  égaux  à  a,  puisque  a" 
désigne  le  produit  de  n  facteurs  égaux  à  a;  d'autre  part,  a* 
désigne  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  a  ;  on  a  donc  le 
produit  de  m  +  n  facteurs  égaux  à  a,  ce  qu'on  écrit  a*^". 
Abisi, 

Par  exemple. 

Règle.  On  mullipUe  des  puissances  d'un  même  nombre  en 
ajoutant  les  exposants. 

Une  lettre  qui  n'a  pas  d'exposant  est  censée  affectée  de 
l'exposant  i.  Ainsi, 
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AS.  Multiplication  de  deux  monômes  entiers.  Soit  à  faire 
le  produit  des  monômes  l^a*b\^d  et  3a'6c'e*. 
Chacun  de  ces  monômes  exprime  un  produit  de  plusieurs 

■ 

facteurs  ;  pour  multiplier  le  premier  produit  par  le  second, 
il  suffit  de  le  multiplier  successivement  par  chacun  des  fac- 
teurs du  second ,  ce  qui  donne  pour  le  produit  demandé 

4Xû*x6-Xc*Xdx5xa*xéXc'Xe*. 

Si  l'on  groupe  les  facteurs  de  la  manière  suivante 

4x3x(a'Xa»)x(6*X*)X(c*Xc')xdxc% 

et  si  l'on  effectue  les  produits  indiqués  dans  les  pai*en- 

thëses  f  on  a 

laxa'x^'Xc'Xrfxe*; 

ce  qui  s'écrit  plus  simplement 

Ainsi , 

Règle.  Pour  multiplier  deux  monômes  entiers^  on  multi- 
plie les  coelficieiUs ,  on  ajoute  les  exposants  des  mêmes  lettres^ 
et  Von  écrit  avec  leurs  exposants  les  lettres  différentes. 

&9.  Multiplication  d'un  polynôme  par  un  twnbre  quel- 
conque. 

1"*  Proposons-nous  d'abord  de  multiplier  un  polynôme 

a — b'\-c  —  d 

par  un  nombre  entier  m.  Il  s'agit  de  répéter  le  polynôme 
m  fois,  c'est-à-dire  d'additionner  m  polynômes  égaux  au 
polynôme  multiplicande.  Or,  si  l'on  fait  cette  addition,  on 
voit  que  chaque  terme  du  multiplicande  sera  répété  m  fois 
avec  son  signe;  en  rédmsant,  on  aura  donc 

ma  —  mb  -{-me  —  md. 

Chaque  terme  du  multiplicande  sera  donc  multiplié  sépa- 
rément par  le  nombre  entier. 
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2''  Soit  maintenaat  à  diviser  le  polynôme 

a — b  +  C'^d 

par  on  nombre  entier  n.  Il  faut  trouver  un  polyndme  qui, 
multiplié  par  n ,  reproduise  le  polynôme  dividende.  Le  quo- 
tient cherché  sera 

a       *    i_  ^        ^. 
n       n      n      n' 

car  si  Ton  multiplie  ce  polynôme  par  ft,  ce  qui  se  fait  en 
multipliant  chaque  tenue  séparément  par  n ,  comme  nous 
l'avons  vu ,  on  reproduit  le  polynôme  proposé. 
5*  Il  est  Bàsé  maintenant  de  multiplier  le  polynôme 

a  — fc  +  c — d 

par  un  nombre  fractionnaire  ~.  Multiplier  par  une  fraction  —, 

c'est  répéter  m  fois  la  n'  partie  du  multiplicande  ;  en  d'auti^s 

termes  c'est  diviser  le  multiplicande  par  n  et  multiplier  le 

résultat  par  m. 

Divisons  d'abord  le  multiplicande  par  le  nombre  entier  n, 

nous  avons 

a      f^  x_^      ^. 
n       n       d       n^ 

pour  multiplier  ce  résultat  par  le  nombre  entier  m,  il  suffit 
de  multiplier  chaque  terme  pai*  m,  ce  qui  donne 

ma       mh      me      md 

n  n         n         n  * 

ou 

m         m ,    ,  m        m  . 

—  o* oA — c dé 

n  n  n         n 

Mais  le  multiplicateur  —  est  un  nombre  quelconque  que 

nous  pouvons  représenter  par  la  lettre  e,  et  nous  avons  alors 
{a-'b-\'C  —  d)x,e^Beiae  —  be'\-c%*^de. 
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Règle.  Ainsi ,  on  multiplie  un  polynôme  par  un  nombre 
quelconque^  en  multipliant  chaque  terme  séparément  par  ce 
nombre  9  et  donnant  à  chaque  terme  du  produit  le  signe  du 
terme  correspondant  du  multiplicande. 

60.  Multiplication  d'unpolynàme  par  un  polynôme. 

Il  est  évident  que  le  produit  d'une  quantité  quelconque 
par  la  sonune  de  plusieurs  non)l)res  est  égal  à  la  somme  des 
produits  de  cette  quantité  par  chacun  d'eux.  Par  exemple, 
8  fois  une  quantité  égale  5  fois  cette  quantité ,  plus  5  fois 
cette  même  quantité.  Si  donc  le  polynôme  multiplicateur 
a  tous  ces  termes  positifs ,  il  suffira  de  multiplier  le  mul- 
tiplicande par  chacom  d'eux  séparément  et  d'ajouter  les 
résultats. 

Il  est  évident  aussi  que  le  produit  d'une  quantité  quel- 
conque par  la  différence  de  deux  nombres  est  égal  à  la  dif- 
férence des  produits  de  cette  quantité  par  chacun  d'eux. 
Par  exemple ,  5  fois  une  quantité  égale  8  fois  cette  quan- 
tité ,  moins  5  fois  cette  môme  quantité.  Supposons  mainte- 
nant que  le  polynôme  multiplicateur  ait  des  termes  positifs 
et  des  termes  négatifs ,  et  que  la  somme  des  termes  positifs 
l'emporte  sur  la  somme  des  termes  négatifs;  la  valeur  du 
polynôme  multiplicateur  est  l'excès  de  la  première  somme 
sur  la  seconde  ;  le  produit  du  multiplicande  par  cette  diffé- 
rence égale  donc  la  différence  des  produits  obtenus  en  mul- 
tipliant le  multiplicande  par  chacune  de  ces  deux  sommes. 
Ceci  revient  à  multiplier  le  multiplicande  par  chacun  des 
termes  du  multiplicateur,  à  ajouter  les  produits  partiels 
fournis  par  les  termes  positifs  du  multiplicateur  et  à  re- 
trancher les  produits  partiels  foiunis  par  les  termes  néga- 
tifs. Ainsi, 

Règle.  Pour  multiplier  un  polynôme  par  un  polynôme  ^ 
on  multiplie  tous  les  termes  du  mult^licande  successivement 
par  chacun  des  termes  du  multiplicateur;  on  écrit  avec  leurs 
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signu  U$  produite  partiels  fournis  par  les  termes  positifs 
du  nmUiplieateury  et  avec  des  signes  contraires  les  produits 
fournis  par  les  termes  négatifs. 

Règle  des  signes. 

M.  Soit  à  multiplier  le  polynôme 

a  —  é-f  c  —  d 
par  le  polynôme 

e  —  f+g  —  h. 

Le  produit  demandé  sera 

+  (ag^bg  +  cg—dg)  —  {ah  —  bk  +  ck—dh)9 

OU,  en  effectuant  les  additions  et  les  soustractions  indiquées 
par  les  parenthèses , 

ae — be  -{-ce  —  de 
-af+bf-cf+df 
^ag-^bg-^cg  —  dg 
— ah  -^bh  —  ch-\-dh. 

On  voit  que  le  produit  des  deux  polynômes  renferme  les 
produits  de  chacun  des  termes  du  multiplicande  par  chacun 
des  termes  du  multiplicateur. 

On  reconnaît  aussi  qu'un  terme  du  produit  a  le  signe  + 
s'U  provient  de  deux  termes  de  même  signe ,  le  signe  —  s*il 
provient  de  deux  termes  de  signes  contraires.  Par  exemple, 
le  terme  cg,  qui  provient  de  deux  termes  positifs,  a  le 
signe  +  ;  et  de  même  le  terme  bf^  qui  provient  de  deux 
termes  négatifs  ;  au  contraire ,  les  termes  bg  et  cf^  qui  pro- 
viennent .de  deux  termes ,  Tun  positif,  l'autre  négatif,  sont 
affectés  du  signe  — . 

H  est  facile  de  se  rendre  compte  de  cette  loi ,  connue 
sous  le  nom  de  règle  des  signes ,  â  Ton  observe  que,  dans 
les  parenthèses,  les  signes  sont  ceux  des  termes  du  multi- 
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pliconde  et  que  chacune  d'elles  est  affectée  du  signe  du 
terme  correspondant  du  multiplicateur.  Dn  terme  positif, 
multiplié  par  un  terme  positif,  donne  un  terme  positif  dans 
la  parenthèse,  et  comme  la  parenthèse  est  précédée  elle- 
même  du  signe  +»  ce  terme  aura  finalement  le  signe  +. 
Un  terme  négatif,  multiplié  par  im  terme  négatif,  donne 
un  terme  négatif  dans  la  parenthèse ,  et  comme  la  paren- 
thèse est  précédée  elle-même  du  signe  — ,  ce  terme,  chan- 
geant de  signe,  aura  fmalement  le  -{-,  etc. 

52.  Dans  la  pratique ,  on  ordonne  les  deux  polynômes 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  ou  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  d'une  même  lettre  (n""  36)  ;  ou 
multiplie  tous  les  termes  du  multiplicande  successivement 
par  chacun  des  termes  du  multiplicateur,  en  allant  de 
gauche  adroite ,  et  Ton  écrit  les  produits  partiels  par  lignes 
horizontales,  de  manière  que  les  termes  semblables  se 
trouvent  placés  les  uns  au-dessous  des  autres,  puis  on  fait 
la  réduction  que  cette  dispositicfn  facilite  beaucoup. 

Exemples. 

Exemple  L  Multiplier  le  polynôme 

4^  —  3x*  —  7 jr'  -}-  0?' 

On  disposera  l'opération  de  la  manière  suivante  : 

4a?* —  3a?* —  7a?' -f- a?* 
%£* —  4^'-|-  Sx 


8X»—    Oc''— 14X«+    2X» 

—  lex^+nkX^  +  tiSa^—  4x* 

+  îiox® —  i5x* — 35ar*-|-5a:' 

Sa:"— aaar'-j-  ito*-(-  ito* — 3gx*-f  ^^*- 
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Il  y  a  (ouJQurs  deux  termes  dans  le  prod^t  qui  ne  se 
réduîsept  avec  apcun  autre ,  et  qui  par  conséquent  se  cqn- 
servenj  intacts  au  résultat  ;  c'est  le  produit  du  premier 
terme  du  multiplicande  par  le  premier  terme  du  j^ultipli- 
cateur,  et  aussi  le  produit  des  deux  derniers  termes.  En 
effet,  Teipowit  de  la  lettre  ordonnatrice  dans  on  terme 
quelconque  du  produit  est  la  somme  des  expoâantd  de  cette 
lettre  dans  les  deux  termes  qui  l'ont  fourni  $  or,  si  les  deux 
polynômes  ont  été  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes ,  il  est  clair  que ,  dans  le  terme  provenant  du 
produit  des  deux  premiers  termes,  l'exposant ^  étant  la 
soDune  des  deux  plus  forts  exposants ,  sera  plus  grand  que 
dans  tout  autre  terme  du  produit  ;  ce  terme  sera  donc  irré- 
ductible. De  même,  le  terme  provenant  du  produit  des 
deux  derniers  termes»  ayant  un  exposant  égal  à  la  somme 
des  deox  plus  petits  exposants ,  et  par  conséquent  moindiie 
que  celui  de  tout  autre  terme  du  produit ,  sera  irréductible. 
Ainsi  le  premier  terme  du  produit  de  deux  polynômes  or- 
donnés provient  exactement  du  produit  des  deux  premiers 
termes ,  et  le  dernier  terme  du  produit  des  deux  derniers 
termes.  Cette  remarque  nous  sera  très-utile  pour  effectuer 
la  division  de  deux  polynômes. 

Il  résulte  de  là  que  le  degré  du  produit  de  deux  poly- 
nômes est  égal  au  degré  du  multiplicande ,  plus  le  degré  du 
multiplicateur. 

53.  Exemple  IL 

20»—  3a*6—  5ai«  +  6» 
4a«_  7ô6-f  Si' 


8û'— iaa*J— 2oa'*i^+  4tt^6' 

—  i4a*6+aia»6'+35a'6»—  706* 
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Les  deux  polynômes  ont  été  ordonnés  par  rapport  aux  pui^ 
sances  décroissantes  de  a ,  et  les  termes  qui  ne  contiennent 
pas  a  sont  regardés  comme  étant  du  degré  o  par  rapport  à 
cette  lettre. 

5&.  Exemple  III.  Quand  les  polynômes  proposés  ne  sont 
pas  complets,  on  Isdsse  des  intervalles  vides  afin  de  pou- 
voir placer  les  termes  semblables  les  uns  au-dessous  des 
autres. 

a?* — 2X^'\-yx — 1 


x^  —  aa:''  +  yx* — x* 

— 5ar®  -f-6a:'  — aia?*-f-3x' 

-j-ax'  — 4^'+i4x — a 

x^ — 3x^ — 2x'^-\-6x^'\'gx* — aax* —  ar'-f-i^r — a 

55.  Exemple  IV.  Multiplier  les  deux  polynômes 

(a«  +  b*)x^  —  (û»6  +  a6>  +  é*. 

Les  deux  polynômes  sont  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  x^  mais  les  coefficients  au  lieu  d'être 
des  nombres  donnés,  sont  des  polynômes  en  a  et  6,  ce  qui 
complique  beaucoup  l'opération.  On  la  dispose  ordinûre- 
ment  de  la  manière  suivante  en  plaçant  les  uns  au-dessous 
des  autres  les  termes  qui  contiennent  lamême  puissancedeo?, 
et  pour  ne  pas  répéter  cette  puissance  à  chaque  fois ,  on 
trace  un  trait  vertical  à  la  droite  duquel  on  écrit  une  fois 
pour  toutes  la  puissance  de  x.  On  multiplie  tous  les  termes 
du  multiplicande  d'abord  par  a^x^^  ensuite  par  6V,  puis 
par  —  à^bxy  etc. ,  en  disposant  le  résultat  par  colonnes  ver- 
ticales comme  nous  l'avons  dit  ;  puis  on  réduit  les  termes 
semblables  dans  chaque  colonne  verticale. 
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a»     I  a*+  a» 
+  à* 


X  —  a*6* 
—  5» 


a» 

«»- 

-  a»6 

x4-  ** 

+*• 

—  ai» 

i 

a* 

x*+  a» 

X»—  a»/»' 

X»- 

h  a»*» 

x  —  a*b' 

-e?b 

— aa*i 

—  a'i* 

-  a»6' 

— i» 

+a»6» 

h  a'6' 

a'é* 

-  a»6* 

-aé» 

-  a»i' 

—  6» 

-  ai» 

—  aa»*' 

—  a»d 

-  a»i» 

+*• 

+aa*6» 

— aa»é» 

—  cfb 

—  a»i* 

+  *' 

4-  a*b* 

—  a*é» 

—  a*b' 

4-aa'6' 

+  a»6» 

—  ai» 
+  a»6* 

—  aô' 

a* 

x'+  a* 

a*b 

3a*i 

+tt'b* 

h  a»i' 

—ab* 

h  *• 

—  aofc' 


x'H 

h  a*b* 

— 

haa'i* 

—  a»i»  1 

j 

h  ab* 

- 

h  *' 

ar  — 


Remarques  sxir  la  multiplication. 

56.  Remarque  I.  Nous  avons  établi  (n""  50),  la  règle  de  la 
multiplication  des  polynômes,  en  supposant  que,  dans  le  po- 
lynôme multiplicateur,  la  somme  des  termes  positifs  est  plus 
grande  que  celle  des  termes  négatifs,  et  nous  avons  vu  que 
l'opération  revient  à  ajouter  le  produit  du  multiplicande  par 
la  somme  des  termes  positifs  du  multiplicateur,  et  à  retran- 
cher le  produit  du  multiplicande  par  la  sonmae  des  termes  né- 
gatifs. Il  est  naturel  d'étendre  cette  idée  au  cas  où  la  somme 
des  termes  positifs  du  multiplicateur  est  plus  petite  que  celle 
des  termes  négatifs  ;  nous  dirons  donc  que  multiplier  par 
un  polynôme  quelconque,  c'est  multiplier  par  la  somme  des 
termes  positifs,  et  par  la  somme  des  termes  négatifs,  ajouter 
le  premier  produit  et  retrancher  le  second.  De  cette  manière 
la  règle  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  sera  générale. 
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Soit ,  par  exemple ,  l'exprëësion 

a^(b  —  c){d  —  e) 

dans  laquelle  nous  supposons  b  plus  grtlnd  (^ûé  c ,  i  plus 
grand  que  e.  Nous  avons  à  retrancher  le  produit  de  deux 
polynômes;  i\  silffit  pour  cela  de  changer  les  signes  de  l'un 
d'eux  ;  car  il  est  évident  que  Ton  change  ainsi  les  signes  de 
tous  les  termes  du  produit  i  et  l'on  sût  que  la  soustraction 
revient  à  un  cbatl^çtnent  de  Signes»  ^otls  pouvons  donc 
écrire  l'expression  sous  l'une  des  deUx  formes 

aJ{^{c  —  b)\d  —  É) 
ou 

a  +  {b—c)(e—d). 

L'uii  des  polynômes  détient  négatif,  mais  ceci  n'offre 
aucun  inconvénient,  puisqu*en  effectuant  la  multiplicatioD 
d'après  la  règle  énoncée,  les  trois  expressions  donnent  nsds- 
sance  au  même  polynôme 

a  —  M'^cd-\-be  —  ce. 

Si  l'on  change  les  signes  des  deux  polynômes,  le  produit 
ne  dhahge  pas;  ainsi  Texpression  précédente  peut  encore 
être  mise  sous  la  forme 

a  —  (c — é)(e  — rf). 

67.  ri  convient  aussi  d'appliquer  la  même  définition  à 
des  termes  pris  isolément,  et  nous  dirons  que  multiplier 
une  quantité  quelconque  par  une  quantité  affectée  du  signe 
-|-  ou  du  signe  — ,  c'est  multiplier  par  cette  quantité  et 
ajouter  ou  retrancher  le  produit,  suivant  que  le  multiplica- 
teur est  positif  ou  négatif. 

Keprenons  l'expression 

a — (6  — c)(rf  — e), 

dans  laquelle  nous  avons  supposé  b  plus  grand  que  c,  ri  plus 
grand  que  e.  Si  nous  désignons  par  f  et  g  \és  valeurs  des 
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deux  polynômes  b--*c  eid^$,  l'expression  se  réduit  à 

Noos  avons  dit  que  Ton  peut  mettre  cette  expression  sous 
la  forme 

remfilaçonâ  les  deux  polynômes  6 — c  et  e  —  d  par  leurs 
valeurs  +  f  et  — g;  nous  aurons  à  multiplier  +  /"par  —  gf, 
ce  qui  donne  — fg^^i  nous  retrouvons  ainsi  le  même  ré- 
sultat û  —  fy. 
Gonsidércms  encore  l'expression 

.   ^         a  +  {»-c){d-e), 
qui  se  réduit  à 

Û  +  /37- 
Nous  pouvons  la  mettre  sous  la  forme 

a  +  [e  —  b){e — d); 

remplaçons  les  deux  polynômes  c  —  6  et  c  —  d  par  leurs 
valeurs  —  /  et  —  g ,  nous  aurons  à  multiplier  —  /  par  —  j , 
ce  qûî  donné  +  /&  »  et  nous  retrouvons  ainsi  le  même  ré- 
sultat a  -f  fg. 

il  résiilte  de  cette  manière  d'envisager  la  multiplication 
àigèbrîqûe  que  le  produit  de  deux  polynômes  est  égal  à 
la  sotlime  algébrique  des  produits  du  multiplicande  par 
chacun  des  ternies  du  multiplicateur. 

58.  Remarqub  il  Le  produit  d'une  quantité  négative  par 
une  quantité  négative  étant  positif,  le  carré  d'une  quantité 
négative  sera  positif;  mais  le  cube ,  qui  est  égal  au  produit 
du  carré  par  la  quantité  elle-même,  sera  négatif;  en  gé- 
néral les  puissances  paires  d'une  quantité  négative  sont 
positives,  mais  les  puissances  impaires  sont  négatives. 

Cette  remarque  est  importante.  Si  l'on  veut  changer  le 
signe  d'une  lettre  dans  un  polynôme,  on  changera  les  signes 
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de  toutes  les  puissances  impaires  de  cette  lettre,  sans 
changer  ceux  des  puissances  pedres. 

Par  exemple ,  en  multipliant  le  binôme  a  +  b  par  lui- 
même,  on  trouve 

(a  +  6)«  =  a«  +  aa6  +  6*. 

Changeons  le  signe  de  6,  le  terme  sa&  changera  de  signe , 
mais  le  terme  6'  ne  changera  pas  ;  nous  aurons  donc 

(a  — 6«)  =  o«  — aa*  +  6«. 

Ces  deux  égalités  donnent  naissance  à  ces  deux  théorèmes 
de  géométrie  élémentaire  :  le  carré  construit  sur  la  somme 
ou  sur  la  différence  de  deux  lignes  égale  la  somme  des 
carrés  construits  sur  chacune  de  ces  deux  lignes,  plus  ou 
moins  deux  fois  le  rectangle  ayant  Time  pour  base ,  Fautre 
pour  hauteur. 
La  multiplication  de  a  4-  ^  P^  ^  —  b  donne 

(a  +  b){a  —  b)  =  a*  —  b\ 

En  changeant  le  signe  de  b  on  permute  simplement  les 
deux  facteurs  du  produit,  et  l'on  voit  qu'en  effet  le  second 
membre  ne  change  pas.  L'égalité  précédente  s'énonce  ainsi  : 
le  produit  de  la  somme  de  deux  quantités  par  leur  diffé- 
rence égale  la  différence  des  carrés  de  ces  deux  quantités. 
C'est  une  proposition  fréquemment  employée  en  algèbre  ; 
elle  se  traduit  en  géométrie  par  ce  théorème  :  le  rectangle 
construit  sur  la  somme  et  la  différence  de  deux  lignes  égale 
la  différence  des  carrés  construits  sur  ces  deux  lignes. 
Si  l'on  multiplie  le  carré  de  a  +  6  par  a  +  6 ,  on  trouve 

(a  +  6)»  =  a»  +  3a*é  +  3aA«  +  6»; 
on  en  déduit,  en  changeant  le  signe  de  6, 

(a  —  bf  =  a»  —  3a*é  +  3a*»  —  b\ 
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DIVISION. 


60.  La  division  est  Topération  inverse  de  la  multiplica- 
tion. Elle  a  pour  but ,  étant  données  deux  expressions  algé- 
briques, nommées,  l'une  dividende,  l'autre  diviseur,  d'en 
trouver  une  troisième  nommée  quotient,  qui,  multipliée  par 
le  diviseur,  reproduise  le  dividende. 

M.  Quotiem  de  deux  puissances  d^un  même  nombre.  Soit 
à  diviser  oT  par  a*,  le  quotient  sera  a**"*  ;  car  si  l'on  mul- 
tiplie ce  quotient  par  le  diviseur  a*,  ce  qui  se  fait  en  ajou- 
tant les  exposants ,  on  reproduit  le  dividende  oT.  On  a  donc 


Règle.  Pour  diviser  deux  puissances  d'un  mime  nombre 
TwM  par  Vautre^  de  V exposant  du  dividende  on  retranche 
edm  du  diviseur. 

Exemple  : 


-j  =  a«. 


61.  Exposant  zéro.  Le  quotient  est  entier  lorsque  l'ex- 
posant du  dividende  est  plus  grand  que  celui  du  diviseur. 
Alors  on  peut  effectivement  retrancher  l'exposant  du  divi- 
seur de  celui  du  dividende. 

Lorsque  l'exposant  du  diviseur  est  égal  à  celui  du  divi- 
dende ,  l'application  de  la  règle  précédente  conduit  au  sym- 
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bole  a®;  car  on  a^  dans  ce  cas, 


a* 


Le  symbole  a®,  représentant  le  quotient  de  deux  quantités 
égales ,  a  une  valeur  égale  à  l'unité ,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  a.  L'emploi  de  ce  symbole  est  très-utile  en  algèbre  ;  nous 
on  avons  déjà  fait  usage  plusieurs  fois  implicitement;  ainsi 
nous  avons  dit  (n**  32)  que  lorsqu'une  lettre  n'entre  pas 
dans  un  monôme ,  on  peut  la  considérer  comme  y  entrant 
avec  l'exposant  zéro,  et  nous  avons  supposé  le  polynôme 

écrit  sous  U  forme 

Les  facteurs  introduits  6®  et  a®,  étant  égaux  à  l'unité ,  ne 
changent  pas  la  valeur  du  premier  ni  du  dernier  terme. 

L'emploi  de  l'exposant  zéro  simplifie  les  énoncés  :  on 
peut  énoncer  la  règle  de  la  multiplication  des  monômes  en 
disant  simplement  que  l'on  multiplie  les  coefficients  et  que 
l'on  ajoute  les  exposants  des  mêmes  lettres.  Il  n'y  a  qu'à 
supposer,  en^ifet,  que  les  lettres  qui  diffèrent  entrent  dans 
l'autre  monôme  avec  l'exposant  zéro. 

Lorsque  l'exposant  du  diviseur  est  plus  grand  que  celui 
du  dividende,  le  quotient  est  fractionnaire;  on  le  simplifie 
en  divisant  les  deux  termes  par  le  numérateur.  Ainsi 

^  —  1 

Dans  ce  cas,  l'application  de  la  règle  conduit  au  sj^- 
bole  a"*,  qui  représente  -^  ;  c'est  là  l'origine  des  expasants 
négatifs  dont  il  sera  question  plus  tard. 
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DMiion  de$  mofiùmes. 

61  La  règle  fimnnlée  pour  la  multiplication  des  md- 
iiteies  (n*  A8)  conduit  immédiatement  à  là  règle  aidyante  ; 
Règle.  P&ur  âittur  un  tnanùmê  pot*  un  monôme,  on  di- 
0te  U  côelHeient  dit  dMdmïdB  pat  aiui  du  dMsewr,  el  t'ofi 
rririmcktf  le$  ewpo$anu  du  dfoiiaof  des  UDpoMhd  det  mMun 
/e/lres  danj  le  dividende. 

Soit  à  diviser  laa'ft'c'^de*  par  4^*6 Vd.  Le  quotient  de- 
mandé sera  5a'6c  V  ;  car  m  Ton  multiplie  ce  quotient  par 
le  diviâenr,  on  reproduira  évidemment  le  dividende.  Ainsi 

En  appliquant  la  règle,  on  regardera  la  lettre  e  comme 
affectée  de  Texposant  o  dans  le  diviseur. 

63«  Remabque.  Pour  que  le  quotient  soit  entier,  U  faut 
que  le  coefiicient  du  dividende  soit  divisible  par  le  coefficient 
du  diiriseur,  et  que  les  exposants  du  diviseur  ne  siupassent 
pas  les  exposants  des  mômes  lettres  dans  le  dividende.     . 

La  seconde  condition  est  surtout  essentielle;  car  si  elle 
est  remplie  sans  que  la  première  le  soit ,  le  quotient  aura, 
il  est  vrai,  un  coefficient  fractionnaire,  mais  il  sera  encore 
eniimr  (ûgibriquement.  On  aura,  par  exemple , 

— -—  =  -  a^b^c^de. 

iaa*AVd       3 

On  dit  qu'une  expression  est  entière  algibrUpêemmi ,  lors- 
qu'elle est  entière  sauf  des  oofficients  fractionnaires. 

Si  la  seconde  condition  n'est  pas  remplie,  le  quotient 
<en  fractionnaire  ;  mais  alors  on  le  simplifiera  autant  que 
possble.  Par  exemple 

iMlAc^d^  _  5a»d» 
3oii'ft»e*   ^  5ftr»  ' 
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6A.  Division  (Ttin  polynôme  par  un  monôme.  On  sait  que 
l'on  multiplie  un  polynôme  par  un  monôme,  en  multipliant 
chaque  terme  du  polynôme  par  le  monôme  (n"*  A9)  ;  on 
effectuera  donc  la  division  d'un  polynôme  entier  par  nn 
monôme  entier,  en  divisant  chaque  terme  du  dividende  par 
le  diviseur.  Le  quotient  sera  entier  si  chaque  terme  du  di- 
vidende est  divisible  séparément  par  le  diviseur;  ^on,  il 
sera  fractionnaire. 

Division  dés  polynômee. 

06.  Supposons  les  deux  polynômes  ordonnés  par  rs^port 
aux  puissances  décroissantes  d'une  même  lettre.  La  question 
est  de  trouver  un  polynôme  entier  qui,  multiplié  par  le  poly- 
nôme diviseur,  reproduise  le  dividende.  Imaginons  ce  poly- 
nôme trouvé  et  ordonné  aussi  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  la  même  lettre.  Nous  savons  que ,  dans  la 
multiplication  de  deux  polynômes  ordonnés  (n°  52) ,  le  pre- 
nûer  terme  du  produit  provient  sans  réduction  de  la  multi- 
plication du  premier  terme  du  multiplicande  par  le  premier 
terme  du  multiplicateur.  Ainsi ,  le  premier  terme  du  divi- 
dende est  exactement  le  produit  du  premier  terme  du  divi- 
seur par  le  premier  terme  du  quotient  ;  si  donc  on  divise  le 
premier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur, on  obtiendra  le  premier  terme  du  quotient. 

Le  dividende  est  égal  à  la  somme  des  produits  partiels 
obtenus  en  multipliant  le  diviseur  par  chacun  des  termes 
du  quotient  ;  multiplions  le  diviseur  par  le  premier  terme 
du  quotient,  et  retranchons  ce  produit  du  dividende,  nous 
aurons  un  reste  qui  sera  égal  au  produit  du  diviseur  par  les 
autres  termes  du  quotient.  Ce  reste  constitue  donc  un  nou- 
veau dividende,  sur  lequel  nous  pouvons  raisonner  comme 
sur  le  dividende  proposé.  Le  premier  terme  de  ce  nouveau 
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dividrade  est  le  produit  du  premier  terme  du  diviseur  par 
te  premier  terme  du  quotient  correspondant  ;  en  divisant 
le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur, on  aura  donc  le  second  terme  du  quotient,  etc. 

Rien  n*est  changé  dans  le  raisonnement  quand  on  sup- 
pose les  polynômes  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  d'une  même  lettre. 
On  déduit  de  là  la  règle  suivante  : 
Règle.  Pour  diviser  deux  polynômes  entiers  Vun  par 
f  autre  ^  on  ordonne  ces  deux  polynômes  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  ou  par  rapport  aux  puissances  crois- 
sanies  S  une  mime  lettre;  on  dixAse  le  premier  terme  du  dtvi- 
dende  par  le  premier  terme  du  diviseur^  ce  qui  donne  le 
premier  terme  du  quotient;  on  multipUe  le  diviseur  par  ce 
premier  terme  du  quotient  et  on  retranche  le  produit  du  divi- 
dende; on  divise  le  premier  terme  du  reste  par  le  premier 
terme  du  diviseur^  ce  qui  donne  le  deuxième  terme  du 
quotient  ;  on  multiplie  le  diviseur  par  ce  deuxième  terme  du 
quotient ,  et  on  retranche  le  produit  du  premier  reste  :  on 
divise  le  premi^  terme  de  ce  detuxième  reste  par  le  premier 
terme  du  diviseur^  et  Von  continue  de  cette  manière  jusqu'à 
ce  que  Ton  arrive  au  dernier  terme  du  quotient. 

On  obtient  directement  le  dernier  terme  du  quotient  en 
divisant  le  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier  terme 
du  diviseur.  Car,  dans  la  multiplication  de  deux  polynômes 
ordonnés ,  le  dernier  terme  du  produit  provient  aussi  sans 
réduction  de  la  multiplication  du  dernier  terme  du  multi- 
{dîcande  par  le  dernier  terme  du  multiplicateur.  Arrivé  au 
dernier  terme,  on  doit  trouver  ensuite  un  reste  nul,  si  la 
division  se  fait  exactement. 

n  est  clair  que  la  loi  des  signes  est  la  même  que  dans  la 
multiplication  ^  si  les  deux  tenues  que  Ton  divise  l'un  par 
Vautre  ont  le  même  signe ,  le  terme  du  (^uotieut  devra  être 
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affecté  du  signe  +  ;  b'Us  ont  des  signes  contraires ,  le  terme 
(lu  quotient  (}evra  êtr§  affecté  du  ûgne  — . 

66.  Soit  à  diviser  le  polynôme 

8a'  —  36a*ft  +  yaW  +  Scia'é»  —  aaaé*  +  Si* 

par  le  polynôme 

On  dispose  l'opération  de  la  manière  suivante  ; 

8a**— fl6a*é+  7a«6*+3oa*6»— 2aa**4-3é*    aa'— 5a*^— 5aé*+< 
—  8a''+ 1  aa*6+  aoa»6*—  4a*6' 


4tt* — 7ai  +56* 


— i4a*6+a7aV+a6a*4»—  aaaA*4-56» 
+  i4a*6— a  la'**— 55a*é»4-7a6* 

+  6a»6«—  ga»*»— i6a**+56» 


Les  deux  polynômes  sont  ordonnés  par  rapport  aux  puds- 
sances  décroissantes  de  a.  On  divise  le  premier  terme  8a^ 
du  dividende  par  le  premier  terme  2  a*  du  diviseur,  ce  qui 
donne  le  premier  terme  4a'  du  quotient  On  multiplie  tout 
le  diviseur  par  4a*  et  on  retranche  le  produit  du  dividende  ; 
pour  cela  on  écrit  au-dessous  du  dividende  les  différents 
termes  de  ce  prodmt ,  avec  des  signes  contraires ,  puis  on 
additionne ,  en  réduisant  les  termes  semblables.  On  obtient 
ainsi  le  reste 

—  i4a*6  +  ayaW  +  a6a*6»  —  aaai*  +  Zb\ 

On  divisa  le  premier  terme —  i4a^&  de  ce  reste  par  le 
premier  terme  ^^a*  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  deuxième 
terme  -^  fah  du  quotient.  On  observe  que  ce  terme  doit 
être  affecté  du  signe  — ,  en  vertu  de  la  règle  des  signes 
établie  pour  \^  ipMltipUcation  des  polynômes  (n**  5i)  ^  en 
effet,  le  terme —  i4a^&  du  produit  ayant  le  signe — ,  les  deux 
tenues  qui  le  prodi^sent  doivent  avoir  des  signes  contraires  ; 
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mais  le  terme  ua^  a  le  sigqe  +  ;  donc  le  (^ruie  -jab  aura  le 
signe  — .  On  multiplie  le  diviseur  par  ce  deuxième  terme 
et  00  retranche  le  produit  4u  reste  ;  on  obtient  ^n^i  un 
dfiuxiëinô  vgsLë 

On  divise  le  prenûer  terme  +  6a'6'  de  ce  deuxième  reste  par 
le  premier  terme  la*  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  troisième 
terme  +5b^  du  quotiept.  On  multiplie  le  diviseur  par  ce 
troisième  terme  du  quotient,  et  on  retranche  le  produit  du 
deuxième  reste  ;  on  trouve  :iiro.  L'opération  est  terminée. 
Le  quotient  demandé  est 

4a«  —  70/»  +  3**. 

Remarquons  que  Ton  aurait  trouvé  inunédiatement  le 
rtemier  terme  +36*  du  quotient,  en  divisant  le  dernier  terme 
+56*  du  dividende  par  le  dernier  terme +6' du  diviseur. 

Le  degré  du  quotient  par  rapport  à  la  letti*e  ordonnatrice 
est  égal  au  degré  du  dividende ,  moins  celui  du  diviseur. 

67.  Soit  encore  à  diviser 

^^  —  9ar*+to — i 
par 

ax'  —  3a:  +  i. 

Le  polynôme  dividende  n'étant  pas  complet,  on  laissera 
des  intervalles  vides  afin  de  pouvoir  placer  les  termes  sem- 
blables les  uns  au-dessous  des  autres. 


4^?*  —  gx*-\-6x — 1 

— 4j:*+6x' —  ax* 

4-6a:* —  1  ix*+6a: —  i 

—  aa;*+3x — i 
+  ax* — 3j?+* 


'2X*  —  3X'+  1 
2X^-\-^X — 1 


Qk 
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Retnarqttes  tur  la  division. 

68.  Remarque  I.  Quand  les  polynômes  proposés  ren 
ment  pluùeurs  termes  non  semblables  du  même  degré 
rapport  à  la  lettre  ordonnatrice,  les  coefficients  des  dive 
puissances  de  cette  lettre  sont  des  polynômes  et  l'opéra 
devient  très-compliquée.  Soit  à  diviser  le  polynôme 

(o»— o»ft+a*A*— aô»)«»+(o»— 3«»A+a»*»+*«)a:» 
+ (_a»6  4-  aa*b*— aa*ft»— aai» — *»)x» 


par 


On  disposera  l'opération  de  la  manière  suivante  : 


o' 
i*b 
+a*b' 
-ab* 


x*+  o» 

-4-  a*b* 
i» 


+  a'6 

+  a*b* 

—  a*b* 

—  a*b* 

o' 
— ao»* 
+  aW 

—  a»*» 


«»- 

-  o»é 

«»+  o»*» 

+aa«*' 

+3a»A' 

— aa»** 

—  a»*' 

30*» 

+  ab* 

—  *• 

+    *" 

—  a»é* 

—  a»6* 

h  «I*» 

+aa'6» 

h  a*b 

—    h-' 

1-  a»6» 

—  a'b* 

—20*6» 

—  a*b- 

— aa»6» 

—  a*b* 

•  ■ 

—  ab* 

+  cA* 

o 

—  afb* 

— aa'** 

-  *• 

X 


tA« 


— *• 


+a'6' 


a» 

—  aé» 

a» 

— 0* 

x'H-  a» 
— aa*6 
+  6» 

1"  DivUion  parUelle. 


a»—a'*+a*é»— at» 


—a' 


— a»6 


*A1 


«*  +  *' 

a* — ab 


—cfb 
+a»* 


—a*» 
+a6« 
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r  MvtolM  partielle. 


«»— M*6+«»i»—  «»*»+*» 

«•+  h* 

_«»           _oV 

«•— M*»+*» 

— aa*6          —  a»6»4-fc' 

+  a*b*+b* 
—  a*b*—b* 

0 

r  MvtaiM  rmn 

—a'b*—vi*b'—b* 

IMK 

+  0*6» +6* 

-«•*'      6* 

Les  deux  polynômes  sont  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
saooes  décroissantes  de  x  et  les  coefficients  sont  eux-mêmes 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  a. 
Pour  avoir  le  premier  terme  du  quotient ,  il  faut  diviser  le 
premier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  divi- 
%ur;  on  divisera  donc  le  coefficient 

du  premier  terme  du  dividende  par  le  coellicient  a-  +  f^'  an 
premier  terme  du  diviseur ,  faisant  cette  division  à  part ,  on 
trouve  sdnsi 

(a* — ab)jo* 

pour  le  premier  terme  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur 

par  le  premier  terme  du  quotient  et  on  écrit  le  résultat 

avec  des  signes  contraires  au-dessous  du  dividende  et  dans 

b  colonnes  verticales  convenables.  11  est  inutile  d'écrire  le 

l^roduit  du  premier  terme  du  diviseur,  car  on  sait  d'avance 

5 
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que  ce  produit  détrnim  h  premier  terme  du  dividende. 
Comme  il  suffit  de  connaître  le  premier  terme  du  resto" 
pour  cûntinmr  l'opération,  on  ne  fera  la  réduction  des 
termes  semblables  que  dans  la  deuxième  colonne  verticale. 
Pour  avoir  le  deuxième  terme  du  quotient,  on  divise  le 
premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseui*,  ce 
qui  exige  que  l'on  effectue  à  part  la  division  du  coefficient 

de  ce  premier  terme  par  le  coefficient  a'  +  6*  du  premier 
terme  du  diviseur  ^  on  tr<Mve  ainei 

pour  le  deuxième  terme  du  quotient.  On  multiplie  le 
diviseur  par  le  deuxième  terme  du  quotient ,  et  on  écrit  le 
résultat  avec  des  signes  contraires  au-dessous  du  dividende 
et  dans  les  colonnes  convenables  ;  il  est  inutile  d'écrire  le 
produit  du  premier  terme  du  diviseur,  puisqu'on  sait  que 
ce  fNTOduit  détruit  lé  premier  terme  du  tes^  On  rAduira 
tes  termee  semblablee  dans  1»  iroisièiM eelonM  vMrtiMle» 
afin  d'AYtâf  te  prenûer  fteriM  du  Muteau  tem^ 
nhrisAiit  à  part  te  eoeffteie&t 

du  premier  terme  du  deuxième  reste  par  le  coefficient 

a'  +  6'  du  premier  terme  du  diviseur,  on  obtient  le  troisième 

terme  du  qw^lient 

—  a^à'  —  b". 

On  multiplie  le  divisem*  par  le  troisième  terme  du  quolkat 
et  on  écrit  le  résultat  avec  des  sigoes  contraires  au-dessous 
du  dividende  ;  il  est  inutile  cginme  préc^deauaybsat  d'éence 
le  produit  du  premier  terme  du  diviseur.  Réduisant  les 
temes  semblables  daas  la  quatriëiaye  et  la  cinquième  co- 
ienne  verticale,  oa  trouve  un  reste  auL  Vogèratioa  est 
terminée. 
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69.  REMASQirB  II.  liOB  rateonneuients  préoédenls  et  les 
OMiehisioDs  que  nous  en  avons  tirées  supposent  qu'il  existe 
un  polynôme  eaûffr  qui ,  multiplié  par  le  diviseur,  rqpro* 
Huit  le  dividende.  Voyons  à  quels  caractères  on  reconnatt 
la  possibilité  de  la  division. 

Les  polynômes  étant  ordonnés  par  rapport  aux  puis» 
sances  croissantes  ou  décroissantes  d'une  môme  lettre,  il 
ee4  nécessaire  d'abord  que  le  premier  tenue  du  dividende 
soit  divisible  par  le  premier  tenue  du  diviseur  et  le  dernier 
tenue  du  dividende  par  le  dernier  terme  du  diviseur.  Soit, 
par  exemple ,  à  diviser 

par 

Le  dender  terme  Ajb  du  dividende  a'esl  jms  divisible  par  le 
dernier  terme  i^x*  du  diviseur  •^doncladivisioii  est  impossible. 
Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  on  effectuera  k 
diviâon  par  le  procédé  ordinaire  ;  si  l'opération  ne  conduit 
pas  au  dernier  terme  tel  qu'on  l'a  obtenu  directement,  la 
division  est  impossible.  Soit,  par  exemple,  à  diviser 

a — ajp  —  Sas*  +  4a:* — 6a^ 

Le  premier  terme  du  dividende  est  divisible  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  ce  qui  donne  2  pour  le  premier  terme 
du  quotient  ;  le  dernier  terme  est  aussi  divisible  par  le  der- 
mer  terme ,  ce  qui  donne  —  sx*  pour  le  dernier  terme  du 
quodent.  Effectuons  Popération  suivant  le  procédé  ordinaire. 

e— Sx—  5a;«4-  40?»— 6a?*  J  i—/ix  +  3x* 
—  a+8a:—  to*  |  a  +  Sar  +  ga;' 

— 5«  +  ao»'  —  iSx^ 


-f  pa^  — tiit^— 4U* 
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L'opération  nous  conduit  à  un  dernier  tenue  +  9^^  ♦  V^ 
n'est  pas  égal  au  dernier  terme  —  ax' ,  tel  qu'on  l'a  trouvé 
directement.  Donc  la  division  est  impossible.  » 

Soit  encore  à  diviser 

par 

x'  —  3X  +  3- 

La  division  des  deux  derniers  termes  donne  ^  pour  le  der- 
nier tenue  du  quotient.  Mais  le  cœfficiejit  du  premier 
terme  du  diviseur  étant  l'unité,  on  n'aura  dans  le  calcul 
que  des  coeflacients  entiers ,  et  par  conséquent  on  n'arrivera 
pas  à  un  dernier  terme  fractionnaire.  Donc  la  division  est 
impossible. 

Si  Topération  conduit  au  deniier  terme  tel  qu'on  l'a  ob- 
tenu à  priori ,  il  faut  encore  que  le  reste  suivant  soit  nul. 
Soit ,  par  exemple ,  à  àiviser 

a  —  3ar  —  i6x*  +  4^  —  (>x* 
pai* 

1  —  4^  +  Zx\ 

L'opération  conduit  au  dernier  terme  —  *2X*  tel  qu'on  l'ob- 
tient directement,  msds  le  reste  suivant  n'est  pas  nul.  Donc 
la  division  est  impossible. 

70.  Remarque  IIL  En  général,  on  ordonne  les  deux 
polynômes  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la 
lettre  x,  par  exemple.  Soit  m  le  degré  du  dividende ,  n  celiû 
du  divisetir,  m  étant  supposé  plus  grand  que  n;  en  effec- 
tuant l'opération ,  on  obtient  au  quotient  un  polynôme  en- 
tier du  degré  m  —  n.  On  observe  que  les  degrés  des  restes 
successifs  iront  en  diminuant  d'unité  en  unité  ;  on  poussera 
l'opération  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  reste  d'un  degré 
inférieur  à  celui  du  diviseur.  Si  ce  reste  est  nul ,  la  division 
se  fait  exactement  et  le  quotient  est  entier.  S'il  n'est  pas 
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nul,  fl  est  impossible  de  continuer  l'opération;  le  quotient 
est  fractionnaire ,  et  pour  le  compléter  on  ajoute  une  frac^ 
don  ayant  pour  numérateur  le  dernier  reste,  et  pour  dé- 
nominatenr  le  diviseur.  En  void  un  exemple  : 


-f-aar*  —  iox'+   6x 

—  3«*+  i3x  —  5 
+  Zx* —  i5x  +  9 

—    ax  +  4 


a^  —  5ar  +  3 


X* —  ox  —  3 


Ona 


x^  —  7^+  iox*  +  7^  —  5 
X*  —  5x  +  3 


=  x* — 2X  —  3  — 


ax  — 4 
x' — 5x  +  3' 


71.  En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  qu'une  opéra- 
tion algébrique  a  pour  but  de  composer  un  polynôme  au 
moyen  de  deux  ou  de  plusieurs  polynômes  donnés,  d'après 
oert^ûnes  règles  déterminées. 

A  un  point  de  vue  plus  général ,  on  peut  considérer  une 
opération  algébrique  comme  ayant  pour  but  de  transformer 
une  expression  en  une  autre  équivalente.  On  dit  que  deux 
expressions  algébriques  sont  équivalenles  lorsqu'eUes  four- 
mssent  le  même  résultat ,  quelles  que  soient  les  valeurs  nu- 
mériques attribuées  aux  lettres.  Ainsi  les  deux  expressions 

(a  +  f>)\ 
(7»  +  ao*  -f-  h% 

qui  indiquent  deux  séries  d'opérations  différentes  à  effec- 
tuer sur  les  quantités  a  et  6,  conduiront  toujours  au  même 
résultat ,  quelles  que  soient  les  valeurs  particulières  attri- 
buées aux  lettres  a  et  b  ;  ces  deux  expressions  sont  donc 
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équivalentes,  et  Ton  peut  remplacer  Tune  par  l'autre  i 
volonté.  11  est  clair  que  les  opérations  algébriques  transfor 
ment  las  expressions  en  d'autres  équivalentea;  car,  dans  les 
raisonnements ,  les  lettres  représentent  des  quantités  quel- 
conques ,  et  non  telles  ou  telles  valeurs  particulières. 


CHAPITRE  V. 


FRACTIONS   ALGÉBRIQUES. 


7S.  On  appelle  fractùm  algébrique  le  quotient  de  4le«i 
quantités  quelconques,  entitoea  ou  fractionnairai,  poilti?ee 
(HDégelivea.  Lea  fraolions  algébriquee  jouiisent  deemêndes 
iiNiniétée  que  les  firactiona  arithméitiqiiea. 

T«ÉQataiE  I. 

On  ne  change  pas  la  valeur  d^une  ftaettan  en  mitHpIiàni 
ou  en  divisant  ses  deux  termes  par  une  même  quàniUè. 

Soit  la  fraction  algébrique  ?,  dont  nou»  dMgn^nma  par 
t  la  valeur.  On  a 

a 

a  =  bq. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 
la  même  quantité  r,  il  vient 

ac  =  bqc  =  bcq. 


tfoù 

ac 

Donc 


fc=*- 


ac      a 


Réciproquement,  si  Ton  divise  les  deux  termes  de  la 
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fraction  y  par  une  même  quantité  c ,  on  obtient  une  fraction 

a 
c 

b  ' 
c 

car,  en  multipliant  par  c  les  deux  membres  de  cette  dernière 
fraction ,  on  reproduit  la  fraction  proposée. 

Corollaire  I.  On  ne  change  pas  la  valeur  Sum  fraction 
en  ckangeani  les  signes  de  ses  deux  termes  ^  car  ceci  revient 
à  multiplier  ses  deux  termes  par  —  i . 

Corollaire  IL  Pour  réduire  plusieurs  fraetUms  au  mime 
dénominateur^  on  multiplie  les  deux  termes  de  chacune  â!ettes 
par  le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

Corollaire  IIL  Pour  réduire  une /ï'actton  à  sa  plus  sim- 
ple expression ,  on  dime  ses  deux  termes  par  tous  leurs  fac- 
teurs communs. 

Corollaire  FV.  On  effectue  VadditUm  ou  la  soustraction 
de  plusieurs  fractions  en  réduisant  ces  fractions  au  mime  dé- 
nominateur^  et  ajoutant  ou  retranchant  les  numérateurs. 

Théorème  II. 

On  multiplie  deux  fractions ,  en  multipliant  numértUeur 
par  numérateur ,  dénominateur  par  dénominateur. 

a      c 
Soient  les  deux  fractions  -r  ^t-j  dont  nous  désignerons  les 

0      a 

valeurs  par  9  et  9'  ;  on  a 

a  c        , 

ou 

a=:bq,         c  =  dq\ 

Si  Ton  multiplie  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il 

vient 

ac  =  bdqrf'y 


d'où 


Ainsi 
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ac 


ac a       e 


Théorème  III. 

On  divise  par  une  fraction ,  en  multipliant  par  la  fraction 
émêeur  reni^ersie. 

Soit  à  diviser  la  fraction  j-  par  la  fraction  -j.  Je  dis  que  le 

quotient  cherché  ^;ale 

ad 

h' 

car,  m  Ton  mnltipUe  ce  quotient  par  le  diviseur,  et  si  l'on 
sûnplifie,  on  reprodnit  le  dividende. 

Théorème  IY. 

73.  Lorsquon  a  plusieurs  fractions  égales  et  qu^on  ajo^Ue 
Us  numérateurs  et  les  dénominateurs ,  on  forme  une  nouvelle 
Iraciion  égaie  à  chacune  des  fractions  proposées. 

Soient  les  fractions  égales 

a_a'  ^a"  _ 

b^V~¥'^ 

S^  l'on  désigne  par  9  la  valeur  de  chacune  d'elles,  on  a 

a_            d  _            oT  _ 
l—^y        g;— ?i        Tr—^' 

on 

a=bq,      d=zb'q,      a^=::b*'q, 

Si  Ton  ajoute  ces  diverses  égalités  membre  à  membre,  il 

vient 

a+«'4.û"+ =  (6  +  ^  +  6^  + )?, 

d'où  ^ 

fl^.tf  +  fl'^-f _ 

b  +  l/  +  b^  + ""*' 
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Corollaire  I.  Lorsqu'on  a  plusieurs  fractions  égales ^  $i^ 
après  avoir  multiplié  les  deux  termes  de  chacune  d'elles  par 
une  même  qiuinlité ,  on  ajoute  les  numérateurs  et  les  dénonUr- 
nateurs ,  on  forme  une  nouvelle  fraction  âqale  à  chacune  des 
fractions  proposées.  ^ 

Soient  les  fractions  égales 

a       a'       a" 


l^V'V' 


•  •••  • 


Si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la  première  par  m, 
eeux  de  fft  seconde  par  m\ «  on  obtient  des  fracdons 

ma      vrid      m"a" 


mb       m'h'       ne'b" 


égalç9  respectivement  aux  fractions  propoaâes»  et  pi^r  con- 
séquent égales  entre  ellQS«  Donc  la  nouvelle  fraction 

ma  +  mV  -f-  ^"<*"  + 


est  aussi  égale  à  chacune  des  fhu^tions  proposées. 

OoROLLAiRË  II.  Lorsque  on  a  plusieurs  ftactions  égales^  ta 
fraction  formée  en  prermnt  la  racine  carrée  de  Ta  somme  des 
carrés  des  numérateurs  y  la  racine  carrée  de  la  somme  des 
carrés  des  dénominateurs ,  est  égale  à  chacune  des  fractions 
proposées. 

En  effets  lea  carrés  des  fractions  égales 


a      a'      a" 


h"^  b''^  b"^ 
sont  des  fractions  ^ales 

^1  =*  yi  ^^  6"» 
En  verta  du  théordmè  précédent,  on  a 


«'  +  «"+«"*  + _a*. 

*•  +  *'»  +  *"  + ""*»' 
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si  Ton  prend  la  racine  carrée ,  il  vient 

)/a*  +  a'*  +  a''*+ a 


rt  m  <  iM 


Apflications.  i*  Trouver  les  cOtés  d'ua  rect^tngle  aem- 
blable  à  un  rectangle  donné ,  connaissant  le  péjrimètTdi 

Appelons  a  et  6  les  deux  côtés  du  rectangle  donné»  $f  le 
périmètre  donné,  x  et  y  les  deux  côtés  du  rectangle  cherché. 
On  a  les  rapports  ^aux 

X       y 
a       b 

En  ajoutant  les  oumérateurs  et  les  dénominateurs,  on 
forme  la  fraction  égale 


on  a  donc 


d'où  Ton  déduit,  en  égalant  chaciine  des  deux  premières 
fractions  à  la  tnnôème , 

pa  pb 

s*  Trouver  les  côtés  d'un  rectangle  semblable  à  un  rec- 
tangle donné ,  connaissant  la  diagonale  d. 
Si  Ton  applique  le  corollaire  II  aux  deux  fractions  égales 


X      y 


oo  fonoB  la  fraction  égale 


^x'  +  y* d 

y  a»  +b*~  Vo*  +  à' 
On  a  donc 

X y d       . 
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d'où  Ton  déduit 

da  db 

x=   , :,        y  = 


3*  Trouver  les  côtés  d'un  rectangle  semblable  à  i 
tangle  donné,  connaissant  Fexcès  e  du  demi-périmj 
la  diagonale. 

Les  deux  fractions  égales 

donnent  naissance  aux  deux  fractions  égalef^ 

qui,  à  leur  toiu*,  produisent  la  fraction  égale 

a-^rh  —  ^Ja^  +  b^      tf  +  ft  —  y^o'  +  ô»' 
On  a  donc 


d'où  Ton  déduit  les  valeurs  de  a;  et  de  y. 

EXERCICES. 
QuisiioM  résolues. 

74.  Question  I.  Diviser  x"^ — a"parx — a. 

X  —  a 


i*' reste.  .  .  aar*'* — a* 
2*  reste.  .  .  a'o:*"' — ^* 


«*"*+ ar'*-'-|-a'x'"~*. .. +0*-' 


a*"*ar — a* 


Dernier  peste,     a* — fl^=o. 
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La  loi  des  termes  du  quotient  est  facile  à  àbserwer.  Tous 
les  termes  sont  positifs;  les  exposants  de  x  vont  en  dimi- 
Doant,  tandis  que  ceux  de  a  vont  en  augmentant  Le  der- 
nier reste  étant  nul,  la  division  se  fait  exactement,  quel  que 
sût  l'exposant  m.  On  a  donc 

a^ — rf* 
X — a 

Ge  résultat  est  d'un  usage  fréquent  en  algèbre;  il  est  bon 
de  se  le  rappeler. 

On  pouvait  d'ailleurs  reconnaître  à  priori  la  possibilité  de 
la  division.  En  effet,  on  sait  qu'en  effectuant  l'opération 
on  trouvera  un  quotient  entier  du  degré  m — i  par  rapport 
àxet  un  reste  du  degré  o  par  rapport  à  x^  c'est-àrdire  in- 
dépendant de  X.  Si  donc  on  désigne  par  q  le  quotient,  par  r 
le  reste,  on  aura 

X* — «••  =  (x  —  a)q'^r. 

Cette  ^alité  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  x;  or, 
donnons  à  j;  la  valeur  de  a ,  le  premier  membre  devient  nul, 
te  premier  terme  du  second  membre  devient  aussi  nul  ;  car 
le  facteur  x — a  devenant  nul,  et  le  polynôme  entier  q  pre- 
nant nécesssdrement  une  valeur  fmie,  le  produit  devient 
nul;  donc  le  reste  r  est  nul;  et  il  est  identiquement  nul, 
c'est-à-dire  qu'il  est  nul,  quelle  que  soit  x,  puisqu'il  ne 
contient  pas  cette  lettre.  Donc  la  division  est  possible. 

76.  Question  II.  Diviser  x^+a"  parx — a. 


x**  -1"^** 
1"  reste.  .  .  a  x*"'+a"' 
î*  reste.  .  .  a'x*~*+a*' 


X — a 


x"*"'+ax*"*+a'aî"*"'..  .+a"*"'ap+a' 


Denûer  reste.      a"'+«**  =  î*^*** 
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Le  quoiimi  est  1»  fiiêiBB  quB  dios  l'eumpte  préoédent; 
«eiiliDmeiit  le  dmnîer  rc8tie%  au  lieu  d'èlre  aiil«  eii  égal  4 
fio**.  La  division  est  impossible.  Le  quotient  est  fraoCioiH 
naîre  et  Ton  a 


X — a  X — <i 

On  peut  aussi  reconnaître  à  priori  l'impossibilité  de  la 
divisioB.  Car>  éa  appdaBi  teiijours  q  le  quotient,  r  b  ihOBtei 

on  a 

d'où  Too  déduit,  eu  faisant  o^ssa^ 

76.  OuESTiON  m.  Dit?M€rx** — a"  par  X -fa. 
n  faut  ici  distinguer  deux  cas,  suivant  que  m  est  pair  ou 
impair. 
1"  m  pair. 

X  +  tt 


!•  teste.  — «  «*^*— ^dT  aî**-^--Hijp*-*+o'a:^»— . ..-f«*^»--«^* 

!(•  reste* +«*âr*^--a* 


•  •  •  *  •  •  • 


D"  reste.      +«"*-*^"'  =  o. 

Les  Mtnes  fhf  qiMieM  sont  alTeclés  ahernativeiiMit-dii 
signe -f  et  du  signe — «  Le  quotient,  étant  un  polyoûme 
complet  du  degré  m — i,  contient  m  termes,  c  est-à-dire 
un  nombre  pair  de  tenues,  si  m  est  pair;  commes  les  signes 
alternent  en  commençant  par  le  signe +,  le  dernier  tenne 
sera  affecté  du  signe — ,  et  par  conséquent  le  dernier  reste 
sera  +  û"* — «"*  ou  zéro.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  division  est 
possible. 

3*  Si  m  est  impair,  le  quotient,  ayant  un  nombi^  iiupair 
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de  termes,  se  termîM  pir  to  Âgne4*,  el  le  reeie  est 
— a* — oT  ou — sa**.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  division  est  im- 
possible. 

Question  IV.  Diviser  x^  +  b,"^  par  x -{- sl. 

Le  quotient  a  la  même  fiRUie  cpie  daas  Ftiemple  ptécé- 
dent.  Si  m  est  impair ,  le  dernier  terme  du  quotient  a  le 
Mgne  +  et  Ton  a  pour  reste — a*  +  «**«  c*est-à-dire  zéro  ;  la 
division  est  possible.  Mais  si  m  est  pair,  le  dernier  terme  du 
quotient  a  le  signe —  et  Ton  a  pour  reste + «•  +  a%  c'est- 
à-dire  90**;  la  division  est  impossible. 

On  peut  rattacher  ces  deux  derniers  exemples  aux  deux 
précédents  par  des  conaidératioiie  sur  les  changemeote  de 
âgnes.  Nous  savons  que,  lorsqu'on  change  le  signe  d'une 
lettre,  les  puissances  impaires  de  cette  lettre  changent  de 
^gnes ,  tzùdis  que  les  puissances  paires  ne  changent  pas. 
La  division  effectuée  au  n'  74  prouve  que  Ton  a 

changeons  le  signe  de  a;  si  m  est  pair,  nous  aurons 
x*— a*  :±=  (x  -I-  a)  (x*-*  —  flx"^«  +  a»x*-'...  —  o"»-')  ; 

et,  si  m  est  impair , 

jc*  +  a*  =  (x  +  a)  (x"*-*  —  ox*"*  +  «*x*"*...  +  a"-*). 

On  en  conclut  que  x"* — a*  est  divisible  par  a?  +  a,  quand  m 
est  pair,  et  que  x*  +  a**  est  divisible  par  x  +  a  ciuand  t?i 
estimpau*. 

Questiotvs  à  résoudre. 
QuEsnoN  I.  Faire  la  multipUcation 

fi^Mme:  Le  produit  est  a^ — 6\ 
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Question  II.  Faire  la  multiplication 

(a*  —  ab  +  b^){a  +  b). 
Réponse  :  a*  +  **• 

Question  UL  Faire  la  mnltipUcation 

(«"  +  or-**  +  d~-V . . .  +  6~)  (a — 6). 
Réponse:  d***  —  6***. 

Question  IV.  Fsdre  la  multiplication 

(3aV  —  5*»)  (5a"ar  +  5*»). 
Réponse  :  90*0^*  —  a56*. 

Question  V.  Faire  la  multiplication 

(5a6  +  3ac  —  c')  ( — 5aé  +  5ac  — c*) 
Réponse  :       —  a5a'**  +  gaV  —  6ac'  +  ^*' 

Question  VI.  Faii*e  la  division 

aa'  — 3a6  +  46* 
Réponse:  a'  —  5aô  +  ^'» 

Question  VIL  Faire  la  division 

4x*  —  ga  V  +  Ofl'ar  —  a* 
2X*  —  Sot  +  a' 

Réponse  :  ax'  +  3aa:  —  a*. 

Question  Vlll.  Calculer 

Réponse  :  a*  -|-  aW  +  6*. 
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QoEsnoN  L\.  Calculer 

5a  —  aé 
Béimie  :  a5a'  +  ioa6  +  46*. 

QuEsnon  X.  Multiplier  le  polynôme 

(a  —  b)3^-\~a(a  —  b)x — ab* 
par 

{a-^-b)x — a*. 

Réponse  : 

iV  _  6t)ari  ^ab(a—  b)x^  —  (a* — a^  +  a«6'  +  a*»)  x  -f-  aW. 
QuEsnoN  XI.  Simplifier  l'expression 


Jiépmu: 


J&ab 
Zc 

ab 


QcEsnoN  XII.  SimpIiGer  l'expression 

a  —  b 


a 


l+ab 


I  -{-ab 
Répoate  :  b. 

QoEsnoN  XIII.  Vérifier  l'égalité 

(a»  +  *•)  («■»  +  y) —(««'  +  bby  =  (ab'  —  *«')'. 

Question  XIV.  Vérifier  l'égaUté 

(a' -}- é»  +  c»)  (<^»  +  y»  +  c-») — (oa*  +  W  4- cO* 
=  (ai' — W)»  +  (éc'  —  cA')'  +  ;ca'  —  ac')'.  " 

G 
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Question  XV.  Reconnaître  dans  <^&  feîls  a**— 8"  ëSt  flivi- 
sible  par  a' — 6'. 

Réponse.  Il  faut  que  les  dmxt  exposants  m  et  n  du  divi- 
dende soient  des  éqidtnultiples  des  deux  exposants  p  6t  9 
du  diviseur. 


LIVRE  II. 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


CHAPITRE   PREMIER. 

RÉSOLUTION   D£S  ÉQUATIONS  DU   PREMIER    DEGRÉ. 


Difinitiùns. 

77.  tfiiié  iâëhtiU  ësimie  i^aliié  étidénte  par  élIe-mème, 
comme 


Une  équation  est  une  égalité  dans  laquelle  entrent  une 
ou  plusieurs  lettres  désignant  des  quantités  inconnues. 

Résoudre  des  équations ,  c'est  trouver  les  valeurs  des  in- 
connues qui  satisfont  aux  équations  proposées ,  c*est-àr4ire 
qui  rendent  égaux  les  deux  membres  de  chacune  d'elles.  Si 
Ton  remplace  les  inconnue^  par  leurs  valeurs,  les  équations 
deviennent  des  identités. 

On  dit  que  deux  équations  sont  équivalentes^  lorsque  toutes 
les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  à  l'une  satisfont  à 
1  autre  et  réciproquement 

Deux  systèmes  d'équations  simultanées  sont  équivalents, 
ioi^e  toutes  ies  vâléuis  des  inconnues  qui  satisfont  à  l'un 
satisfont  à  l'autre  et  récîjptôquement. 

n  est  clair  que ,  dans  la  résolution  des  équations,  on  peut 
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remplacer  une  équation  par  une  équation  équivalente ,  un 
système  d'équations  par  un  système  équivalent* 

78.  On  appelle  degré  d'une  équation  la  plus  grande 
somme  des  exposants  de  toutes  les  inconnues  dans  un  noième 
terme.  Ainsi  les  équations 

5x — 7  =  24  +  aic> 

7a;  +  6y  =  4o, 

sont  du  premier  degré.  Les  équations 

4ar*— 7y  =  i5, 

5x  —  5y  =  nxy  —  3, 

sont  du  second  degré;  dans  cette  dernière  le  terme  axy  est 
du  second  degré  par  rapport  aux  deux  inconnues  x  et  y. 

On  a  classé  les  équations  d'après  leur  degré.  Nous  nous 
occuperons  d'abord  des  équations  du  pFemier  degré. 

RÉSOLUTION  d'une  ÉQUATION  DU  PREMIER  DEGRÉ 

A   UNE   INCONNUE. 

79.  La  résolution  d'une  équation  du  preimer  degré  à  une 
inconnue  dépend  de  principes  très-simples  dont  nous  avons 
déjà  parlé  dans  l'introduction  (n*"  7  et  8)  et  que  nous  allons 
exposer  avec  plus  de  détaiL 

Théorème  I. 

Si  atix  deux  membres  d'une  équation  on  ajoute  une  mime 
quantité ,  ou  si  des  deux  membres  on  retranche  une  m^e 
quantité ,  on  transforme  cette  équation  en  une  autre  équiva- 
lente. 

Appelons  A  et  B  les  deux  membres  de  l'équation  propo- 
sée ,  qui  sera  ainsi  représentée  par 

A=:B, 
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et,  afin  de  simplifier,  supposons  qu'elle  ne  contienne  qu'une 

seule  inconnue  x.  Une  solution  de  cette  équation  est  une 

yaleur  de  x  qui  rend  les  deux  expressions  algébriques  A  et  B 

^ales  entre  elles.  En  ajoutant  aux  deux  membres  la  même 

quantité  G ,  nous  formerons  une  nouvelle  équation 

équivalente  à  la  proposée.  En  effet ,  toute  valeur  de  a;,  qui 
satisfait  à  la  première  équation ,  satisfait  aussi  à  la  seconde  ; 
car,  si  aux  deux  quantités  égales  A  et  B  on  ajoute  la  même 
quantité  G,  on  obtient  deux  quantités  égales  A  -f  G  et 
B  -f  G.  Réciproquement,  toute  valeur  de  x  qui  satisfait  à  la 
seconde  équation,  satisfait  aussi  à  la  première  ;  car,  si  des 
deux  quantités  égales  A  +  G  et  B  -f  G  on  retranche  la  même 
quantité  G,  on  obtient  deux  restes  égaux  A  et  B.  Les  deux 
équations,  admettant  les  mêmes  solutions,  sont  donc  équi- 
valentes. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  qu'en  retranchant 
une  même  quantité  G  des  deux  membres  de  l'équation  pro- 
posée, on  forme  une  nouvelle  équation  équivalente 

A  — C  =  B  — G. 

80.  GoROLLAiRE  I.   Un  terme  quelconque  d^une  équation 

feut  être  écrit  dans  T autre  membre  avec  un  signe  contraire. 

Soit  l'équation 

6.r  —  7  =  13  +  ax. 

Si  nous  ajoutons  7  aux  deux  membres,  l'équation  devient 

6x=  i3  +  aa:  +  7; 

le  terme  7,  qui  avait  le  signe  —  dans  le  premier  membre, 
est  passé  dans  le  second  membre  avec  le  signe  +.  De 
même,  a  nous  retranchons  9.x  des  deux  membres,  l'équa- 
tion devient 
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le  te^^  âf,  gi^i  avait  le  sigpp  -f  4^s  le  se9g|^0ipe¥a^r!§, 
pst  passé  4wsi  le  premiciF  aypç  le  ^igpfl  r-. 

81.  Gquollaire  II.  On  peut  changer  le$  signes  de  tous  hs 

9 

iervMS  dune  équation.  Soit  l-équation 

1  o  —  Zx  =  5x  —  6. 

« 
Si  l'on  fait  passer  dans  le  second  membre  tous  les  termes 

—  5x  +  6z=z  —  i  q  +  5a: , 

ou,  en  transposant  les  deux  membres 

—  lo  +  5x  =  —  5x  4"  6. 

■* 
Théorème  II. 

83.  Si  ton  multiplie  ou  si  ton  dimse  les  deux  m$mkfm 
et  une  équation  par  une  même  quantité  ne  renfermafU  aucum 
inconnue j  on  transforme  cette  équation  en  une  équtUhn  équi- 
valente. 

En  vertu  du  théorème  précédent,  nous  pouvons  suj^o- 
ser  que  l'on  a  fait  passer  tous  les  termes  de  Inéquation  daiuf 
le  premier  membre,  de  sorte  qiie,  si  nous  appelons  A  ce 
premier  membre ,  l'équation  sera  représentée  par 

A=:o. 

One  solutibn  de  cette  équation  est  une  valeur  0e  a;  qui  Tfff\^ 
l'expression  algébrique  A  égale  à  zéro.  En  multipliant  tous 
les  terme?  ^e  cette  équation  par  |in  nombre  4onné  m^  ppU3 
formerons  une  nouvelle  équation 

mA  =  o, 

équivalente  à  l'équation  proposée.  En  effet,  toute  valeur  de 
X  qui  satisfait  à  la  première  équation  satisfait  aussi  à  la 
seconde  ;  car,  si  la  quantité  A  est  nulle ,  le  produit  de  cette 
quantité  par  le  nombre  m  est  aussi  nul.  Réciproiquement, 
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toutci  valeur  de  ^  g)u  ^tj^f^t  ^  ^  sççppdq  éq^iation  s^tisr 
fait  aussi  à  la  prem^fe  5  p^,  w  le  produit  JJiA  pst  nuit  i|  %t 
que  l'un  des  deux  facteurs  le  soit  ;  mais  le  npp)|)re  dpqfi^  m 
o*est  pas  nul  ;  donc  l'autre  fapteuf  A  e^t  nécessairement  nul. 
Les  deux  équations,  admettimt  |es  mêmes  solutions,  sont 
équivalentes. 

De  même,  91  l'oq  diyise  tous  le^  termes  par  1^l  même 
nombre  fn,  on  transforme  l'équation  proposée  en  une  centre 

A  _ 

m 
équivalente. 

83.  Re¥4BQUe.  Pour  la  figueur  du  raisonnement  ^  il  im- 
porte que  le  multiplicatçiu*  m  ne  soit  ni  pul ,  ni  infini ,  e| 
pour  cda  il  faut  que  ce  multiplicateur  ne  contienfie  pas 
rioconnue.  Siy)po8ons.  par  exemple,  que  Ton  i^t  mulfipli^ 
pur  âp  —  2\  réquation 

(x  —  îi)iV  =  o 

admet  bien  toutes  les  solutions  de  l'équation  A  =  o  ;  mais 
eBe  admet  en  outre  la  solution  x  =  s ,  qui  annule  le  multi- 
plicateur. Ainsi ,  la  seconde  équation  n'est  pas  équivalent^ 
à  la  premi^rÇy  puisque,  outre  les  solutions  de  la  premièfe, 
elle  en  admet  encore  une  autre. 

On  voit  comment  la  multiplicatiou  par  une  quantité  con- 
tenant l'inconnue  introduit  dans  l'équation  des  solutions 
étrao^r^  à  la  question.  Quand  une  semblable  opération 
sera  nécessaire ,  on  tiendra  compte  de  cette  circonstance , 
et  parmi  les  solutions  trouvées ,  on  distinguera  celles  qui 
satisfont  réellement  à  l'équation  proposée. 

Au  contraire  la  division,  par  une  quantité  contenant  l'in- 

■ 

connue,  peut  faire  disparaître  une  ou  plusieurs  solutions  de 
Isiqaestiw* 

84.  Corollaire.   On  f^it  disvaraUre  le»  dénomînatmm 
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ffune  équation  en  multipliant  tous  les  termes  de  T équation 
par  le  plus  petit  multiple  des  dénominateurs.  . 
Soit  l'équation 

"8"  ~  4  ""  6  "^  Ta  * 

Le  plus  petit  multiple  de  tous  les  dénominateurs  est  24*  Si 

nous  multiplions  tous  les  termes  de  l'équation  par  a  4,  il 

est  clair  que  les  dénominateurs  disparaissent;  l'équation 

devient 

2ix — 18  =  4+  lox. 

Tour  faii*e  cette  multiplication ,  on  multiplie  le  numérateur 
de  chaque  terme  par  le  quotient  du  plus  petit  multiple  par  le 
dénominateur, et  l'on  ôte  ce  dénominateur*,  ainsi,  nous  avons 
multiplié  les  numérateurs  par  les  quotients  3,  6,  4*  ^ 
du  plus  petit  multiple  24  pstr  les  différents  dénominateurs. 

Si  l'équation  ne  contient  qu'un  seul  dénominateur,  on 
multipliera  par  ce  dénominateur. 

Si  l'on  éprouve  quelque  difficulté  à  trouver  le  plus  petit 
multiple ,  on  multipliera  par  le  produit  des  dénominateurs, 
qui  est  un  multiple  commun. 

85.  Nous  pouvons  énoncer  maintenant  la  règle  à  suivre 
pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  à  une  incon- 
nue :  i""  on  chasse  les  dénominateurs  .s'tl  y  en  a;  3°  on  fait 
passer  les  termes  inconnus  dans  le  premier  membre  ^  les 
termes  connus  dans  le  second  membre^  et  Von  réduit  les  uns  et 
les  autres;  3*  enfin  on  divise  par  le  coefficient  de  T inconnue. 

Reprenons  l'équation 

8       4""6"^7i* 

Chassons  d'abord  les  dénominateurs,  cette  équation  de- 
vient 

21X — 18  =  4+  ^ox. 
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Ensuite,  faisons  passer  les  termes  inconnus  dans  le  pre- 
mier membre,  les  termes  connus  dans  le  second,  nous 

a?ons 

aiar —  iox  =  4+  ï8> 

ou,  en  réduisant. 

Enfin,  divisons  par  1 1 ,  il  vient 

x=  —  =  a, 
11 

On  voit  que  la  méthode  consiste  à  transformer  l'équation 
proposée  en  une  série  d'équations  équivalentes,  jusqu'&  ce 
que  l'on  arrive  à  ime  équation  de  la  forme  a:  =  2.  Mais  cette 
dernière  équation  est  évidemment  satisfaite ,  si  l'on  donne  à 
finconnue  la  valeur  2 ,  et  ne  l'est  par  aucune  autre  valeur  ; 
donc  l'équation  proposée ,  qui  est  équivalente  à  cette  der- 
nière, admet  la  solution  x  =  2  et  n'en  admet  aucune  autre. 

86.  Considérons  encore  l'équation 

que  nous  avons  déjà  résolue  (n^  9) .  Les  deux  dénominateurs 
étant  premiers  entré  eux ,  leur  plus  petit  multiple  est  leur 
produit;  on  multipliera  donc  par  12,  ce  qui  donne 

Sx  +  84  =  8x  —  56. 

On  en  déduit,  par  la  transposition  des  termes, 

3x— 8ar  =  — 56  — 84, 
—  5a:  =  —  1 20 , 

et,  en  changeant  les  signes  des  deux  membres, 

Sx=  120, 

d'où 

120 
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I 

RÉSOLUTION  DE  DEUX  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGBÉ 

A  DEUX  INCONNUES. 

87.  Si  Ton  n'avait  qu'une  équation  à  deux  inconnues 
X  et  y,  l'équation  admettrait  une  infinité  de  solutions;  car 
on  pourrait  donner  à  x  une  valeur  quelconque,  et  il  en  n^ 
sulterait  pour  y  une  valeur  correspondante.  La  questimi 
serait  donc  indéterminée. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

5ar  — 5y  =  9, 
qPi  résolue  par  r^ppprt  i  y,  s'écrit 

^  3 

Si  Ton  donne  à  a;  les  valeurs  s,  3,4»  »  ^°  trouve 

pour  y  les  valeurs  |,  îî,  ^ Ainsi  l'équation  est  satis- 
faite par  les  systèmes  ^6  valeurs 


ar  =  a, 

y^i> 

x^Z, 

y=^% 

a?  =  4. 

11 

Chacun  d'eux  constitue  une  solution  de  Inéquation  psopo» 

sée ,  et  il  y  en  a  une  infinité.  " 

Les  théorèmes  I  et  II ,  ^t  les  transformations  qui  en  résul- 
tent, sont  vrais  d'une  manière  générale  et  s'appliquent  aux 
équations  à  plusieurs  inconnues.  Mais  alors  il  faut  entendre 
par  équations  équivalentes  deux  équations  qui  admettent 
les  mêmes  solutions  en  nombre  infini. 

Si  l'on  a  deux  équatipns  siiqultanéas  à  deux  inconnues. 
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^Qdtte^^^);^iQq  fUsparalt)  Pq  qq  peut  p)tM  pcondcg  âp  a^r- 
hîtrairemept  \  car  j}  faut  que  les  y^g^i^  dq  ^f  et  de  y  S4ti%- 
iassi^l  à  If  fois  s^^  (leux  équa^pqs. 

88.  Panni  les  diverses  méthodes  employées  pour  effiec- 
Uwr  eette  résolution ,  l'une  des  meiUeui^s  et  des  plus  usi- 
1^  fst  celle  diffi  (iç  suh$iif\^ion.  Nou^  ^^qïjjj  ^éj^  f^t 
connaître  dans  Tintroduction  (n""  21).  Elle  consiste  à  tirer 
ie  fwM  des  deux  équations  proposées  la  voleur  de  Vune  des 
imtnMmn  oomme  si  Tautre  était  connue,  et  à  iubstituer  cette 
fifeur  dons  Vautre  équation  ;  on  obtient  ûnsi  une  équation 
j^  ip^  inconnue  qug  )'pn  fédo^t  par  1^  prqq^^  prd|qipp. 

Soient  les  deux  équations  simultanées 

(î)  5x—  5y=^  9, 

(a)  7X+\\y  =  t^^ 

qoe  nous  numérQtpw ,  afiq  d'^bir^e^  le  digeoucs-  Dp  )%  pre- 
ndëre  tirons  la  valeur  de  y,  comme  si  la  valeur  de  x  était 
connue,  nous  avons 

Substituons  cette  expre^ion  à  la  place  de  y  dans  la  se^nde 
équation,  nous  obtiendrons  une  équation  à  une  inconnue 


(41  ??+M^^g-^^43. 

W.  *Jn»1iftHt  résfiÏH^  ^  |e  prflcédé  J^ftfeifqel ,  no]?^  4Qnw 
x=3,  ^  por^t  cettp  ^9\^w  dan^  Ve^pre9?ififl  (?)  4p.  ^^ 
wms  trouvQi^s  y  ^  ?  •  T^ll^^^  ^^^^  1^^  Y^l^^F^  ^^  dei^  \^- 
connues* 

89.  n  est  aisé  de  voir  que  cette  méthode  remplace  le 
système  des  deux  équations  proposées  (i)  et  (2)  par  le  sys- 
*W  <^vîtl«Bt  499  jiewf:  Rations  {l)  et  (4).  En  effet, 
nousremarquftîm  ^'a^of^  gue  l-éqfiatîp»  (3)  n'est  ^Ptre  que 
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l'équation  (i)  transformée.  Si  donc,  pour  certaines  vale 
de  X  et  de  y,  les  équations  (i)  et  (2)  sont  satisfaites,  \ 
quation  (3),  qui  est  la  même  que  Téquation  (1),  le  s 
évidemment,  et  aussi  l'équation  (4),  qui  ne  diffère  de 
quation  (2)  qu'en  ce  que  la  quantité  y  a  été  remplacée 

une  quantité  égale  — =— ^.  Réciproquement ,  si ,  pour  ( 

o 

taines  valeurs  de  x  et  de  y,  les  équations  (3)  et  (4)  s 

satisfaites,  l'équation  (  1  ) ,  qui  est  la  même  que  l'équation  • 

le  sera  évidemment,  et  aussi  l'équation  (s)  qui  ne  difi 

de  l'équation  (4)  qu'en  ce  que  la  quantité  — =—=  a 

o 

remplacée  par  la  quantité  égale  y.  Les  deux  systèmes  i 

quations  admettent  donc  les  mêmes  solutions ,  et  par  c 

séquent  sont  équivalents. 

Mais  l'équation  (4),  transformée,  devient 

On  peut  donc  remplacer  le  système  proposé  par  le  syst< 
équivalent 

(5)  y  =  ^. 

(5)  x  =  Z. 

L'équation  (5)  n'est  satisfaite  que  par  la  valeur  x  = 
pour  satisfsdre  en  même  temps  à  l'équation  (3),  il  : 
donner  à  y  la  valeur  9.  Ainsi  ce  dernier  système  d*éq 
tiens,  et  par  conséquent  le  système  proposé,  admet  la 
lution  rc  =  3 ,  y  =  2 ,  et  n'en  admet  pas  d'autre. 

Exemples. 

90.  Dans  la  pratique,  on  profitera  de  toutes  les  cin 
stances  qui  permettent  de  simplifier  le.  calcul. 


■f. 
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j' Résoudre  les  deux  équations 

7y— 4x=  a, 
5y  -l"  4^  =  aa. 

Lesdeux  coefficients  de  x  étant  les  mêmes,  on  tirera  de  la 
première  équation  la  valeur  de  x , 

et  on  substituera  dans  la  seconde,  ce  qui  donne 

le  dénominateur  4  disparait  de  lui-même ,  et  Féquation 
décrit  plus  simplement 

d^oii  l'on  déduit 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'expression  de  jp, 

a:  =  5. 
s' Résoudre  les  deux  équations 

170: — ioy=ii, 

I^coeflScient  de  y,  dans  la  première  équation,  étant  un 

nndtiple  du  coefficient  de  y  dans  la  seconde ,  on  tirera  de 

ceDe-d  la  valeur  de  y, 

iZx — 10 

y  =  — 5— , 


lyx —  10 — ^  =  ^^9 


qœ  i'cm  substituera  dans  la  première,  ce  qui  donne 

i7fx — 19 

ou,  plus  simplement, 

lyX — 2(l3X —  19)=  11" 

On  en  déduit 
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S*"  Résoudre  les  équatiBtte 

Sx—iiif=   I, 
i9f— ia*=ii. 

Les  deut  eœfficientil  de  ai  àfant  un  eommun  âiyiseuri 
première  équation  on  tirera 

et  on  substituera  dans  la  seconde,  ce  qui  donne 

^  1  +  111/ 
igy—i^    ^g    ^  =  11, 

Si  Ton  divise  par  4  les  deux  termes  de  la  fraction, 
équation  se  simplifie  et  devient 

„  1  +  iiy 
^9y  — g      \    ^  =  11. 

On  en  déduit 

RÉSOLUTIONS  DE   TROIS   ÉQUATIONS   DU   PREMIER   DEC 

A  TROIS    INCONNUES. 

91.  La  marche  à  suivre  est  toujours  la  même  :  dU 
des  ttois  équations  proposées  on  tirera  la  valeur  di 
des  ineonnueSi  comme  si  les  valeurs  des  deux  autres  ( 
connues  t  et  on  substituera  cette  valeur  dans  les 
équations.  On  obtiendra  ainsi  deux  équations  à  de 
connues  que  Ton  résoudra  par  le  procédé  indiqué 
demment. 

Soient  ïeé  trois  équations 

(i)  5y  — 7x4-5z=   4, 

(a)  4x+9y  — 5z  =  3o, 

(3)  2X  —  3y-\-6z=    I, 

Si  de  la  première  on  tire 

(4)  ^- g . 
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fi,im  HiBftKiM!  ëyK  ly  ëbih  mm»,  oA  H  leâ  dm 
é(]aations  à  deoz  inéëâdiM 

(5)  ^  +  9g-5*^^*~^  =  Zo, 

(6)        «_3y+ei±4=:^=  '' 

qô, amplifiées,  deviennent 

8iiy — 93x=  iiô, 
iJy — i8i;=     7. 

La  question  est  ramenée  ainsi  à  !a  résolution  de  deux 
iqliaaobs  à  deux  inconnues.  Si  de  la  aernièfe  on  tire 

(7)  y  =  ^^' 

^)  si  Ton  substitue  dans  la  prëS^ente,  on  a  fêqiiâiiôn  à 
Qoe  inconnue 

(0)  52  — =-— a3ar  =110,     • 

i5 

o&t  plus  siiiiptémeni , 

4(7  +  1^)  —  aSjî  =110. 

Cette  dernière  équation,  résolue,  donne  x=  *2.  Portant 
cette  valeur  dans  l'équation  (7) ,  oii  en  déduit  y  =  3  ;  por- 
tiot  ces  deux  valeurs  dans  T  équation  (4^9  ou  a  enûn  js  =  1 . 
Telles  sont  les  valeurs  des  trois  inconnues. 

d2.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  méthode  transforme  le  sys- 
^  des  trois  équations  proposées  en  un  système  équiva- 
W  des  trois  équations  (4),  (5)  ei  (6).  En  effet,  Ti^qua- 
tion  (4)  est  la  même  que  réqûàlioh  (i),  ei  lés  équations 
(5)  et  (6)  se  déduisent  dès  iqiùatîonS  (2)  et  (3) ,  en  rem- 
plaçant z  par  uâè  qiiâfifité  l^ajie ,  bu  réciproquement. 

Hais  le  système  des  deux  é^ifittltii  ih)  et  (0)  pMit  elfe 
remplacé  à  son  tour  par  le  système  équivalent  des  deux 
équations  (7)  et  (8),  et  cette  demtère,  résolue,  devient 
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X  =  a.  Ainsi,  le  système  des  trois  équations  proposées  est 
transformé  dans  le  système  éqmvalent 

_4  +  ya?  — 5y 

'- 3 ' 

7  +  i6a: 
•''  =  -13-' 

X  =  2. 

La  dernière  équation  n'est  satisfaite  que  par  la  valeur  a? = 9  ; 
pour  satisfsdre  en  même  temps  à  la  seconde ,  il  faut  donner 
à  y  la  valeur  3,  et  pour  satisfaire  à  la  première,  il  faut 
donner  à  z  la  valeur  1 .  Ainsi  ce  dernier  système ,  et  par 
conséquent  le  système  proposé ,  admet  la  solution 

et  n'en  admet  pas  d'autre. 

Exemples. 

93.  Dans  chaque  cas  particulier,  on  dirigera  les  calculs 
de  manière  à  les  simplifier  autant  que  posâble. 
i""  Résoudre  les  trois  équations 

x4-  y+  2=  6, 

ar  4-ay  +  3z=  10, 
«  +  4y  +  92=ao. 

Si  de  la  première  on  tire 

x  =  6  —  y  —  z, 

et  que  Ton  substitue  dans  les  deux  autres ,  on  a  les  deux 
équations  à  deux  inconnues 

6  —  y  —  z  +  ay +  32=  10, 

qm,  simplifiées,  deviennent 

y  +  a«=  4, 
3y  +  8«  =  14. 
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On  résoudra  ces  deux  équations  en  tirant  de  la  première 

et ,  substituant  dans  la  secoide ,  ce  qui  donne 

dou 

Portant  cette  valeur  dans  l'expression  de  y,  on  trouve  y  =  2  ; 
portant  ces  deux  valeurs  dans  l'expression  de  or,  on  a  x  =  3. 
s*  Résoudre  les  trois  équations 

5x  — 7y  =  2, 
4y  — 32  =  1, 

ax —   5  =  7. 

Les  trois  inconnues  n'entrent  pas  dans  chacune  des  trois 

équations  et  le  calcul  est  plus  simple.  Si  de  la  troisième 

équation  on  tire 

z=2x  —  7, 

€1  que  l'on  substitue  dans  la  seconde ,  on  a 

4y  — 3(2a;— 7)=i, 
plus  simplement 

Gx  — 4y  =  2o, 
ou 

Zx  —  2.y=^  10. 

Cetto  équation ,  jointe  à  la  première  qui  ne  contient  pas  r, 
fonne  un  système  de  deux  équations  à  deux  mconnues 

5x  — 7y=   2, 

ZX  —  2^/=  10. 

Si  de  la  dernière  on  tire 


y== 


3x — 10 


a 

et  que  Von  substitue  dans  la  précédente,  on  a  l'équation  à 

une  inconnue 

5a? — 10 

5t  —  7 =  2* 

2 

7 
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Oa  déduit  de  là 

S"*  Résoudre  les  trois  équations 

8ar  — 3y  =  47, 
3a?+2y  — az  =  i9, 
ax  +  55 — 3y=  17. 

Si  de  la  seconde  équation  on  lire 

3J?  +  ay  — 19 

z  = , 

a 

et  que  Ton  substitue  dans  la  troisième ,  on  a  Téc 

2x  +  3   ^+^y~^9  —  3y  =  17, 

qui,  simplifiée,  se  réduit  à 

i3a:  =  9i. 

Cette  équation  donne  immédiatement  x  =  7.  La 
X  étant  connue ,  on  tirera  de  la  première  équatio: 
en  portant  ces  deux  valeurs  dans  l'expression  de  z 

RÉSOLUTION  d'un  NOMBRE  QUELCONQUE   d'ÉQUAI 

DU  PREMIER  DEGRÉ. 

9i .  La  méthode  de  substitution ,  que  nous  avons  ( 
pour  deux  et  pour  trois  équations,  s'applique  sans 
à  un  plus  grand  nombre  d'équations.  Supposons 
ait  à  résoudre  n  équations  à  n  inconnues.  De  la 
équation  on  tirera  la  valeur  de  la  première  inconnue 
substituera  dans  toutes  les  autres  équations,  ce  qui 
H —  1  équations  an —  1  inconnues  qui,  jointes  i 
mière,  formeront  un  système  équivalent  au  système 
De  la  seconde  équation  de  ce  second  système ,  on 
même  la  valeur  de  la  seconde  inconnue  que  l'on  su 
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• 

dus  toutes  les  suivantes  ;  et  le  système  fit^pooé  aéra  trans- 
knoé  en  un  système  équivalent  composé  d'une  équation  à  n 
incoimues,  d'une  à  n —  i  inconnues,  et  de  n — s  équations 
an— s  inconnues.  On  continuera  de  la  même  manière  jus- 
qu'à ce  que  l'on  arrive  à  une  équation  à  une  inconnue,  et 
alors  le  système  des  n  équations  sera  transformé  en  un  sys- 
tème équivalent  de  n  équations,  contenant,  la  première  les 
I inconnues ,  la  seconde  n  —  i ,  la  troisième  n —  2 , . .. ,  enfin 
la  dernière  une  seule  inconnue.  De  cette  équation ,  on  dé- 
duira la  valeur  de  la  dernière  inconnue ,  et  en  remontant  de 
froche  en  proche ,  on  trouvera  successivement  les  valeurs 
de  toutes  les  inconnues. 

Appliquons  cette  méthode  à  la  résolution  de  quatre  équa- 
tions à  quatre  inconnues. 

X — ay-t"  s —  3t«=i, 

.  7y— ao:  — 45  +  iaM  =  4, 

*  5x+   y  — 3z+     tt  =  9, 

as  —  X  —  y  +   7M  =  Ç. 

De  la  première  équation  throns  la  valeur  de  x ,  subsli- 
tnoQs-la  dans  toutes  les  autres  et  simplifions ,  nous  trans- 
formerons le  système  des  équations  proposées  en  un  autre 

^valent 

a;=i   +    ay  —  z-J-3w, 

i%\  /  3y  — ar-t-   6u  =  6, 

3s  — 3y+   4w=7. 
De  la  seconde  équation  de  ce  second  système,  tirons  la 
*deur  de  y  et  substituons-la  dans  les  deux  suivantes ,  nous 
obeDons  le  troisième  système 

6   +2Z  —  6U 
(3)  <  ^-  3  ' 

Z  «f-  10M=  i3« 
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Si  de  la  troisième  équation  de  ce  troisième  système  nous 
tirons  la  valeur  de  z  pour  la  substituer  dans  la  dernière 
équation ,  nous  arriverons  enfin  au  système 

a:  =  1  -f-  2y  —  5  +  3W; 

(4)  {  ^^        3  ' 

z  =  6 — 5w, 
u=  1. 

En  remontant  de  proche  en  proche ,  on  trouve 
21=1,      s  =  3,      y^^t      x=5. 

Exemples. 

95.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  abrège  beaucoup 
les  calculs  en  dirigeant  convenablement  les  substitutions. 
I  °  Résoudre  les  cinq  équations  à  cinq  inconnues 

y  +  aar=   4, 

U'\'[\Z  =  16, 

V  -|-  5m  =  25, 

On  tire  de  la  première 

y  =  4— 2x; 

de  la  seconde,  en  y  remplaçant  y  par  sa  valeur, 

-  =  6x  —  5  ; 
delà  troisième,  en  y  remplaçant  z  par  sa  valeur, 

w  =  a8  —  243:; 
de  la  quatrième,  en  y  remplaçant  u  par  sa  valeur, 

t;=  1200?  —  ii5. 

Les  quatre  inconnues  j/,  s,  w,  i\  sont  exprimées  ainsi  an 
moyen  de  x\  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  cinquième 
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équation ,  on  obtiendra  une  équation  à  une  seule  inconnue 

101J7=:  101, 

d'où 

En  portant  cette  valeur  de  x  dans  les  expressions  précé- 
dentes, on  trouve 

y=a,      5  =  3,      w  =  4,      5=5. 

a*  Résoudre  les  quatre  équations  à  quatre  inconnues 

a;+ 55  =  39, 
3y — aa?+tt=5, 
4u  —  35=  i3, 
ÎF— 75^  —  2^  =  8. 

Si  de  la  première  et  de  la  troisième  on  tire 

x=  29  —  55  , 

i3  +  35 

et  que  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  deux  autres ,  on 
aura  denx  équations  à  deux  inconnues 

i2y  +  435  =  iï39, 

Si  de  la  première  de  ces  deux  équations  on  tire 

259  —  4^2 

^"^        12       ' 

et  que  Ton  substitue  dans  la  seconde ,  on  obtient  une  équa- 
tion à  une  inconnue 

2575=1285,     , 
d'où 

5=5. 

En  portant  cette  valenr  dans  les  expressions  précédentes, 
on  trouve 

y  =2,        H  =  7,        or  =4. 
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COMBINAISON  DES  ÉQUATIONS. 

96.  Souvent  une  combinaison  des  équations  proposées 
facilite  beaucoup  la  résolution.  Exemples  : 

!•  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  somme  a  et 
leur  différence  b. 

En  appelant  x  et  y  les  deux  nombres  cherchés ,  on  a  les 
deux  équations 

x  —  y  =  b. 

Ajoutons  ces  deux  équations  membre  à  membre,  nous 
aurons 

d'où 

a  +  b 

x=  — ■ — 

Retranchons  la  seconde  équation  de  la  première ,  nous 
aurons  de  même 

a—b 


2*  Trouver  quatre  nombres,  connaissant  leurs  sommes 
trois  à  trois.  .On  aura  à  résoudre  les  quatre  équations 

z  +  tt  +  a?  ==  ô. 

En  ajoutant  ces  quatre  équations ,  on  a 

3a:  +  3y  +  52  +  3tt=a  +  *  +  c+rf; 
d'où  Ton  déduit  la  somme  des  quatre  inconnues 

a  +  b  +  c-^-d 

«  +  y+2+tt  = ^— i— . 

Si  maintenant  de  cette  nouvelle  équation  on  retranche 
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dtacone  des  équations  proposées,  on  trouYO  immédiatement 
les  valeurs  des  inconnues 

a  +  b-i-c  +  d 

3 

. a  +  h  +  c  +  d 

y- 5 *, 

tf  +  ^+c  +  d 
.= 3 c. 

u  =  l±lp±±-d. 
5 

3«  Trouver  quatre  nombres,  connaissant  Texcës  de  la 

somme  de  trois  quelconques  d'entre  eux  sur  le  quatrième. 

On  aura  à  résoudre  les  quatre  équations 

z  +  w-}-^ — y  =  b, 
u  +  x  +  i/—z  =  c, 

«+y4"* — u=id. 

En  ajoutant  ees  quatre  équations ,  on  a  Féquatitm 

ax  +  2y+î^  +  o,u  =  a-^b'\-C'\-dy 
d'où  Ton  déduit  la  somme  des  inconnues 

a'{'b'\-C'\-d 
a?4-îf+2  +  w  =  — ■ . 

Si  maintenant  de  cette  nouvelle  équation  on  retranche 
chacune  des  équations  proposées ,  on  trouve 


roù 


o4f  ~ 

a 

e  +  rf 

A 

ay  — 

a 

^f 

' 

/M    _ 

a-\rb  +  c 

+  d 

a 

JU  — — 

4 

+  d 

.'/ — 

4 

a' 

10&  LIVRE   II.    —   CHIP.    1, 

4**  Résoudre  les  quatre  équations 

^  +  2y  4"  3s  +  4" = ^» 

y  -j-  25  +  3w  +  ^x  =  bf 

z  +  aw  +  3x  +  42/  ==^> 

En  ajoutant  ces  quatre  équations,  on  obtient  une  équa- 
tion 

105?+  loy-j-  105+  iow  =  a+6  +  e+df, 

qui  donne  la  somme  des  quatre  inconnues 

a  +  ô  +  e  +  df 
x  +  y  +  5  +  w  =  — ! ! ■ — . 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par  la  lettre  m  le  second 
membre  qui  est  connu. 

En  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première,  la 
troisième  de  la  seconde ,  la  quatrième  de  la  troisième,  la  * 
première  de  la  quatrième,  on  obtient  les  équations 

y+5  +  M — 5x^=a — by 
z  +  u+ar — ^y=à  —  c, 
î«  +  a;  +  y  —  3z  =  c  —  d, 
a:+y+  z — 3m  =  d — a. 

Mais  nous  avons  trouvé 

a:  +  y +  5  +  M=  m. 

Si  donc  de  cette  dernière  équation  on  retranche  chacune 
des  précédentes,  on  obtient  les  valeurs  des  inconnues 

m  —  a-\-b 


!/  = 


il  = 


4 
m — b-\-c 

4 
m — c-\-d 
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97.  La  méthode  dont  nous  venons  de  faire  quelques  ai>- 
plkations  repose  sur  le  théorème  suivant,  dont  on  se  sert 
fréquemment  en  mathématiques. 

Théorème  III.  Étant  données  plusieun  équations^  on  peut 
nmplacer  Vune  dC  elles  par  Vj^puition  obtenue  en  ajoutant  au 
Tttranehant  les  équations  proposées  membre  à  membre. 

Considérons  d'abord  deux  équations 

(i)  A  =  o, 

(a)  B  =  o, 

que  l'on  peut  toujours  mettre  sous  cette  forme  en  faisant 
peser  tous  les  termes  dans  le  premier  membre.  Si  on  les 
ajoute  membre  à  membre,  on  forme  une  nouvelle  équation 
(5)  A  +  B=o, 

qni  peut  remplacer  Time  des  équations  combinées,  par 
exemple  la  deuxième,  et  le  système  des  deux  équations 

(0  .  A=:o, 

(3)  A  +  B  =  o, 

aéra  équivalent  au  système  des  deux  équations  proposées. 
ËQ  effet,  si,  pour  de  certaines  valeurs  des  inconnues,  les 
équations  (i)  et  (2)  sont  satisfaites ,  l'équation  (3)  le  sera 
9Qssi  ;  car,  les  deux  quantités  A  et  B  devenant  nulles,  leur 
somme  A  +  B  est  aussi  nulle.  Réciproquement ,  si  les  deux 
équations  (1)  et  (3)  sont  satisfaites,  l'équation  (2)  le  sera 
aussi  ;  car  la  sonune  A  +  B  étant  nulle,  ainsi  que  la  pre-* 
mière  partie  A,  il  est  nécessaire  que  la  seconde  partie  B  le 
soit  aussi.  Les  deux  systèmes ,  admettant  les  mêmes  solu- 
tbns,  sont  équivalents. 

De  même  si,  au  lieu  d'ajouter,  on  retranche  les  équa- 
tions membre  à  membre,  on  obtient  un  système 

A  =  Oy 

A— B  =  o, 
équivalent  au  système  proposé. 
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98.  Corollaire.  Avant  d'ajouter  ou  de  retntncher  k 
équations  proposées,  on  peut  multiplier  les  deux  memten 
de  chacune  d'elles  par  un  nombre  arbitraire;  car  on  a« 
que,  lorsqu'on  multiplie  tous  les  termes  d'une  équation  pi 
un  même  nombre,  l'équation  reste  équivalente  à  elle^mônM 
Si  donc,  avant  d'ajouter,  nous  multiplions  la  première  éqm 
tion  par  m,  la  seconde  par  n,  nous  obtiendrona  le  syatta 

A=  o, 
mk  -|-  nB  =  o, 

équivalent  au  système  proposé. 

Ceci  donne  le  moyen  d'éliminer  une  inconnue  entre  dan 
éqMims  ;  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  le»  deux  équi 
ticnid  par  des  nombres  tels,  que  les  deux  coefficients  de  l'in 
connue  qu'on  veut  éliminer  deviennent  égaux  entre  eui; 
puis  d'ajouter  ou  retrancher  suivant  qu'ils  ont  de^  ei^ 
contraires  ou  le  même  signe. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

lia?  —  3y=io, 

Si  nous  multiplions  la  première  par  d»  la  seconde  par  S,  cf 
deux  équations  deviennent 

55x — i5y==   5o, 

Si  msûntenant  on  ajoute  membre  à  membre ,  l'inconnue 
disparaît,  et  Ton  obtient  une  équation  à  une  inconnue 

d'où 

07  =  a. 

En  remplaçant  x  par  sa  valeur  dans  Tune  des  deux  éqaatioE 

proposées,  et  résolvant  par  rapport  à  y,  on  trouve  y  =4« 

Ce  procédé  d'élimination,  que  l'on  appelle  méthode  de  ra 

duetwn  au  même  coefficient,  rtowt  toujours  quand  en  wnik 
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|£e  la  première  équation  par  le  coefficient  de  l'inconnue 
qu'on  veut  élinûner  dans  la  seconde  équation,  et  la  seconde 
équation  par  le  coefficient  de  la  même  inconnue  dans  la 
première;  car,  après  cette  opération,  Finconnue  dont  il  s'a- 
pt  a  dans  les  deux  équations  un  coefficient  égal  au  produit 
des  deux  coefficients  primitifs.  Mais  il  suffira,  ri  Ton  aper- 
foit  aisément  le  plus  petit  multiple  des  deux  coefficients,  de 
nndre  ces  deux  coefficients  égaux  à  ce  plus  petit  multiple. 
Soient  les  deux  équations 

Qd  voit  de  suite  que  les  deux  coefficients  de  x  ont  pour 
pbs  petit  multiple  i  a  ;  pour  éliminer  or,  on  multipliera  la 
lumière  équation  par  3,  la  seconde  par  a  ;  les  deux  équa- 
lioDS  deviennent 

laa?— aôy  =  34- 
Poison  retranchera  la  seCbnde  équation  de  la  première,  ce 

qoi  donne 

47^  =  4r. 

Ed  portant  cette  valeur  de  y  dans  la  première  équation  et 
lésolvant,  on  trouve  a?  =  5. 

M.  Le  théorème  que  nous  avons  démontré  s'étend  sans 
ffifficTilté  à  un  nombre  quelconque  d'équations. 
Soient  les  trois  équations 

(l)  A=:0, 

(o)  B  =  o, 

(3)  C==o. 

Si  on  les  ajoute  membre  à  membre  ^  on  forme  une  nouvelle 

équation 

(4)  A  +  B  +  C  =  o, 
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qui  peut  remplacer  Tudc  des  éguations  combin 
exemple  la  troisième  ;  et  l'on  obtient  ainsi  un  syst 

(i)  A  =  o, 

(2)  B  =  o, 

(4)  A  +  B  +  C  =  o, 

équivalent  au  système  proposé. 

Il  est  évident  en  effet  que,  lorsque  les  trois  équal 
(a) ,  (3)  sont  satisfaites,  l'équation  (4)  l'est  aussi 
réciproquement,  lorsque  les  équations  (1),  (2), 
satisfaites,  l'équation  (3)  l'est  aussi. 


CHAPITRE   II. 

mSPU^ATION  DES  VALEURS  NÉGATIVES  DANS  LES  PROBLÈMES. 
-.  USAGE  ET  CALCUL  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 


100.  Nous  avons  dit  (n*  33)  qu'un  polynôme  indique 
one  série  d'additions  et  de  soustractions  à  effectuer,  et 
BGos  avons  appelé  quantités  positives  les  quantités  à  ajouter, 
^tités  négatives  les  quantités  à  retrancher.  Un  polynôme 
se  résumant  finalement  en  une  quantité  à  ajouter  ou  à  re- 
trancher, il  a  dans  le  premier  cas  une  valeur  positive,  dans 
le  second  cas  une  valeur  négative. 

Nons  avons  généralisé  les  opérations  algébriques  de  ma« 
Dière  à  les  appliquer  indistinctement  aux  polynômes,  soit 
positifs,  soit  négatifs,  et  nous  avons  étendu  les  mêmes 
rtgles  ou  définitions  aux  termes  considérés  isolément ,  ce 
çii  permet  dans  les  calculs  de  remplacer  les  polynômes  par 
kiirs  valeurs.  Il  est  résulté  de  là  un  perfectionnement  no- 
bble  dans  le  mécanisme  du  calcul  et  dans  la  transformation 
te  expressions  algébriques,  en  ce  sens  que  toute  restric- 
fioo  a  disparu,  et  qu'il  n'y  a  pas  à  s'inquiéter  de  savoir  si  les 
polynômes  sur  lesquels  on  opère  sont  positifs  ou  négatifs. 

La  considération  des  quantités  positives  ou  négatives 
n'est  pas  moins  utile  dans  la  résolution  des  problèmes.  Elle 
permet,  comme  nous  allons  le  voir,  de  comprendre  dans 
les  mêmes  équations,  et  par  suite  dans  les  mêmes  formules, 
tes  différents  cas  d'une  même  question. 

1<>1.  Pboblème  I.  Un  mobile^  partant  d'un  point  donner 
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parcourt  sur  une  droite  successivement  plusieurs  longueurs 
données.  On  demande  à  quelle  distance  U  se  trouve  finalement 
du  point  de  départ. 

La  question  présente  plusieurs  cas  différents,  suivant  que 
chacune  des  longueurs  est  parcourue  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre.  Lorsque  toutes  les  longueurs  sont  parcoiuiies  dans 
la  même  sens  à  la  suite  les  unes  des  autres,  elles  s'ajoutent 
évidemment;  si  donc  on  appelle  a,  6,  c,  d,  ces  diverses 
longueurs  que,  pour  préciser,  nous  supposerons  au  nombie 
de  quatre ,  et  x  la  distance  à  laquelle  le  mobile  se  trouva 
finalement  du  point  de  départ,  on  aura  la  formule 

Grâce  à  la  considération  des  quantités  positives  ou  Q^IH 
tives,  cette  formule  peut  être  étendue  à  tous  les  autres  ca» 
£n  effet,  soit  0  le  point  de  départ  du  mobile  sur  la  droiÈM 
donnée  ;  imaginons  un  point  K  situé  très-loin  sur  la  gauchiB 
à  une  distance  arbitraire  très-grande  m  du  point  0 , 


■•* 


1)  0  B  A        G 


et  supposons  pour  un  instant  que  Ton  compte  les  distaoov 
à  partir  de  ce  point  K.  Au  moment  où  le  mobile  part  âM 
point  0,  il  est  à  là  distance  m  du  point  K  ;  il  parcourt  e9 
suite  des  longueurs  données  dans  un  sens  ou  dans  Tautrai 
il  est  clair  que  chaque  longueur  parcourue  de  gauche  i 
droite,  l'éloignant  du  point  K,  devra  être  ajoutée  «  et  pan^ 
conséquent  regardée  comme  positive ,  et  que  chaque  lomt 
gueur  parcourue  en  sens  contraire ,  c'est-à-dire  de  droite 
gauche,  le  rapprochant  du  point  K,  devra  être  retranchés 
et  par  conséquent  regardée  comme  négative.  Si  donc  (P> 
représente  par  les  lettres  a,  6,  c,  d,  les  longueurs  donnée^ 
affectées  chacune  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  qu'el0 
est  parcourue  de  gauche  à  droite  ou  en  sens  contraire,  o^ 
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k  f onimla  générale 

qni  8'écrit  plus  simplement 

LmqnB  le  polynAme  aura  une  valeur  positiye,  la  distanceâp* 
Afant  èLre  ajoutée  à  m,  sera  comptée  à  partir  du  point  O 
vos  la  droite;  lorsque  le  polynôme  aura  une  valeur  néga- 
tiie,  la  distance  x,  devant  être  retranchée  de  m,  sera  comptée 
àptrtir  du  point  0  vers  la  gauclie. 

Suiq>06ons,  par  exemple,  que  le  mobile  parcoure  une 
lumière  longueur  OÂ  de  5  mètres  de  gauche  à  droite  «  une 
seconde  AB  de  3  mètres  en  sens  contraire,  une  troisième 
K  de  4  mètres  de  gauche  à  droite ,  et  enfin  une  quatrième 
CD  de  8  mètres  en  sens  inverse  ;  affectant  chacune  d'elles 
k  âgne  convenable ,  on  fera 

a=4-5,      *=— 3,      c==  +  4,      d=—S. 

La  formule  générale  indique  qu'il  faut  faire  la  somme 
algébrique  des  quantités  représentées  par  les  lettres 
^i,  c,  d;  or,  on  sait  que  l'addition  algébrique  consiste  à 
Mre  les  quantités  avec  leurs  signes;  on  aura  donc,  en 
Qnplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs , 

a?  =  5— 5  +  4— 8  =  — a. 

Cette  valeur  —  2  signifie  qu'il  faut  de  la  distance  m  re- 
tnocher  s  mètres  ;  ainsi  le  point  d'arrivée  D  sera  à  2  mètres 
fcpmnt  de  départ  0  vers  la  gauche. 

102.  Problème  II.  On  connaît  Vâge  d'wn  père  et  celui  de 
wi  fUs^  et  ton  demande  à  quelle  époque  fàge  du  père  sera 
*v  a  été  triple  de  Vâge  du  fils. 

Appelons  a  l'âge  actuel  du  père ,  6  l'âge  du  fils ,  le  rap- 
port actuel  de  l'âge  du  père  à  l'âge  du  fils  est  t.  On  sait 


112  LIVRE  II.   —   CHAP.   U. 

que  lorsqu'on  augmente  d'une  même  quantité  les  deux 
termes  d'une  fraction  plus  grande  que  l'unité ,  la  fraction 
diminue  ;  donc ,  si  le  rapport  des  âges  est  actuellement  plus 
grand  que  3,  il  arrivera  un  moment  où  il  sera  égal  à  S; 
mais  s'il  est  actuellement  plus  petit  que  3,  il  a  été  autre- 
fois égal  à  3.  Ainsi  ,1a  question  présente  deux  cas  bien  dû» 
tincts ,  suivant  que  l'époque  cherchée  est  dans  l'avenir  oci 
dans  le  passé.  Dans  le  premier  cas  il  faudra  ajouter  aux 
âges  actuels  un  certidn  nombre  d'années;  dans  le  second 
cas,  en  retrancher  un  certain  nombre  d'années.  Si  donc  oo 
désigne  par  la  lettre  x  ce  nombre  d'années,  affecté  du 
signe  +  ou  du  signe  —  suivant  qu'il  doit  être  ajouté  on 
retranché,  l'équation 

conviendra  à  tous  les  cas  de  la  question.  On  en  déduit  1^ 
formule 

x  = ' — . 

A  l'inspection  de  cette  formule ,  on  reconnaît  en  effet  que« 
si  a  est  plus  grand  que  36,  c'est-à-dire  si  l'âge  du  père  est 
actuellement  plus  grand  que  trois  fois  l'âge  du  fils,  l'incoii* 
nue  X  a  une  valeur  positive,  et  que,  dans  le  cas  contrdre, 
elle  a  une  valeur  négative. 

Pour  montrer  une  application  de  cette  formule,  supposons' 
que  le  père  ait  4o  ans ,  le  fils  i  o  (n""  12) .  En  remplaçant  a 
et  6  par  leurs  valeurs ,  on  trouve 

Cette  valeur  positive  indique  qu'il  faut  ajouter  5  ans  aui 
âges  actuels  ;  ainsi  l'âge  du  père  sera  dans  5  ans  triple  de 
Tàge  du  fils.  Et  en  effet,  à  cette  époque  le  père  aura  45  ansp- 
et  le  fils  i5 ,  et  45  est  bien  le  triple  de  i5.  • 
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Supposons  maintenant  que  le  père  ait  actuellement  45  ans , 
ie  fils  1 7.  La  formule  donne 

x  = — 3. 

Cette  valeur  négative  indique  qu'il  faut  retrancher  3  ans  des 
iges  actuels;  ainsi  Fâge  du  père  était,  il  y  a  3  ans,  triple 
derâge  du  fils. 

lOS.  Remarque  I.  Nous  voyons  par  ce  qui  précède  que 
ortaines  espèces  de  grandeurs  sont  susceptibles  d'être 
fionqytées  dans  deux  sens,  inverses  l'un  de  l'autre.  Ainsi, 
ftftant  d'un  point  quelconque ,  on  peut  marcher  sur  une 
igné  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  opposé.  On  regardera 
cofome  positives  les  longueurs  parcourues  dans  un  sens 
convenu  (par  exemple  de  gauche  à  droite  si  la  ligne  est  ho- 
rizontale), celle  portées  en  sens  inverse  conune  négatives. 

On  comprend  bien  la  signification  de  ce  double  signe 
sdTectant  les  longueurs,  si  Ton  imagine  un  point  K  très-éloi- 
gnévers  la  gauche  (voyez  n*  101),  d'où  l'on  suppose  pour 
un  instant  que  l'on  compte  les  distances;  la  distance  du 
nobile  à  cette  origine  fictive  augmentera  si  la  longueur  est 
ptttoume  de  gauche  à  droite,  et  diminuera  si  elle  l'est  en 
m  contraire. 

Le  temps  présente  aussi  deux  sens  opposés.  Compté  à 
ptrtird'un  instant  quelconque,  si  Ton  en  descend  le  cours, 
t'est-irdire  si  l'on  marche  vers  l'avenir,  il  sera  naturelle- 
tet  affecté  du  signe  4-  ;  au  contraire ,  si  l'on  remonte  vers 
fe passé,  il  sera  affecté  du  signe  — .  En  effet,  que  l'on  ima- 
^e  une  origine  fictive  très-reculée ,  le  temps ,  compté  à 
Jwtir  de  cette  origine  fictive ,  sera  augmenté  dans  le  pre- 
vùer  cas ,  diminué  dans  le  second  cas.  Par  exemple ,  dans 
h  calculs  qui  se  rapportent  à  notre  siècle ,  les  astronomes 

«ût  coutume  de  compter  le  temps  à  partir  du  1"  jan- 

^  \iùo\  si  l'on  marche  de  10  an»  en  avant  ou  en  ar- 

8 
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riëre,  on  aura  un  temps  représenté  par  +  lo  ou  par  — •  i(^ 
et  en  effet ,  en  rapportant  à  l'origine  ordinaire  qui  est  b6t9 
Coup  plus  reculée ,  savoir  le  commenœment  de  l'ère  duré 
tienne,  on  aurait 

1800  -|-  10       ou        1800 — 10. 

Il  en  est  de  même  des  degrés  de  température  nutiqqill 
par  le  thermomètre.  Les  Français  prennent  pour  ori^ 
la  température  de  la  glace  fondante  ;  c'est  là  qu'est  mar^ 
le  zéro.  Au-dessus,  les  degrés  sont  positifs,  au-âes8dii 
négatifs.  Et  en  efTet,  que  l'on  imagine  une  températdilS 
plus  basse  que  toutes  celles  que  l'on  aura  à  considérât  ■ 
que  Ton  compte  les  degrés  à  partir  de  ce  point;  à  la  glM 
fondante  correspondra  un  certain  nombi'e  de  degrés  mijk 
température  +  5,  ou  5  degrés  au-dessus  de  o,  sigtdM 
m  -}-  5  ;  la  température  —  5 ,  ou  5  degrés  au-dessous  de  df 
signifie  m  —  5. 

10&.  Problème  III.  Un  mobile,  se  mouvant  um/bfmAfMH 
sur  une  droite  avec  une  vitesse  donnée,  passe  au  point  Oà^ 
certain  instant.  Déterminer  sa  position  à  un  instaint  fiff* 
conque. 

En  mécanique ,  on  évalue  ordinairement  les  longueurs  fl| 
mètres,  les  temps  en  secondes,  et  Ton  appelle  vitesse F^fr 
pace  parcouru  par  le  mobile  en  ime  seconde* 

Supposons  d'abord  que  le  mobile  marche  de  gauche  j 
droite  avec  ime  vitesse  a,  et  que  Ton  demande  sa  poûtjfll 
t  secondes  après  qu'il  a  passé  au  point  0.  Le  mobile  ps|^ 
courant  a  mètres  par  seconde ,  parcourt  2  a  mètres  eQ  s  M 
coudes,  3a  mètres  en  3  secondes,  en  général  at  mètr^  ^ 
t  secondes  ;  si  donc  on  appelle  x  la  distance  parcourue  dll 
le  temps  (,  on  aura  l'équation 

et  cette  distance,  portée  à  partir  du  point  0  vers  là  ànàb 
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aoiifl  donnera  la  position  M  du  mobile  au  moment  que  Ton 

idèfie» 


-•- 

0 


Cette  formule  ett  générale  et  convient  à  tous  les  cas  de 
1a  question ,  al  Ton  affecte  chaque  quantité  du  signe  conve- 
nable. On  demande  la  position  M  du  mobile ,  un  temps  quel- 
c<mqae  après  ou  avant  le  moment  où  le  mobile  passe  au  point 
O  ;  désgnons  par  t  ce  temps ,  considéré  conmie  positif  dans 
le  premier  caSy  comme  négatif  dans  le  second  cas,  et  par  x 
IftdiitaiiGe  OM^  afiectée  du  signe  -f  ou  du  signe  — ,  suivant 
que  le  point  M'est  à  droite  ou  à  gauche  du  point  0.  La  vi- 
tesse a  sera  elle-même  positive  ou  négative ,  suivant  que  le 
mobile  marche  à  gauche  ou  à  droite  ou  en  sens  contraire  ;  car, 
a  Ton  imagine  les  distances  comptées  à  partir  d'un  point  K 
très-éloigné  vers  la  gauche,  l'espace  parcouru  en  une  se- 
crade  I  ou  la  vitesse ,  s'ajoutera  dans  le  premier  cas  et  se 
leiniicfaera  dans  le  second  cas.  Concevons  maintenant  que 
FoD  compte  le  temps  à  partir  d'une  épocpie  suffisamment 
rscolée,  et  soit  G  la  position  du  mobile  à  cet  instant  (si  la 
ntesse  est  positive ,  le  point  6  est  très-loin  vers  la  gauche  ; 
s  elle  est  négative  «  il  est  au  contraire  très-loin  vers  la  droite) . 
Nous  pouvons  toujours  supposer  le  point  K,  origine  fictive 
des  distancée,  situé  à  gauche  du  point  G,  et  nous  appellerons 
«kdistance  KG.  Désignons  parole  temps  qui  s'écoule  depuis 
forigôie  fictive  des  temps,  c'est-à-dire  depuis  le  moment 
ob  le  mobile  est  en  G,  jusqu'au  moment  où  il  passe  au 
point  0  ;  l'espace  GO,  parcouru  pendant  ce  temps  et  affecté 
da  signe  convenable,  est  a«.  Le  temps  qui  s'écoule  depuis 
cette  même  origine  jusqu'au  moment  où  le  mobile  vient  en  M, 
sera  représenté  par  «  +  ^  ©t  l'espace  parcouru  GM ,  affecté 
du  signe  convenable,  par  a(«  -f- 1).  Supposons  que  le  mo- 
Kle  parte  du  point  G ,  et  parcoure  successivement  les  che- 
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mins  a»  et  x^  ce  qui  Tamène  au  point  0 ,  puis  an  point  H , 
sera  finalement  à  une  distance  du  point  K  marquée  p 
m+aoi+x.  Mais,  le  mobile  arrivant  au  point  M  après  le  tem 
a  +  f ,  et  par  conséquent  après  avoir  parcouru  l'espa 
a{oL  +  t)  k  partir  du  point  G ,  sa  distance  au  point  K  i 
exprimée  aussi  par  m +<»(«+ 0  ;  on  a  donc  Téquationgénén 

ou ,  plus  simplement , 

x  =  at. 

Voici  quelques  applications  de  cette  formule  ; 

l '^  Le  mobile  se  meut  de  gauche  à  droite  avec  une  vit» 
de  i  o  mètres  par  seconde  ;  on  demande  où  il  sera  6  seconc 
après  avoir  passé  au  point  0.  On  fera  a  =  +  lo ,  <  =  + 
ce  qui  donne  a;  =  -\-6o.  Ainsi  le  mobile  sera  à  6o  mèti 
h,  droite  du  point  0,  ce  qui  est  évident  à  priori ,  puisque 
mobile  marche  vers  la  droite. 

«**  Le  mobile  se  meut  de  gauche  à  droite  avec  une  vit« 
de  1  o  mètres  par  seconde  ;  on  demande  où  il  était  6  seconc 
avantd'arriver  au  point  0.  On  fera  a  =2  4-10,  1= — 6,d 
xr=: — 60.  Ainsi  le  mobile  était  à  60  mètres  àgauche  du  point 
ce  qui  est  évident  puisque  lemobile  vient  de  la  gauche. 

5®  Le  mobile  se  meut  de  droite  à  gauche  avec  une  vitei 
de  1  o  mètres  par  seconde  ;  on  demande  où  il  sera  6  seconi 
après  avoir  passé  au  point  0.  On  fera  a  =  —  10 ,  t  =  + 
ce  qui  donne  x=> — 60.  Ainsi  le  mobile  sera  à  60  met 
à  gauche  du  point  0;  ce  qui  est  évident,  puisque  léB 
bile  marche  vers  la  gauche. 

4'  Le  mobile  se  meut  de  droite  à  gauche  avec  une  vitei 
de  1  o  mètres  par  seconde  ;  on  demande  où  il  était  6  secom 
avant  d'arriver  au  point  0.  On  fera  a  =  —  10,  t  =  —  6; 
qui  donne  x=  +  60.  Ainsi  le  mobile  était  à  60  mètra 
droite  du  point  0,  ce  qui  est  évident,  puisqueMe  mob 
vient  de  la  droite. 
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105.  PaoBitUfi  lY.  Detuo  mobiles ,  se  iini>uwnt  uniforme^ 
meni  sur  une  même  droite ^  passent  au  même  instant^  le 
premier  au  point  A,  le  deuxième  au  point  B.  On  connaît  la 
vUesse  de  chacun  d'eux.  Trouver  la  position  du  point  de 
meonire  de  ces  deux  mobiles. 

Cette  question  présente  plusieurs  cas  difTérentSt  suivant 
que  les  mobiles  se  meuvent  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
et  que  la  vitesse  du  premier  est  plus  grande  ou  moins 
grande  que  celle  du  deuxième. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  mobiles  marchent  tous 
deux  de  gauche  à  droite,  et  que  le  premier,  celui  qui  est  à 
droite  au  point  A,  aille  moins  vite  que  le  deuxième  qui  est 
enB, 


B  A  M 

La  rencontre  aura  évidenunent  lieu  en  un  certain  point  M 

i  droite  du  point  A.  Appelons  a  la  vitesse  du  premier  mo- 

Ue,  b  celle  du  second,  d  la  distance  BA,  t  le  temps  in- 

cwum  après  lequel  aura  lieu  la  rencontre ,  x  et  y  les  dis- 

bnces  AM  et  BM  des  points  A  et  B  au  point  de  rencontre  M. 

ie  premier  mobile ,  parcourant  a  mètres  par  seconde ,  par- 

^urra  at  mètres  en  (  secondes  ;  on  a  donc  l'équation 

(i)  x^=zat; 

^  même,  le  deuxième  mobile,  parcourante  mètres  par  se- 
conde, parcourra  bt  mètres  en  t  secondes,  et  l'on  aiu'a 

(a)  !/  =  ÔL 

Mais  la  distance  BM  ou  y  devant  être  égale  à  BA  plus  AM , 
on  a  la  troisième  équation 

(3)  y=zd  +  x. 

On  a  ainsi  trois  équations  à  trois  inconnues  (,  x,  t/,  que 
^'oQ  résoudra  en  substituant  dans  la  troisième  les  valeurs 
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de  a;  et  de  y  données  par  les  deux  autres.  On  en  déâaH 
formules  suivantes 


(4)  x  = 


y= 


b—a' 

ad 
è—a' 

bd 
b—a 


Il  est  aisé  de  voir  que  ces  trois  équations,  et  par  suite  '. 
formules  qui  en  résultent,  conviennent  à  tous  les  cas  de 
cpiestion ,  sî  l'on  affecte  chaque  quantité  du  signé  convenab 
D*après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment ,  la  vitesse 
chacun  des  mobiles  sera  regardée  comme  positive  ou  në^ 
tive  suivant  que  ce  mobile  marchera  de  gauche  à  droite 
en  sens  contraire  ;  les  distances  x  et  y,  comptées  à  partir  c 
points  A  et  B ,  seront  positives  ou  iiégatives ,  selon  qu'ôl 
seront  portées  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche ,  le  temi 
est  lui-même  positif  ou  négatif  suivant  que  la  rencontlr 
lieu  après  ou  avant  ïe  moment  où  les  deux  mobiles  pas» 
aux  points  A  et  B.  De  cette  manière ,  et  en  vertu  de  là  I 
mule  établie  dans  le  numéro  précédent,  on  voit  que  les  éq 
tions  (i)  et  (2)  conviennent  à  tous  les  cas  de  la  question 
en  est  de  même  de  l'équation  (3),  si  Ton  remarque  qi. 
partant  du  point  B  on  arrive  au  même  point  M ,  soit  en  j 
courant  la  distance  y,  soit  en  parcourant  successivement 
distances  d  et  x, 

106.  Pour  achever  de  familiariser  les  élèves  avec  Vxm 
prétation  des  quantités  positives  ou  négatives  «  nous  ail 
faire  encore  quelques  applications  de  ces  formules.  Sup 
sons  la  distance  BA  égale  à  1 2  o  mètres ,  c'est-à-dire  d  ==  1 

r  Les  m^ilco  marchent  tous  deux  de  gauche  à  dro 
le  premiet  «véc  une  vitesse  de  6  mètres  par  seomide  4 
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JnixièDie  avec  une  vitesse  de  lo  mètres.  On  fera  a  =  +  6, 
i=  -f  10 ,  ce  qui  donne 

f=:-^5o,       x=i8o,       y  =  3oo. 

Aina,  la  rencontre  aura  lieu  après  3o  secondes,  à  droite, 
et  à  i8o  mètres  du  point  A.  C'est  le  cas  que  nous  avons 
exanÛDé  d'abord. 

8*  Les  mobiles  marchent  tous  deux  de  gauche  à  droite  ; 
le  premier  avec  une  vitesse  de  6  mètres  par  seconde ,  le 
deuxième  avec  une  vitesse  de  4  mètres.  On  fera  a  =  -f  6 , 
1=  -f  4  *  ce  qui  donne 

lao 

t  = =  —  6o ,      X  ==  —  36o ,      y  =  —  240* 

lins  la  rencontre  a  eu  lieu  il  y  a  60  secondes,  à  gauche,  et 
iî4o  mètres  du  point  B.  On  voit  en  effet  que  le  premier 
oounier  allant  plus  vite  que  le  deuxième  a  dû  le  dépasser 
01  un  certain  point  situé  à  gauche  du  point  B. 

S*  Le  premier  mobile  marche  de  droite  à  gauche  avec 
oœ  yitesse  de  3  mètres  par  seconde ,  le  deuxième  marche 
de  gauche  à  droite  avec  une  vitesse  de  5  mètres.  On  fera 
«= — 3,6=  +  5,cequi  donne 

t=i5,      x  =  —  45  i      .V  =  75. 

Ain» ,  la  rencontre  aura  lieu  entre  les  points  A  et  B  ;  ce  qui 
C8t  évident  à  priori^  puisque  les  deux  mobiles  marchent  à 
Il  rencontre  l'un  de  l'autre. 

107.  Remarque  IL  Les  exemples  précédents  montrent 
combien  U  est  utile  de  représenter  par  les  mêmes  lettres 
des  quantités  tantôt  positives,  tantôt  négatives,  suivant  les 
fiffirents  cas  de  la  question  que  Ton  traite.  Cette  extension 
donnée  à  la  signification  des  lettres  ne  changent  rien  au 
laicanisme  des  opérations  algébriques  ni  aux  transforma- 
tioQs  servant  à  la  résolution  des  équations.  Voici  comment 

on  peut  se  convûncre  de  cette  vérité  importante. 
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parcourt  sur  une  droite  successivement  plttëieurs  longueurs 
données.  On  demande  à  quelle  distance  il  se  trouve  finalement 
du  point  de  départ. 

La  question  présente  plusieurs  cas  différents,  suivant  que 
chacune  des  longueurs  est  parcourue  dans  un  sens  ou  dans 
Fautre.  Lorsque  toutes  les  longueurs  sont  parcourues  dans 
la  même  sens  à  la  suite  les  unes  des  autres,  elles  s'ajoutent 
évidemment;  si  donc  on  appelle  a,  6,  c,  d,  ces  diverses 
longueurs  que,  pour  préciser,  nous  supposerons  au  nombre 
de  quatre ,  et  x  la  distance  à  laquelle  le  mobile  se  trouve 
finalement  du  point  de  départ,  on  aura  la  formule 

Grâce  à  la  considération  des  quantités  positives  ou  négar 
tives,  cette  formule  peut  être  étendue  à  tous  les  autres  cas. 
En  effet,  soit  0  le  point  de  départ  du  mobile  sur  la  droite 
donnée  ;  imaginons  un  point  K  situé  très-loin  sur  la  gauclie» 
à  une  distance  arbitraire  très-grande  m  du  point  0 , 


K  ])  0  B  A        c 

et  supposons  pour  un  instant  que  l'on  compte  les  distances 
à  partir  de  ce  point  K.  Au  moment  où  le  mobile  part  du 
point  0 ,  il  est  à  là  distance  m  du  point  K  ;  il  parcourt  en- 
suite des  longueurs  données  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  ; 
il  est  clair  que  chaque  longueur  parcourue  de  gauche  à 
droite,  l'éloignant  du  point  K,  devra  être  ajoutée,  et  par 
conséquent  regardée  comme  positive ,  et  que  chaque  lon- 
gueur parcourue  en  sens  contraire ,  c'est-à-dire  de  droite  à 
gauche,  le  rapprochant  du  point  K,  devra  être  retranchée, 
et  par  conséquent  regardée  comme  négative.  Si  donc  on 
représente  par  les  lettres  a,  6,  c,  d,  les  longueurs  données, 
affectées  chacune  du  signe  -|-  ou  du  signe  — ,  suivant  qu'elle 
est  parcourue  de  gauche  à  droite  ou  en  sens  contndre,  on 
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fat  foniinto  générale 

qui  s'écrit  plus  simplement 

Lsnqne  le  polynteie  aura  une  valeur  positive,  la  distanceâ^v 
devant  èbte  ajoutée  à  m  »  sera  comptée  à  partir  du  point  0 
veis  la  droite  ;  lorscpie  le  polynôme  aura  une  valeiu*  néga- 
lîve»  la  distance  x,  devant  être  retranchée  de  m,  sera  comptée 
à  partir  du  point  0  vers  la  gauche. 

Su}qp06ons,  par  exemple,  que  le  mobile  parcoure  une 
première  longueur  OÂ  de  5  mètres  de  gauche  à  droite ,  une 
seconde  AB  de  3  mètres  en  sens  contraire,  une  troisième 
BG  de  4  mètres  de  gauche  à  droite ,  et  enfin  une  quatrième 
CD  de  8  mètres  en  sens  inverse  ;  affectant  chacune  d'elles 
du  signe  convenable ,  on  fera 

a=  +  5,      ô=— 3,      c==  +  4,      rf=— 8. 

La  formule  générale  indique  qu'il  faut  faire  la  somme 
algébrique  des  quantités  représentées  par  les  lettres 
a,  i,  c,  d;  or,  on  sait  que  l'addition  algébrique  consiste  à 
écrire  les  quantités  avec  leurs  signes;  on  aura  donc,  en 
remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs , 

ar=:5— 5  +  4  — 8  =  — a. 

Cette  valeur  —  2  signifie  qu'il  faut  de  la  distance  m  re- 
trancher 2  mètres;  ainsi  le  point  d'arrivée  D  sera  à  2  mètres 
du  point  de  départ  0  vers  la  gauche. 

102.  Problème  II.  On  connaît  Vâge  d'un  père  et  celui  de 
Mon  fiU^  et  ton  demande  à  quelle  époque  Vâge  du  père  sera 
ou  a  été  triple  de  Vâge  du  fils. 

Appelons  a  l'âge  actuel  du  père,  6  l'âge  du  fils,  le  rap- 

•  port  actuel  de  l'âge  du  père  à  l'âge  du  fils  est  ^.  On  sait 
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tité  négative ,  étant  une  quantité  à  retrancher,  donnera  on 
résultat  d'autant  plus  petit  que  sa  valeur  absolue  sera  phis 
grande.  Pour  fixer  les  idées ,  supposons  que  la  lettre  x  rè^ 
présente  le  résultat  des  opérations  d'un  négociatit  dans  le 
courant  de  la  journée  (n""  33)  ;  admettons  que  le  négociant 
ait  en  caisse ,  au  conunencement  de  la  joiunée,  une  sonime 
d'argent  suffisamment  grande  que  nous  désignerons  par  m. 
La  fortune  du  négociant  est  devenue  m  +  x.îl  peut  arriver 
que  la  somme  des  dépenses  égale  celles  des  recettes,  alors 
la  valeur  de  x  est  zéro ,  et  la  fortune  du  négociant  n'a  pas 
changé.  Si  la  valeur  de  x  est  positive ,  la  fortune  du  négo- 
ciant augmente  d'autant  plus  que  la  valeur  absolue  de  x  est 
plus  grande.  Si  la  valeur  de  x  est  négative ,  la  fortune  du 
négociant  diminue  d'autant  plus  que  la  valeur  absolue  de  x 
est  plus  grande.  Pour  abréger,  on  fait  abstraction  de  la 
fortune  primitive ,  et  l'on  considère  une  quantité  positive 
comme  plus  grande  que  zéro,  et  d'autant  plus  grande  que 
sa  valeur  absolue  est  plus  grande ,  une  quantité  négative 
comme  plus  petite  que  zéro,  et  d'autant  plus  petite  que  sa 
valeur  absolue  est  plus  grande.  Ainsi ,  on  dit  que  la  quan- 
tité—  1  est  plus  petite  que  o,  la  quantité  —  2  plus  petite 
que —  1,  la  quantité — 5  plus  petite  que — 2  ,*..  cela  signi- 
fie, je  le  répète,  que  m —  1  est  plus  petite  que  m,  m — 2 
plus  petite  que  m —  1,  m — 3  plus  petite  que  m  —  s  ,.•. 

Cette  comparaison  des  valeurs  relatives  n'est  pas  moins 
évidente  dans  l'échelle  des  températiu*es  marquées  par  le 
thermomètre  ;  les  nombres  positifs  indiquent  des  tempéra- 
tures supérieures  à  la  température  zéro  ;  les  nombres  néga- 
tifs des  températures  inférieures  ;  les  températures  —  1 , 
—  2 ,  —  3  f . . .  vont  en  s' abaissant  de  plus  en  plus. 

Il  en  est  de  môme  de  toutes  les  sortes  de  grandeurs 
su8cq;)tibles  d'être  comptées  dans  deux  sens  opposés.  Nous 
avoos  dé^noiné  (n''  lOi)  U  position  d'un  mobile  M  sur  une 
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àéiB  par  w  distance  à  un  point  fixe  0»  en  afiRsctant  du 
éffoê  +  les  distances  portées  vers  la  droite  et  du  signe  — 
lli  distances  poHâes  en  sens  eontnLire4  et  nous  avons  appelé 
X  cette  distance  affectée  du  signe  convenable.  Que  l'on 
imagine  maintenant  un  point  K  très-loin  vers  la  gauche ,  à 
une  distance  m  du  point  O,  et  que  l'on  compte  les  distances 
à  partir  de  ce  point  ;  la  position  du  mobile  sera  déterminée 
par  U  quantité  m  +  w.  Si  le  mobile ,  partant  du  point  0,  se 
iMOt  vers  la  droite  t  la  valeur  de  x  est  positive  et  va  en 
augmentant  de  même  que  la  distance  m  +  x  k  l'origine 
K.  Si  le  mobile  marche  vers  la  gauche,  la  valeur  de  x 
négative  et  ira  en  augmentant  en  valeur  absolue; 
maïs  la  ^Ustance  m  +  x  à  l'origine  fictive  K  ira  en  dimi- 
nuant. Faisant  abstraction  de  la  quantité  m ,  on  dira  que  la 
valeur  relative  de  x  augmente  dans  le  premier  cas ,  diminue 
dans  1b  second. 

OES  mÉGAUTÉS. 

100.  Les  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  sur  les 
^[alités  et  les  transformations  qui  en  résultent  (n"^  79 
à  82)  s'appliquent  liux  inégalités ,  sauf  quelques  légères 
viodifieations« 

1*  Une  inégalité  subsiste  si  à  ses  deux  membres  en 
ajoute  une  même  quantité,  ou  si  de  ses  deux  membres  on 
retranche  une  même  quantité. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  comparaison  des  va^ 
kors  relatives  des  quantités  positives  ou  négatives  donne 
à  ce  théorème  un  sens  tout  à  fait  général.  Soit  l'inégalité 

5>3; 

des  deux  membres  retranchons  7 ,  nous  aurotts 

—  s>— 4. 

U  en  résulte  que  l'on  peut  faire  passer  tiii  iêhÉe  d'un 
inembre  dans  l'antre  en  changeant  son  signe. 
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Mais  il  n'est  pas  permis  de  changer  les  signes  de  tous 
les  termes  d'ime  inégalité,  ou  du  moins,  si  on  le  fait,  il  faut 
changer  en  même  temps  le  sens  de  Tmégalité.  Soit  l'inégalité 

5>5; 

si  on  change  les  signes ,  on  écrira 

—  5<  — 3. 

2*  On  voit  aussi  que  l'inégalité  subsiste  si  on  multiplie 
ou  si  on  divise  les  deux  membres  par  un  même  nombre 
positif. 

Si  Ton  multipliait  ou  si  l'on  divisait  par  un  nombre  néga* 
tif ,  il  faudrait  avoir  soin  de  changer  le  sens  de  l'inégalité. 
Car  ceci  reviendrsdt  à  multiplier  par  un  nombre  positif  et  à 
changer  les  signes. 

Ces  diverses  transformations  permettent  de  résoudre  une 
inégalité  comme  nous  avons  résolu  une  équation.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  la  quantité  x  soit  assujettie  à  satis^ 
faire  à  la  condition 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  le  nombre  positif  24 

poiu*  faire  disparaître  les  dénominateurs,  cette  inégalité 

devient 

21X —  18  >  4  +  lOX. 

Si  madntenant  on  fait  passer  les  termes  inconnus  dans  le 
premier  membre ,  les  termes  connus  dans  le  second ,  on  a 

iia:>  aa, 

et ,  en  divisant  par  le  nombre  positif  1 1 , 

x>  2. 
Soit  encore  l'inégalité 

3a:  +  84>8a?~36, 
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En  faisant  passer  les  termes  connus  dans  le  premier  mem- 
bre ,  les  termes  inconnus  dans  le  second ,  on  a 

iao>5x^ 
ou 

5ar<iao, 

et ,  en  divisant  par  le  nombre  positif  5 , 

X  <  a4- 


CHAPITRE   III. 

DES   CAS   d'impossibilité  ET  D'iNDÉTERHINATIOIf. 


Des  cas  d*impossibilité. 

110.  Une  équation  du  premier  degré  à  une  inconnue»  par 

des  transformations  convenables,  peut  toujours  être  mise 

sous  la  forme 

ax  =  by 

les  lettres  a  et  6  désignant  des  quantités  connues  ;  d*où  Ton 

déduit 

a 

Ainsi  ime  équation  du  premier  degré  à  une  inconnue  admet 
en  général  ime  solution,  positive  ou  négative,  et  n'en  admet 
qu'une. 

Il  en  est  de  même  d'un  système  de  n  équations  du  pre- 
mier degré  à  n  inconnues  ;  car  nous  avons  vu  (n®  94)  qu'un 
pareil  système  peut  être  transfonmé  en  un  système  équi- 
valent de  n  équations  renfermant ,  la  première  les  n  in- 
connues, la  deuxième  n  —  i ,  la  troisième  n  —  2 ,  enfin 

la  dernière  une  seule  inconnue;  cette  dernière  équation 
donnera  en  général  pour  la  dernière  inconnue  une  valeur 
unique  et  déterminée ,  et ,  en  remontant  ensuite  de  proche 
en  proche ,  on  trouvera  aussi  pour  chacune  des  autres  in- 
connues une  valeur  unique  et  déterminée. 
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111.  Il  peut  arriver  qus  dans  Téquation 

aa:  =  6, 

à  laquelle  on  est  conduit  en  résolvant  un  système  d'équa- 
tions, le  coefficient  a  de  l'inconnue  soit  nul;  alors  la 
question  revient  à  trouver  un  nombre  qui ,  multiplié  par 
tèro,  donne  un  produit  égal  à  ft,  ce  qui  est  imposable  ;  car 
le  produit  d'une  quantité  quelconque  par  zéro  est  toujours 
égal  à  zéro.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  il  y  a  impossibilité  de  satis- 
faire à  l'équation  ou  au  système  d'équations  proposé. 
Exemples  : 

r  Trouver  un  nombre  qui  augmenté  de  son  sixième  et  de 
10,  et  diminué  de  sa  moitié,  égale  deux  fois  son  tiers  aug- 
menté de  8.  En  désignant  par  x  ce  nombre,  on  a  l'équation 

X  X  l  X  \ 

qui,  simplifiée,  devient 

7r+«o  =  — +  i6, 
oXa?  =  6. 
L'impossibilité  est  évidente.  Elle  se  manifeste  déjà  dans 
Féquatlon  précédente  :  car,  sî  Ton  retranche  -^  de  part  et 

d'autre ,  il  vient  i  o  =  1 6 ,  ce  qui  est  absiuxle.  Ainsi ,  il 
n'existe  aucun  nombre  satisfaisant  à  la  question. 

«•  Trouver  deux  nombres  tels  que  le  tiers  du  premier 
égale  la  moitié  du  second  moins  i ,  et  que  le  second  égale 
les  deux  tiers  du  premier  plus  6.  Si  l'on  appelle  ^  et  y 
ces  deux  nombres,  on  a  les  deux  équations 

HX 

y  =  y  +  6. 
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En  substituant  dans  la  première  la  valeur  de  y  donnée  ^ 
par  la  seconde ,  on  obtient  le  système  équivalent 

a  =  o. 

Il  n'existe  pas  de  nombres  satisfaisant  aux  conditions 
énoncées, 
â*»  Résoudre  les  deux  équations 

5a? — ay=io, 
6x  — 4y=i7. 
En  substituant  dans  la  seconde  la  valeur  de  y  tirée  de  la 
première ,  on  trouve 

5  =  0. 

Ainsi  il  n* existe  pas  de  nombres  satisfaisant  à  la  fois  aux 
deux  équations  proposées. 

L'impossibilité  se  manifeste  sur  les  équations  elle^ 
mêmes-,  en  effet,  si  Ton  multiplie  tous  les  termes  de  la 
première  par  2 ,  on  a  ; 

6a:— 4y  =  2o,  "j 

6a?  —  4y=i7*  • 

On  voit  que  les  deux  équations  sont  incampatitleê  ;  car 
les  premiers  membres  sont  les  mêmes  et  les  seconds  mem- 
bres diffèrent. 

112.  Du  symbole  ïinfini.  Revenons  à  Téquation 

et  supposons  que  la  valeur  du  coefficient  a  soit  très-petite  ; 
l'inconnue  x^  donnée  par  la  formule 

b 
a 

sera  très-grande  en  valeur  absolue,  et,  si  Ton  conçoit  que 
la  valeur  du  coefficient  a  diminue  jusqu'à  o*  la  valeur  de  x 
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augmentera  indéfiniment  et  deviendra  plus  grande  que 
toute  quantité  donnée.  Par  exemple,  si  l'on  donne  au 
coeffident  a  successivement  les  valeurs 


111 


10^       lOo'       1000*       loooo' 


le  quotient  x  prendra  les  valeurs  de  plus  en  plus  grandes 
lob,      icoiy      loooi^      looooi; 

Lorsqu'une  quantité  augmente  ainsi  de  manière  à  deve- 
nir plus  grande  que  toute  quantité  donnée,  on  dit  qu'elle 
devient  infinie  et  on  la  représente  par  le  signe  q»,  qui  a  la 
forme  d'un  huit  renversé. 

Quand  Fune  des  inconnues  d'un  problème  se  présente 
sous  cette  forme,  il  y  a  évidemment  impossibilité;  car  ce 
symbole  provient  de  ce  que ,  dans  une  équation  telle  que 
ox  =  6 ,  le  coefficient  a  de  l'inconnue  est  nul. 

Reprenons  le  problème  du  n"*  105 ,  dans  le  cas  où  les 
deux  mobiles  marchent  de  gauche  à  droite,  le  deuxième 
allant  plus  vite  que  le  premier.  Si  la  différence  des  vitesses 
6~a  est  très-petite,  les  formules  donneront  pour  les  in- 
couiu€3  des  valeurs  positives  très-grandes,  ce  qui  indique 
que  la  rencontre  aura  lieu  après  un  temps  très-long,  et  en 
on  point  trës-éloigné  vers  la  droite.  Et  en  effet,  le  deuxième 
mobile,  marchant  avec  une  vitesse  très-peu  supérieure  à 
celle  du  premier,  ne  l'atteindra  qu'après  un  temps  très- 
long.  Plus  la  différence  des  vitesses  sera  petite,  plus  le 
point  de  rencontre  sera  éloigné.  Enfin ,  quand  les  vitesses 
deviennent  égales,  le  point  de  rencontre  s'éloigne  à  l'infini; 
il  y  a  impossibilité  de  satisfaire  aux  équations  du  problème, 
et  en  effet,  les  deux  mobiles,  marchant  également  vite, 
lestent  toujours  à  la  même  distance  l'un  de  l'autre  et  ne  se 
leocontrent  jamais. 

Supposons  que  le  deuxième  courrier  marche  un  peu  moins 
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vite  que  le  premier,  les  formules  donnent  pour  les  incon- 
nues des  valeurs  négatives  très-grandes  en  valeur  absolue  ; 
ce  qui  indique  que  la  rencontriô  ft  eu  lieu  il  y  a  trts^long^ 
temps ,  en  un  point  situé  très-loin  vers  la  gauche.  Plus  la 
différence  a  —  b  des  vitesses  est  petite ,  plus  ce  point  de 
rencontre  est  éloigné.  Enfin ,  quand  cette  différence  devient 
nulle,  le  point  s*éloigne  à  TinGni  vers  la  gauche,  et  il  y  a 
impossibilité. 

113.  Remàbque  I.  Dans  les  question^  de  géôfnétrie,  le 
symbole  l'infini  indique  ordinairement  le  paralléliàtne  de 
deux  di'oites.  Proposoûs-nôud ,  par  exenfiple,  là  gestion 
suivante  : 


Étant  dônnii  deuù^  ctrettifiy  on  mine  ieuûi  rayonê  paréUHH 
AC,  fiDi  ûnjùint  Itmrs  ètitimUis  i  déterminer  lé  pokit  M  où 
lu  ûrûlte  CD  tentàntre  la  Kgnè  dti  ttntm. 

Appelons  d  et  6  le!»  rayons  de^  deux  cercles,  d  la  diëtatiee 
deà  centres  AB,  àè  la  distance  inconnue  AM.  Lés  triatlgl<^ 
semblables  MAC ,  MBD ,  donnent  la  proportion 

X      X  —  d 

d'où  l'on  déduit 

ud 

a  —  b 

Quand  la  différence  a  —  b  des  rayons  est  très-petite ,  la 
valeur  de  x  est  très-grande ,  et  le  point  M  très-éloigné. 
Si  cette  différence  diminue  jusqu'à  zéro,  le  point  Ms'< 
à  l'infini,  et  la  droite  CD  devient  parallèle  à  la  droite 
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On  voit  en  effet  que,  lorsque  les  cercles  sont  égaux,  la 
figure  ABDG  devient  un  parallélogramme. 

IIA.  Remarque  IL  Les  solutions  négatives  des  équations 
ne  sont  pas  toujours  admismbles  dans  la  résolution  des  proi- 
blêmes.  Souvent  la  question  est  de  telle  nature  que  les 
ioooonues  doivent  nécessairement  être  positives  ;  dans  ce 
ctti  si  Ton  trouve  pour  les  inconnues  des  valeurs  négatives, 
il  y  a  impossibilité.  Cette  circonstance  se  présente  dao^  la 
,  question  suivante  : 

Avec  deux  vins  qui  coûtent  dk  etb  le  litre^  former  d  litres 
iun  mélange  coûtant  c  le  litre. 

n  est  évident  à  priori  que  le  prix  c  de  chaque  litre  du 
mélaDge  doit  être  intermédiaire  entre  les  prix  ii  et  6  de 
chaque  Utre  des  deux  vins.  Appelons  a;  et  y  les  quantités 
des  deux  vins  qu*il  faut  mélanger,  nous  aurons  les  équar- 

fions  (n*  16), 

^+  y=  dy 
ax-\-bt/  =  cd; 
d'où  l'on  déduit 

^_d(c-b) 

d(a  —  c) 

La  nature  de  la  question  exige  évidemment  que  les  deux 
iDconnues  aient  des  valeurs  positives.  Nous  pouvons  tou- 
jours supposer  a  plus  grand  que  6,  c'est-ànlire  appeler 
premier  vin  le  plus  cher.  Dans  les  deux  formules,  le  déno- 
Dûnateur  étant  positif,  il  est  nécessaire  que  chacun  des  nu- 
mérateurs soit  positif,  ce  qui  aura  lieu  si  les  deux  conditions 

Ohj        c<a, 

sont  remplies.  Ainsi,  pour  que  la  question  admette  une  so- 
iolimi,  il  faut  que  le  prix  du  litre  du  mélange  soit  intenné- 
entre  les  prix  des  deux  vins. 
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Des  cas  d'indélerminalion. 


115.  Nous  avons  dit  que  l'équation  du  premier  degré  à 
une  inconnue  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

aâ?  =  i, 

et  nous  ayons  vu  que,  lorsque  le  coefficient  a  de  l'inconnue 
est  nul,  sans  que  le  second  membre  le  soit,  il  y  a  impossi- 
bilité. Supposons  maintenant  que  6  soit  nul  en  même  temps 
que  a,  l'équation  devient 

oXa:  =  o; 

il  s'agit  de  trouver  un  nombre  qui,  multiplié  par  zéro, 
donne  un  produit  égal  à  zéro  ;  tous  les  nombres  satisfont 
évidenmtient  à  l'équation,  qui  se  réduit  à  une  identité 
0  =  0,  et  la  valeur  de  l'inconnue  est  indéterminée*  Dans 
ce  cas,  la  formule  donne  pour  l'inconnue  un  symbole  de  la 

forme  - . 
o 

Exemples  : 

1»  Trouver  un  nombre  qui,  augmenté  de  son  sixième  et 
de  10,  et  diminué  de  sa  moitié,  égale  deux  fois  son  tiers 
augmenté  de  5.  Si  l'on  appelle  x  ce  nombre,  on  a  l'équation 

,    X    ,  X  (x  \ 

qui,  simplifiée,  se  réduit  à         r 

ax   .  ax    . 

y  +  10  = f-  10, 

ou 

0  X  X  =  o. 

Tous  les  nombres  satisfont  à  la  question.  11  y  a  indétermi- 
nation. 

a*  Trouver  deux  nombres  tels  que  le  tiers  du  premier 
égale  la  moitié  du  second,  moins  i ,  et  que  le  second  ^ale 
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les  deux  tiers  du  premier,  plus  a.  Si  Yqn  appelle  x  et  y  ces 
deux  nombres ,  on  a  les  deux  équations 

X      y 

5  =  1-'' 

Ed  substituant  dans  la  première  la  valeur  de  y  donnée  par 
h  seconde,  on  obtient  le  système  équivalent 

0:so, 

L'ime  des  équations  se  réduisant  à  une  identité,  on  n'a 
qu'une  équation  à  deux  inconnues  ;  on  peut  donner  à  l'une 
des  inconnues,  à  x  par  exemple,  une  valeur  arbitraire,  il  en 
résulte  pour  y  une  valeur  correspondante  ;  ainsi  Téquation 
admet  une  infinité  de  solutions,  et  il  y  a  encore  indétermi- 
Dation. 

3*  Résoudre  les  deux  équations 

Sx — ay=  10, 
6a: — ^y  =  2o. 

Si  Ton  multiplie  la  première  équation  par  a,  on  voit  qu'elle 
devient  exactement  la  même  que  la  seconde  ;  ainsi  les  deux 
équations  n'en  font  qu'une,  et  il  y  a  indétermination. 

4'  Dans  le  problème  des  deux  mobiles  (n""  io5),  si  l'on  a 

ih  fois  a  =  b.  d  =  o,  les  trois  formules  deviennent  —,  et 

o 

il  y  a  indétermination  ;  et  en  effet ,  les  deux  mobiles,  étant 

ensemble  et  marchant  avec  la  même  vitesse ,  ne  se  quitte- 

nmt  jamais. 

S*  Dans  le  problème  du  mélange  (n**  114)9  si  les  trois 
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■ 

quantités  a,  6,  c,  sont  égales,  les  deux  inconnues  se  pré* 

sentent  sous  la  forme  -,  et  les  deux  équations  du  problème 

n'en  font  qu'une  :  il  y  a  indétermination.  Et  en  effet ,  les 
prix  des  deux  vins  étant  les  mêmes ,  on  obtiendra  toujours 
un  mélange  de  ce  même  prix,  quelle  que  soit  la  proportion 
suivant  laquelle  on  mélauge  les  deux  vins. 

116.  Remabque.  Le  symbole  -  n'indique  pas  toujours 

l'indétermination.  Il  peut  arriver  qu'une  fraction  se  pré- 
sente sous  cette  forme,  parce  qu'il  y  a  au  numérateur  et  au 
dénominateur  un  même  facteur  algébrique  qui  devient  nul 
pour  certaines  valeurs  données  aux  lettres  ;  on  supprimera 
ce  facteur  commun,  afin  d'obtenir  la  valeur  d^  la  fraction. 

Exemples,  r  La  fraction  -^ =-  se  présente  sous  la 

forme  -,  quand  on  fait  x  =  i.  Mais  cette  fraction  peut 

s'écrire  ^7 ^,  et  si  Ton  supprime  le  facteur  commun 

o(x — 1)  ^^ 

X —  1,  on  voit  qu'elle  est  constamment  égale  à  ^. 

2*  La  fraction   ,        ,   devient  aussi  -,  quand  on  y  fut 

ôx  —  3  o  ^ 

a?  î=  1.  Cette  fraction  peut  s'écrire  --^ ^,  ^^"5~  ♦  ®° 

O  yX  ^~"  1  O 

supprimant  le  facteur  commun  x  —  1  ;  la  valeur  de  oetlt 
fraction  varie  quand  on  donne  à  x  différentes  valeurs  ;  pour 

(0=1,  elle  est  égale  à^. 

5 


2  (x  —  1  ^  '  o 

3*  La  fraction  77 4- prend  aussi  la  fomie-^ pour 

o  [x  —  I  )  o 


1. 
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Mais  si  l'on  supprime  le  facteur  commun  sb —  i ,  elle  se  ré- 
duit  à         — - ,  et  devient  nulle  pour  x  =  i . 

4*  La  fraction    .^  ,  prend  aussi  la  forme -pour  a?  =  i. 

Siron  supprime  |e  £su^teur  commun  x —  i,  elle  se  réduit  à 


9 


ôlx— l) 


,  et  devient  infinie  pour  x=  i. 


•('«• 


CHAPITRE  IV. 

FORMULES  GÉNÉRALES  POUR  LA  RÉSOLUTION  DE  DEUX 
ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  DEUX  INCONNUES. 


117.  Deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues 
peuvent  toujours  être  mises  sous  la  forme 

(i)  ax+by  =  Cj 

(a)  o^x  +  b'y=c\ 

les  lettre  a,  6,  c,  a\  b\  c\  désignant  des  quantités  connues , 
positives  ou  négatives. 
Si  de  la  première  équation  on  tire  la  valeur  de  x, 

(3)  X  =  — — , 

et  qu'on  la  substitue  dans  la  seconde,  on  obtient  l'équation 

a 
qui  se  réduit  à 

(4)  {aV  —  ba')y  =  ac'  —  ca', 

et  d'où  l'on  déduit 

,^.  ùc'  —  ca' 

En  portant  cette  valeur  dans  celle  de  «,  et  simpUfiiktt 

on  trouve 

cb'—bd 

Telles  sont  les  formules  générales  au  moyen  desqneUes 
on  peut  résoudre  immédiatement  un  système  quelconque 
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de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues. 
Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

Sx—  3y  =  9, 

OD  fera  a  =  5,  6  =  —  3,  a'  =  7,  6'=ii,  c  =  9,  0*  =  4^, 
elles  formules  donneront 

x  =  3,  y=a, 

118.  Remarque  h  U  est  facile  de  se  rappeler  la  compo- 

stioD  des  formules 

_cb'—bc' 

ad — ca' 

*  ■"  Ob'— M' 

([ne  nous  venons  de  trouver. 

Le  dénominateur  est  le  même.  Les  deux  lettres  a  et  &, 
coefficients  des  inconnues,  peuvent  être  disposées  suivant 
les  deux  ordres  ab  ou  6a  ;  séparons  ces  deux  expressions 
par  le  signe — ,  et  accentuons  la  seconde  lettre  dans  cba- 
cuoe  d'elles,  nous  formerons  le  dénominateur 

ah'  —  ba\ 

Si,  dans  ce  dénominateur,  nous  remplaçons  les  deux 
coefficients  a  et  a!  de  l'inconnue  x  par  les  seconds  membres 
e  et  (f  des  deux  équations ,  nous  formerons  le  premier 
munérateur  cV  —  6c'.  Si ,  dans  le  dénonûnateur,  nous  rem- 
plaçons de  même  les  coefficients  6  et  6'  de  l'inconnue  y 
par  les  seconds  membres  c  et  c',  nous  formerons  le  second 
flùnérateur  oc'  —  ca\ 

Ih  générai,  on  obtient  le  numérateur  d'une  inconnue 
([QèlconqQe  en  remplaçant  dans  le  dénominateur  les  coef- 
ficients de  cette  inconnue  par  les  seconds  membres  cor- 
re^ndants. 

110.  Remarque  IL  Les  deux  formules  ont  entre  elles 
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^ne  analogie  qu'il  est  bon  de  remarquer  et  qui  permet  de 
déduire  Tune  de  l'autre.  A  l'inspection  des  deux  équations 
proposées ,  nous  voyons  que  la  lettre  a  se  rapporte  kx^  de 
même  que  h  k  y.  Si ,  dans  ces  équations ,  on  permute  les 
lettres  x  et  y  t  a  et  b  (c'est-à-dire  si  l'on  remplace  x  par  y  el 
y  par  x,  a  par  6  et  6  par  a) ,  les  deux  équations  deviennent 

by  -{-  ax  z=ic  y 
b'y  +  a!x  =  c\ 

et  ne  changent  pas.  Concevons  que  l'on  répète  sur  ces  der-^ 
nières  les  calculs  faits  précédemment,  il  suffira  évidem- 
ment d'effectuer  la  même  permutation  dans  les  résultats. 
Ainsi ,  au  lieu  d'arriver  à  la  valeur  de  y,  on  arrivera  à  celle 
de  X  ;  donc ,  si  dans  la  formule  (5) ,  on  effectue  la  permu- 
tation ,  on  aura 

bd—cb' 

6o'— fl*'* 

OU  4  en  thangeant  les  sigtiés  du  numérateur  et  du  déno^ 
minateur. 

Cette  valeur  de  «  patisfait  au  nouveau  syatème  d'équations, 
et  par  cousôquônt  au  système  proposé  qui  est  le  mémo* 

Appliquons  enoore  ces  considérations  de  symétrie  aoi: 
deux  équations 

ax  +  by  =  cd  f 

auxquelles  on  est  conduit  en  résolvant  le  prpUifM  du 
D""  11&.  Si,  de  la  seooudet  on  retranoh^  le  premi^,  mul- 
tipliée par  6,  on  trouve 

d'où 

d(c  —  b) 


x  = 


tf-u-6 
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On  voit  que  les  équations  ne  changent  pas  quand  on  y  per- 
mute les  lettres  x  et  y,  a  et  6  ;  en  effectuant  la  permutation 
dans  la  valeur  de  a; ,  on  aura  donc  immédiatement 

d{c  —  g) d{a  —  c) 

^~    b  —  a   ~    a  — h   ' 

Soient  encore  les  deux  équations 

(uc  +  by  =  c, 

te+a'y=c. 

Ed  appliquant  les  deux  formules  générales,  on  trouve 

aa'—b*'        ^~  aa'—b*' 

11  y  a  encore  ici  une  certaine  symétrie.  Car,  si  Ton  per- 
mute X  et  y,  a  et  a\  les  équations  deviennent 

ày^bx=c^ 
by  +  axz=c, 

la  première  est  devenue  la  seconde,  la  seconde  la  première, 
mais  le  système  n'a  pas  changé.  Si  donc  on  effectue  dans 
la  valeur  de  x  la  même  permutation ,  on  trouvera  y. 

Discussion. 

120.  On  appelle  discussion  en  algèbre  l'examen  des  dif- 
férents cas  que  peut  présenter  une  question.  Nous  avons 
îtsoln  les  deux  équations  générales  du  second  degré 

(0  ax  +  by  =  c, 

(a)  a!x  +  b'y  =  <f; 

noua  allons  examiner  maintenant  les  principales  circon- 
stances qui  se  rencontrent  dans  les  valeurs  des  inconnues. 

SI  les  quatre  coefficients  a,  a',  6,  b\  des  inconnues  sont 
nak  en  même  temps ,  et  si  les  deux  seconds  membres  c  et 
f!  ne  sont  pas  nuls ,  il  y  a  évidemment  impossibilité.  Hais 
si  les  deux  seconds  membres  sont  aussi  nuk,  les  deux  équa- 
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lions  se  réduisent  à  deux  identités  et  il  y  a  indétermination 
complète  ;  car  il  est  clair  que  Ton  peut  donner  aux  inconnues 
des  valeurs  arbitraires  et  indépendantes  l'une  de  l'autre. 

Ce  cas  très-exceptionnel  étant  écarté,  supposons  que  l'un 
au  moins  des  çoei&cients ,  a  par  exemple ,  ne  soit  pas  nul. 
On  peut  tirer  de  la  première  équation  la  valeur  de  x 
comme  nous  l'avons  fait;  car  il  est  permis  de  diviser  par  le 
nombre  a ,  qui  n'est  ni  nul  ni  infini  ;  en  substituant  dans  la 
seconde,  et  en  multipliant  par  le  nombre  a,  ce  qui  est  éga- 
lement permis,  on  remplace  le  système  proposé  par  le  sys- 
tème équivalent  des  équations  (3)  et  (4)  « 

(3)  -=^^ 

(4)  {ab'  —  M)y  =  Qc'—ca'. 

La  discussion  est  ramenée  ainsi  à  celle  de  l'équation  (4) 
qui  ne  contient  qu'une  inconnue. 

1**  En  général  le  coefficient  ab*  —  ba!  n'est  pas  nul  ;  dans 
ce  cas,  l'équation  (4)  donne  pour  y  une  valeur  finie  et 
déterminée;  en  la  portant  dans  l'équation  (3),  on  trou- 
vera aussi  pour  x  une  valeur  finie  et  déterminée.  Ainsi 
lorsque  le  dénominateur  ab' — ba'  n*est  pas  nul,  le  syi- 
lime  des  deux  équations  proposées  admet  une  solution  et  une 
seule. 

2"^  Si  la  quantité  ab' — 6a'  est  nulle  sans  que  la  quantité 
ac*  —  ca'  le  soit,  l'équation  (4)  est  impossible,  et  par  consé- 
quent les  équations  proposées  sont  incompatibles.  Dans  ce 
cas,  la  valeur  de  y  se  présente  sous  la  forme  o^. 

Ceci  aurait  lieu  de  la  même  manière,  si,  le  dénominateur 
a6'— 6a'  étant  nul,  l'autre  numérateur  cb' — 6c'  ne  l'était 
pas  ;  car,  alors,  l'un  des  deux  coefficiens  6  et  6'  au  moins 
ne  serait  pas  nul  ;  on  pourrait  tirer  de  l'une  des  deux  équa- 
tions proposées  la  valeur  de  y  et  la  substituer  dans  l'autre, 
ce  qui  conduirait  à  l'équation  impossible 
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[(iA'-~bd)x=cb'  —  bc'. 

AÎDsi  fnofid  U  dénominateur  ab' — ba'  e$t  nul,  ei  que  fun 
ai  moRéralettfi  ns  fe$t  pas^  il  y  a  impoisibilUi. 

3*  Si  les  deux  quantités  aV —  6a'  et  acf  —  ca*  sont  nulles 
CD  même  temps,  a  q' étant  pas  nulle,  l'équation  (4)  devient 
vue  identité,  et  les  deux  équations  proposées  se  réduisent  à 
meseole,  l'équation  (5).  U  y  a  indétermination  ;  on  peut 
donner  à  y  des  valeurs  arbitraires  ;  il  en  résulte  pour  x  des 
nlenis  correspondantes. 

Ceci  arrivera  toutes  les  fois  que  les  deux  numérateurs 
aeront  nuls  en  même  temps  que  le  dénominateur,  l'un  au 
mmns  des  quatre  coefiBcients  des  inconnues  étant  différent 
de  léro  -,  car  on  pourra  toujours  effectuer  la  résolution  en 
divisant  et  multipUant  par  ce  coefficient  différent  de  zéro, 
ce  qui  conduira  à  deux  équations  de  la  forme  (3)  et  (4)f 
doDt  une  se  réduira  à  une  identité. 

Ainsi  quand,  l'un  au  moins  des  quatre  coefficients  des 
inocmmies  étant  différent  de  zéro,  les  deux  numérateurs  sont 
Mb  en  mime  temps  qtie  le  dénominateur  y  il  y  a  inditermi- 
uUon^  et  les  deux  équations  n'en  font  qu*une. 

Tels  sont  les  trois  cas  principaux  qui  se  présentent  dans 
hrésolation  de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux  in- 
omuraes. 

121.  En  général,  quand  l'un  des  numérateurs  est  nul  en 
ofime  temps  que  le  dénominateur,  l'autre  est  aussi  nul.  En 

ha! 

eiet,tt  de  réalité  àb' — 6a'  =  o,  on  tire  6'=  —et que  l'on 

i  a 

substitue  dans  l'expression  cV  —  bc\  on  a 

cb'—b€'=—  —bc'=  -  [ca'  —  Qc'l 
a  a^ 

! 

oa 

a{etf^bc)  =  '-^b(ac!  —  ca'). 
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Lorsque  le  second  numérateur  sera  nul,  le  premier  le  sera 
aussi,  à  moins  que  le  coeiEcient  a  ne  soit  nul. 

Remarquons  que,  dans  le  cas  très-exceptionnel  où  les 
quatre  coefllcients  des  inconnues  sont  nuls,  sans  que  les 
seconds  membres  le  soient,  les  valeurs  données  par  les  for- 
mules se  présentent  toutes  deux  sous  la  forme  - ,  et  ce- 
pendant il  n*y  a  pas  indétermination,  il  y  a  au  contraire  im- 
possibilité. 

EXERCICES. 

Questions  résolues. 

Question  L  On  conhalt  les  poids  ipéûifiques  de  deux  mè- 
taux  eî  Von  demande  dans  quelU  proportion  il  faut  les  wU^ 
langer  pour  obtenir  un  alliage  ayant  un  poids  spécifique 
donné. 

On  sait  que  le  poids  spécifique  d'un  corps  est  le  rapport 
du  poids  d'un  volume  quelconque  de  ce  corps  au  pends  d'un 
égal  volume  d*eau.  En  d'autres  termes,  si  Ton  prend  pour 
unité  de  volume  le  décimètre  cube,  et  pour  unité  de  poids 
te  kilogramme,  comme  on  fedt  ordinairement  dans  les  arts, 
on  peut  dire  que  le  poids  spécifique  d'un  corps  est  le  poids 
en  kilogrammes  d'un  décimètre  cube  de  ce  corps.  D*nn 
autre  côté  on  exprime  la  composition  d'un  alliage,  en  disant 
quel  poids  de  chaque  métal  entre  dans  un  kilogranixne 
d'alliage. 

Représentons  par  a  et  6  les  poids  spécifiques  des  deux 
métaux,  par  c  celui  de  l'alliage  ;  et  désignons  par  x  et  y  les 
poids  de  ces  deux  métaiix  qui  entrent  dans  im  kilogramme 
d'alliage.  On  aura  d'abord  l'équation 

Cherchons  maintenant  le  poids  spécifique  de  Falliage, 
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comme  si  la  composition  en  était  connue,  et  exprimons 
qn*il  est  bien  égal  à  c,  nous  aurons  la  seconde  équation 
du  problème.  Le  poids  d'un  corps  est  égal  à  son  volume 
multiplié  par  le  poids  spécifique,  et  réciproquement  le 
\'otame  d'un  corps  est  égal  à  son  poids  divisé  par  le  poids 
ipécifique.  Dans  un  kilogramme  d'alliage  il  entre  des  poids 
X  et  y  des  deux  métaux,  les  volumes  occupés  par  ces  deux 

pmds  8oat  exprimés  par  -  et  ^  ;  et  le  volume  d'un  kilo- 

graimne  d'alliage  est  égal  à  leur  somme  -  +  ^ ,  en  suppo- 
sant toutefois  que  dans  l'alliage  des  deux  métaux ,  il  n*y 
ât  Di  contraction  ni  dilatation.  Le  poids  spécifique  de  l'al- 
liage, étant  égal  à  son  poids  divisé  pai*  son  volume,  sera 


X         X 


Mail  ce  poîda  spécifique  doit  être  égal  à  c  ;  on  a  donc 
Féquation 


1 


S  Ton  multiplie  pai*  le  dénominatem*  -  +  £  »  cette  équa- 


X  ,   y 

\^\VC  p<U'  VQ  UClJUlJJllJcilClU 

tion  devient 


OQ 


ex    ,   eu 


bcx-\-acy=^tib. 
Ainsi  les  deux  équations  du  problème  sont 
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On  en  déduit 

a(c  —  b)  b{a  —  c) 

^—c{a  —  by       ^-^cia  —  bY 

La  nature  de  la  question  exige  que  les  deux  inconnues 
aient  des  valeurs  positives.  Soit  a  >  6^  il  faudra,  pour  que 
le  problème  soit  possible,  que  Ton  ait  o  (  et  c  <  a,  c'eat- 
*  à-dire  que  le  poids  spécifique  de  l'alliage  soit  intermédiaire 
entre  les  poids  spéciCques  des  deux  métaux,  ce  qui  est  évi- 
dent d  priori. 

Le  problème  de  la  couronne  de  Hiéron  (n^  18)  est  une 
application  des  formules  précédentes.  Le  poids  spécifique 
de  l'or  est  19,26,  celui  de  l'argent  10,47*  ^^  couronne  perd 
dans  l'eau  467  grammes,  c'est  le  poids  d'un  égal  volume 
d'eau;  donc  le  poids  spécifique  de  la  couronne  égale 

Z^=  16,98.  On  fera 
407 

0=19,36,       &=  10^47^       0=15,98. 

Question  IL  Résoudre  le  système  des  trois  équations 

(1)  j:+y  +  z=i, 

(a)  aX'\'by-\-cz  =  ky 

(3)  û«x  +  b'y  +  c'z  =  k\ 

Si  de  la  seconde  on  retranche  la  première  multipliée 
par  c,  on  a  ' 

(4)  (a^c)x  +  (b  —  c)y  =  k  —  c. 

Si  de  la  troisième  on  retranche  la  seconde  multipliée  par 
c,  on  a  de  même 

(5)  a(a  —  c)X'^b{b—c)y  =  k{k  —  c). 

Retranchons  de  Téquation  (5)  l'équation  (4)  multipliée 
par  6,  il  vient 

[a—b)(a—c)x  =  (k  —  b)(k—c); 
(k-b)(k-c) 
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Une  fois  qu'on  a  trouvé  la  valeur  de  l'une  des  inconnues, 

3  est  &cile  d'en  déduire  les  autres  par  des  considérations 

de  symétrie.  On  remarque,  en  effet,  que  les  équations  pro- 

fortes  ne  changent  pas  lorsqu'on  permute  les  deux  lettres 

s  et  f,  a  et  6. 1%  donc  on  effectue  cette  permutation  dans  la 

tmufe  précédente,  on  obtiendra  la  valeur  de  y , 

ik-a){k-c) 
y      [b-a)[b-cY 

De  même,  les  équations  ne  changent  pas  lorsqu'on  per- 
nrteles  deux  lettres  y  et  z,  &  et  c.  Si  donc,  dans  la  valeur 
ie],  on  effectue  cette  permutation,  on  aura  la  valeur  de  z 

(k-a)[k-b) 
'-(c-û)(c-é)- 


Question  III.  Résoudre  le  système  des  quatre  équations 

ax  +  6y  +  «  +  du  =  i , 
€?x  +  Vy  +  c*«  +  d}u  =  A* , 
a^x  +  Vy  +  c'z  +  d}u  =  *•. 

Si  de  chacune  de  ces  équations,  on  retranche  la  précé- 
<ieDte  multipliée  par  d,  on  obtient  les  trois  équations 

{a—d)x  +  lb—d)y  +  {c  —  d)z=k—d, 
a[à  —  d)x  +  b(b—d)y  +  c(c  —  d)z  =  k(k-'d), 
(f{a  —  d)x  +  l^(b—d)y  +  c^c  —  d)z  =  k'(k—d). 

Opérant  de  la  même  manière  sur  ces  trois  équations,  re- 
tranchons de  chacune  d'elles  la  précédente  multipliée  par  c, 
ooQs  obtiendrons  les  deux  équations 

[a-c)(a-d)x+(b-c)(b-d)y  =  {k-c){k-d), 
a(a—c)(a^d)x  +  b[b—c)(b  —  d)y  =  k(k  —  c)(k—d). 

Si  enfin  de  la  dernière  nous  retranchons  la  précédente  mul- 
tipUée  par  fr,  nous  aurons 

(a— 4)(a  — c)(a--c/)arî=±(jfc  — i)(JL-  — fr)(A— (/)f 

10 
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d'où 

(k-b){k-dHk-d^ 

En  permutant  les  lettres  4  et  b,  puis  les  lettres  b  et  Cf 
puis  c  et  dj  pn  en  déduit  la  valeur  des  autres  inconnues 

y-(i_a)(j_c)(é_rf)' 
_(A-a)(^-i)(^-^d) 

'— (c_a)(c— é)(c  — rf)' 
(*.^a)(ft-6)(*-g) 
{rf-.a){rf~*)  (</—«)• 

Question  IV.  Résoudre  le  système  des  trois  équations 

h  ,e 

î  +  ^  =  *, 

a    ,6 

y     X 

On  considérera  dans  ces  trois  équations  les  quantités 

-,  -,  -  connue  étant  les  inconnues.  En  multipliant  la  pre- 
ce  y   Si 

raière  équation  par  a,  la  seconde  par  6,  la  troisième  par  c, 

ajoutant  les  deux  dernières  en  retranchant  la  première ,  on 

trouve 

X 

d'où 

Si  Ton  permute  les  lettres  ai  et  y,  a  et  6 ,  on  remarque 
que  la  première  équatiou  devient  la  seconda  •  la  second^  la 
première,  et  que  la  troisième  reste  la  même  ;  dope  le  système 
des  trois  équations  ne  change  pas.  Il  en  résulte  que  si,  dans 
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la  valeur  de  x,  on  effectue  cette  permutation ,  on  aura  la 
valeur  de  y 

y  2ac 

De  même,  A  Yon  permute  les  lettres  y  et  x,  b  ai  e^la. 
deudëme  équation  devient  la  troisième ,  la  troisième  la  se- 
conde ,  et  la  première  reste  la  même  ;  le  système  ne  change 
pas.  De  la  valeur  de  y  «  on  déduira  donc  celle  de  z  par  la 
permutation  indiquée ,  ce  qui  donne 

z  aab 


CHAPITRE  r. 

POHMUtES  GÉNÉRALES  POUR  LÀ  RÉSOLUTION  DE  TROIS  ÉQUATI4 
DU  PREMIER  DEGRÉ  A  TROIS  INCONNUES. 


122.  Trois  équations  du  premier  degré  à  trois  inconn 
peuvent  toujours  être  mises  sous  la  forme 

(i)  iMî  +  éy  +  ci  =  d, 

(a)  a'x  +  Vy  +  dz  =  d', 

(3)  a^x  +  fy  +  ez  =  d\ 

Nous  résoudrons  ces  trois  équations  par  une  méth 
plus  rapide  et  plus  élégante  que  la  méthode  de  substitut! 
Multiplions  les  deux  premières  équations  par  deux  quant 
indétenmnées  tu  et  n;  ajoutons  ces  deux  équations  et 
tranchons  la  troisième,  nous  aurons 

(4)  (am  +  cln  —  or)x  +  (bm^Vn—b'')y 
+  (m  +  c'n  — c")«  =  dm  +  c/'n— d". 

Les  deux  multiplicateurs  tu  et  n  étant  arbitraires , 
peut  en  disposer  de  manière  à  annuler  deux  coefTicic 
de  l'équation  (4),  par  exemple  les  coefficients  de  y  et  d( 
Posons  donc 

(5)  im  +  6'n=4", 

(6)  cm+c'n  =  c\ 

l'équation  (4)  devient 

(am  +  dn  —a")  a?  =  dm  +  d!n  —  d"; 
d'où 

d^  +  rf'n  — d" 


(7)  •        a:  = 


om  +  fl'n  —  a 


^' 
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Des  deux  équations  (5)  et  (6),  résolues  au  moyen  des 
fonnules  générales,  on  déduit 


cV  —  bY  M*—ch" 


fn=''T—. r7-«      n  = 


r  >      '•  —  lJ      Ztjy 


M  —  cb'  '  bc'—cb 

en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (7) ,  et  multi- 
pliant le  numérateur  et  le  dénominateur  par  6c'  —  ch\  on  a 

_  d[éb''—  Vc")  +  d\bd'—  cb")  —  d'^ihd—  eb') 
^  ~  c^db"—  b^c")  +  a'(bc"—  cb")  —  a'ibt/  —  cV)  ' 

Changeons  les  signes  du  numérateur  et  du  dénominateur, 
la  valeur  de  x  s'écrit 

_  d{bfc''—(/b'')  +  d'icb^—bc")  +  d^jbtf—cbj 
^  ■"  a(b'(/'—  c'b'')  +  a'icb"—  bc")  +  a\bc'—  cb]{ 

et,  en  développant  les  calculs, 

,g.  _  dbY—  d(/b''+  cdV—  bd'c"+  bc'd"—  cb'd" 

'        ^~  ab'c''—ac'b''+ca'b''—baY+  bdaT—cUa"* 

123.  Remarque  I.  On  pourrait  calculer  de  la  même  ma- 
nière les  valeurs  de  y  et  de  js.  Mais  il  est  plus  simple  de  les 

déduire  de  celle  de  x  par  des  considé- 
rations de  symétrie.  Sur  un  cercle ,  et 
aux  sommets  d'un  triangle  équilatéral 
inscrit,  plaçons  les  trois  lettres  a?,  y,  z, 
ainsi  que  les  trois  lettres  a,  6,  c;  ima- 
ginons ensuite  que  le  cercle  tourne  au- 
tour de  son  centre  dans  un  sens  conve- 
nable d'un  tiers  de  circonférence,  la  lettre  y  prendra  la  place 
de  X,  z  celle  de  y,  x  celle  de  2;  de  même  les  lettres  6,  c ,  a , 
prendront  la  place  des  lettres  a ,  6 ,  c.  Ce  changement  dans 
Tordre  des  lettres  s'appelle  une  permutation  circulaire. 

Si  l'on  opère  une  semblable  permutation  sur  les  équa- 
tions proposées,  elles  deviennent 
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6y  +  C2  +  ax  =  d, 
yy  +  c'z  +  a'a?  =  d', 

et  ne  changent  pas  ;  les  valeurs  des  inconnues  restent  donc 
les  mêmes.  Or,  si  l'on  effectue  la  permutation  circulaire  sur 
la  valeur  de  x  trouvée  précédemment,  on  obtient 

_  rfcV—  db'c"+  adV — cd!ci'  +  cdd!'—  add" 

Cette  valeur  de  y  satisfait  au  second  système  d'équations  et 
par  conséquent  au  système  proposé. 

Si  l'on  effectue  sur  le  second  système  d'équations  une 
nouvelle  permutation  circulaire ,  le  système  ne  change  pas, 
et  la  valeur  de  y  devient 

__  ddb'—  àVa:'^  bd'a"—  adV  +  aVd"—  ba'd" 
^* °'     ^  "^  caT — cb'a"  +  bc'a" — acV  +  abY  —  éaV  ' 

En  permutant  une  troisième  fois,  on  retrouverait  la  va- 
leur de  X  et  ainsi  de  suite. 

12i.  Remarque  IL  A  l'inspection  des  formules  (8),  (g) 
et  (lo),  on  reconnaît  que  le  dénominateur  est  le  même; 
l'ordre  des  termes  seulement  a  été  changé.  On  voit  aussi 
que  le  numérateur  de  x  se  déduit  du  dénominateur,  en  y 
remplaçant  les  coefficients  a ,  a\  a"  de  l'inconnue  x  par  lea 
seconds  membres  d,  d',  d".  Les  numérateurs  de  y  et  « 
s'obtiennent  de  la  même  manière.  Il  suffit  donc  de  savoir 
trouver  le  dénominateur. 

Nous  avons  formé  le  dénominateur  pour  deux  inconnues, 
en  écrivant  les  deux  permutations 

ab  f  —  ba 

des  deux  lettres  a  et  6,  et  affectant  la  seconde  du  signe  — . 
Dans  chacune  de  ces  permutations ,  mettons  la  troisième 
lettre  c  &  toutes  les  places ,  à  la  fin ,  au  milieu  et  au  com- 
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menoement ,  et  altenianft  leè  ftigoés ,  nous  obtiendrons  les 
itox  gfoapeï 

U  premier  termd  de  chaque  groupe  Ji  le  rigne  du  terme  qui 
fa  fourni. 

Écrivons  ce^  deux  groupes  l'un  à  la  suite  de  l'autre ,  et 
daos  chaque  terme  affectons  la  seconde  lettre  d'un  accent, 
la  troisième  de  deux  acoehts,  tious  aurons  aussi  le  dénomi- 
oateor  commun 

Diieuêsion. 

125.  Le  système  de  trois  équations  à  trois  inconnues 
présente  les  mêmes  cas  principaux  que  le  système  de  deux 
iqnatioiis  à  deux  inconnues.  Reprenons  les  trois  équations 

(i)  ax-^-by-l-cz^d, 

(j)  a'X'{'b'y  +  (/z  =  (r, 

(3)  a''ar  +  *''y  +  c'^2  =  (r. 

Écartons  le  cas  très-exceptionnel  où  les  neuf  coeificients 
des  inconnues  seraient  nuls  à  la  fois,  ce  qui  donnerait  l'im- 
possibilité  ou  Tindétermination  absolue ,  et  supposons  que 
l'im  de  ces  coefficients  au  moins,  par  exemple  a,  soit  diffé- 
rent de  ïéro.  Nous  pourrons  résoudre  la  prenûère  équation 
par  rapport  à  a?  et  substituer  dans  les  deux  autres  ;  nous 
transformons  le  système  proposé  en  un  système  équivalent 

if\  d  —  by  —  cz 

(4)  x= , 

(5)  [aV—hd)y-\-  {ad  —ca!)z  =  ad—dd , 

(6)  (aô"—  ba")  y  +  [acf'-^)  z  =  ad"—da\ 

Si  les  quatre  coefficients  des  équations  (5)  et  (6)  étaient 
nuls  à  la  fois,  il  y  aurait  impossibilité,  ou  indétermination, 
c'est44ire  réduction  à  une  seule  équation.  Ce  cas  excep- 
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tionnel  écarté ,  nous  supposerons  que  Tun  de  ces  quatre 
coefiicients ,  par  exemple  oft'  —  ba\  est  différent  de  zéro. 
Alors  nous  pouvons  résoudre  l'équation  (5)  par  rapport  à  y 
et  substituer  dans  l'équation  (6)  •  Nous  transformons  ûnâ  le    i 
second  système  en  un  système  équivalent 

,,.                             d  —  by — cz 
(4)  x  = J , 

^^^  y- 'M=rM ' 

(8)  Dz  =  A. 

Nous  représentons  par  D  le  dénominateur  des  formules,  et 
par  A  le  numérateur  de  z.  La  discussion  est  ramenée  encore 
à  celle  d'une  équation  à  une  inconnue. 

1*  En  général  le  dénominateur  D  n'est  pas  nul  ;  dans  ce 
cas,  l'équation  (8)  donne  pour  z  une  valeur  finie  et  déter- 
minée ,  et  l'on  déduira  des  équations  (7)  et  (4)  pour  y  et  s 
des  valeurs  finies  et  déterminées.  Ainsi ,  quand  le  dénomi- 
nateur D  n*est  pas  nuU  le  système  des  trois  équations  pro- 
posées admet  une  solution  et  n'en  admet  qu'une. 

u""  Si  le  dénominateur  D  est  nul  sans  que  le  numérateur 
A  le  soit,  il  y  a  impossibilité.  Et  ceci  aura  lieu  de  la  même 
manière  toutes  les  fois  que ,  D  étant  nul,  l'un  des  trois  nu- 
mérateurs au  moins  est  différent  de  zéro. 

S""  Si  le  numérateur  A  est  nul  en  même  temps  que  D,  il 
y  a  indétermination.  L^équation  (8)  devient  une  identité  et 
les  trois  équations  se  réduisent  à  deux. 

EXERGICIS  SUR   LE   LITRE  IL 

Question  L  Résoudre  le  système  des  trois  équations 

a^  +  4y  —  32  =  aa , 
4x  —  ay4-  52  =  18, 
6x+7y —   2  =  63. 
Mponse:  a?  =  5,     y  =  7,      2  =  4. 
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Question  IL  Résoudre  les  trois  équations 

3 
X 

«+-=1. 

Vfepo«e.-       x  =  -,      y  =  -,       ..  =  -. 
QcESTioif  m.  Résoudre  les  trois  équations 

î  +  ?f  +  --3i 

4  +  5  +  6""^^- 
Repense:       x=  la,      y  =  6o^      z  =  6o. 

Question  IV.  Résoudre  les  quatre  équations 

4p  — 3y  +  aM  =  9, 
aa:  +  65  =  28 , 
4m  — 2y=  14, 

3a:  +  4«*  =  2^- 
Riponu:      x  =  a,    y  =  3,    z  =  4,    w=5. 

Question  Y.  Résoudre  les  trois  équations* 

s  +  c(a:  +  y)  =  Y- 
(i  —  bc]%  +  o(c  —  i)P  +  a{b  —  i)y 


Réponse  :    jr  = 


1 — éc  —  ca  —  ab'\'^abc 
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Question  VL  Résoudre  les  trois  équations 


Réponse  : 


a;  +  ûy  +  a*«  +  a*  =  0 , 
x  +  by  +  b*z  +  b*=zo, 

a:*+  cy  +  c'js  +  c*  =  G. 

y  =  6c  +  ^û+û*> 


Question  VIL  Résoudre  les  quatre  équations 

«  +  ay  +  a"z  +  û*  Il  rh  ^  =  o  y 

^  +  *y  + 1'«  +  *'w  +  **  =  o, 
^  +  ^  +  ^'^  +  ^*^  +  ^*  =  o  ) 

X  +  rfy + ^*^+ rf*w  +  ^*=  o« 
Répanse  : 

z  =  aé  +  ^  +  û^  +  ^  +  *^  +  ^^> 
y  =  —  (abc  +  6cd  +  ^^^  +  dab), 

Question  VIII.  En  alliant  deux  lingots  d'argent  dans  des 
rapports  donnés,  on  a  formé  deux  nouveaux  lingots  dont 
les  titres  sont  connus.  Quels  sont  les  titres  des  deux  pre- 
miers lingots? 

En  appelant  a  et  i  —  a  les  poids  des  deux  lingots  qui 
entrent  dans  un  kilogramme  du  premier  alliage,  a'  et  1  — d 
les  poids  des  deux  lingots  qui  entrent  dans  un  kilogramme 
du  second  alliage,  6  et  6'  les  titres  des  deux  alliages,  tf  et  y 
les  titres  des  deux  lingots,  on  a  les  équations 

ûx  +  (i  — a)y  =  6, 

a'x  +  (i— û')y  =  6'; 
d'où  l'on  déduit 

^_[i-alb-[i-a)b' 
a  —  a 

ob'  —  bd 

x  = r* 

a  —  a 
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QcEsnoif  IX.  Connaissant  la  composition  et  les  prix  de 
trois  mélanges  formés  de  trois  substances  différentes,  trou- 
ver les  prix  de  ces  trois  substances. 

Question  X.  Trois  joueurs  conviennent  que  le  perdant 
dmiblera  Targent  des  deux  autres.  Ils  perdent  chacun  une 
partie,  et  à  la  fin  ils  ont  chacun  la  même  somme  a.  Combien 
cbacon  avait*il  au  commencement  ? 

^^^  8  ^  8  '  8 

Question  XI.  Même  question  étendue  à  un  nombre  quel- 
conque n  de  joueurs. 

Jtéponse: 

(  I  -f-  na»-*)a       (i  +  n2*"')a      (i  +  na"~')a 


a»         >  a*         ^  a* 


(i  +n)a 


^n  • 


Question  XII.  On  partage  une  certaine  somme  entre  plu- 
sieors  personnes  de  la  manière  suivante  :  la  première  prend 
nue  ^>i]ime  a  et  la  n'  partie  de  ce  qui  reste  ;  la  deuxième 
une  somme  aa  et  la  n'  partie  de  ce  qui  reste  ;  la  troisième 
une  somme  3a  et  la  n'  partie  de  ce  qui  reste,  et  ainsi  de 
suite.  D  se  trouve  à  la  fin  que  la  somme  d'argent  a  été  par- 
tagée exactement  et  que  toutes  les  parts  sont  égales.  On 
demande  quel  est  le  nombre  des  personnes  et  la  part  de 
chacune. 

Béponse  :  Le  nombre  des  personnes  est  n  —  i  ;  la  part  do 
chacun  a  (n —  i),  et  la  somme  totale  a  (n —  i)'. 

Question  XIII.  Un  tonneau  contient  a  litres  de  vin.  On 
tire  un  litre  que  l'on  remplace  par  un  litre  d'eau  ;  on  tire 
un  second  litre  que  Ton  remplace  par  un  litre  d'eau,  et  ainsi 
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de  suite.  Quelle  quantité  devin  contiendra  encore  le  tonneai 
après  n  opérations  de  ce  genre  ? 


Question  XIY.  Deux  vases  de  capacités  données  contîea-f 
nent  chacun  un  mélange  connu  d'eau  et  de  vin.  Quelle  ca- 
pacité doivent  avoir  deux  vases  égaux,  pour  que,  les  rem^  J 
plissant  à  la  fois,  l'un  dans  l'un  des  vases  donnés,  Fautn^ 
dans  l'autre,  et  versant  dans  chacun  d'eux  ce  qui  a  été  {m: 
dans  l'autre,  la  proportion  du  mélange  devienne  la  mëmej 
dans  les  deux  vases  7 

Question  XV.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  rectan-' 
gle  semblable  à  un  rectangle  donné. 

Question  XVI.  Dans  un  triangle  donné  inscrire  un  rec-  i 
tangle  de  périmètre  donné.  ( 
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ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ. 


CHAPITRE  PREMIER. 


CARRÉ     ET    RACINE     CARRÉE. 


Je  rappelle  d'abord  quelques  principes  qui  ont  déjà  été 
TDS  en  arithmétique  et  qui  nous  seront  utiles  par  la  suite. 

126.  Théorème  L  Lt  carré  d'un  hinbme  égale  le  carré  du 
[    premier  terme ,  plus  deux  fois  le  produit  du  premier  par  le 
eeeand,  plu$  le  carré  du  second. 

Si  l'on  multiplie  le  binôme  a  +  b  pSiT  lui-même  «  on 
trouve  en  effet 

{a  +  b)^  =  a*  +  2ab  +  bK 

Ainsi  le  carré  du  binôme  x — 3  est 

x" — ôx  +  o» 


Le  carré  du  binôme  a:  +  -  est 


a^  +  P->:  + 


/>' 


127.  Théorème  II.  On  élève  au  carré  le  produit  de  plusieurs 
faeieufê  en  élevant  chaque  facteur  séparément  au  carrée 
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Si  Ton  multiplie  le  produit  abc  par  lui-même,  d'après  la  ' 
règle  de  la  multiplication  des  monômes,  on  trouve  en  efiet  ' 

Corollaire.  On  élève  au  carré  un  montme  entier ^  en  éle- 
vant le  coefficient  au  carré  et  doublant  tûu$  le$  exposante. 
Soit,  par  exemple,  le  monôme  ya^b^c;  en  le  multipliant  par 
lui-même ,  on  a 

128.  Théorème  III.  Réciproquement  on  extrait  la  racine  ; 
carrée  d!un  produit  de  plusieun  facteun  en  extrayant  la 
racine  carrée  de  chaque  facteur  séparément. 

Soit  le  produit  cAe.  Je  dis  que 

\labc^=  \lasfbsfc. 

En  effet,  si  Ton  élève  le  second  membre  au  carré,  ce  qui  se 
fait  en  élevant  chaque  facteur  séparément  au  carré,  on  re- 
produit la  quantité  abc. 

129.  CoROiXAiRE  I.  On  extrait  la  racine  carrée  d*un  ma* 
nôme  entier  en  extrayant  la  racine  carrée  du  coefficient  et 
divisant  par  deux  tous  les  exposants.  Je  dis,  par  exemple,  que 

Car,  si  Ton  élève  le  second  membre  au  carré,  on  reproduit  , 
l^Qa%'c\ 

Pour  qu'un  monôme  entier  soit  carré  parfait ,  c'est-à- 
dire  pour  qu'il  existe  un  monôme  entier,  qui ,  élevé  an 
carré,  reproduise  le  monôme  proposé,  il  est  nécessaire  que 
son  coefficient  soit  un  nombre  carré  parfait  et  que  tous  ses 
exposants  soient  pairs. 

130.  Corollaire  IL  On  fait  sortir  du  signe  radical  un 
facteur  carré  parfait ,  en  en  prenant  la  racine  carrée.  Soit 
l'expression 

s/7b. 
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£o  extrayant  la  racine  de  chaque  facteur  séparément ,  on 
écrira 

Ced  permet  de  simplifier  les  expressions  irrationnelles, 
Sait  Texpression  irrationnelle 

On  remarque  que  la  quantité  placée  sous  le  signe  radical 
peut  être  décomposée  en  deux  facteurs 

dont  le  premier  est  carré  parfait.  Si  l'on  extrait  la  racine 
de  chacun  des  deux  facteurs  séparément,  on  a 

Réciproquement  on  introduit  un  facteur  sous  le  signe  ra-- 
dtcal  en  l*iîevant  au  carré.  Ainsi 

131.  Théorème  IV.  On  élève  une  fraction  au  carré ,  en  éle- 
vant séparément  au  carré  le  numérateur  et  le  dénominateur. 

Car,  si  Ton  multiplie  la  fraction  y  par  elle-même,  on  a 


1S2.  Théorème  V.  Réciproquement,  on  extrait  la  racine 
carrée  d'une  fraction  en  extrayant  séparément  la  racine  du 
mméraUur  et  du  dénominateur.  Ainsi 


/a_\/a 


Car,  si  l'on  élève  le  second  membre  au  carré ,  on  repro- 


duit la  fraction  r- 

b 


-  ..    I 


'•h^jli*' 
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Transformaiion  des  expreisUna  irrationnelles.  j 

i 

133.  On  simplifie  le  calcul  des  expressions  irrationnelles    ; 
en  transformant  ces  expressions  de  manière  à  rendre  le  dé- 
nominatew  rationnel.  Voici  quelques  exemples  de  sembla-    I 
blés  transformations  fréquemment  usitées  en  algèbre. 

av/5        »«>  * 

On  a  multiplié  par  v/5  les  deux  termes  de  la  fraction. 
»•  Soit  Texpression 

m 


Si  l'on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  par 

^  —  V^9  le  dénominateur,  étant  le  produit  de  la  somme 
de  deux  quantités  par  leur  différence ,  égale  la  différence 
a  -*-  6  de  leurs  carrés,  et  devient  rationnel.  On  a  donc 

m       __  m{\/a  —  v/*) 
On  a  de  même 

m        ^_  m(v/a  +  v^) 

en  multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  la 

somme  y/a+v^. 
Exemples  : 

av^-3v/ï     ■  a  V      T    V   1 

On  a  multiplié  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  la 
somme  av/S  +  Sy^S)  ce  qui  rend  le  dénominateur  ^al  à* 


i: 
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la  différence  des  carrés,  4x5  — 9x2  =  2o —  18=  2. 
On  a  supprimé  le  facteur  2  commun  au  numérateur  et  au 

dénominateur,  puis  on  a  multiplié  9^  +  5^  par  y^, 

ce  qui  donne  2^35  +  3/îî4;  car  v^xv^=\/5x7  = 

/55,  etde  même  ^Xv''7=  ^2x7  =/ï4* 
3*  Soit  rex{H:es8ion 

m 

^H"  v*  + v'^^ 

Si  Ton  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  la 

différence  (v^+  ^ï\ — ^c^  en  considérant  ^a+  /b  comme 
ne  formant  qu'un  seul  terme,  on  a 

m m(^+  v/ô  —  ^) fn{/a'\'  yjb  —  s/q 

V«  +  v*  +  V^         (v^+V^)  — ^         a-f-é — c+ayaÂ 

Cette  dernière  expression  ne  renferme  plus  qu'un  seul 
terme  irrationnel  à  son  dénominateur.  On  considérera 
a + 6 — c  comme  ne  formant  qu'un  terme  et  l'on  multipliera 

par  la  différence  {a^h—c)  — 2  sfâh;  l'expression  devient 
ainsi 

m[\Ja-\'  s/b —  y/c)  (q  +  ^  —  c  —  ay^flé)^ 
(a  +  6  — c)*  — 4a6  ^ 

le  dénominateur  est  rationnel. 


il 


CHAPITRE  IL 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  SEGONP  WGfiÊ 


RèsohUian  de  V  équation  9?=k. 

ISA.  Toute  équation  du  second  degré  à  une  ii 
peut  être  mise  sous  la  forme 

ax*  +  **  +  ^  =  ®^ 
dans  laquelle  x  désigne  l'inconnue ,  et  les  lettres  a  «  i 
quantités  connues.  Elle  contient  trois  termes,  un  àx 
d^ré  ax^,  un  du  premier  degré  &x,  et  un  terme  < 
Considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation  ne  r 
pas  de  terme  du  premier  degré.  Soit ,  par  exem] 
quation 

X*  =  35. 

Il  faut  trouver  une  quantité  qui,  élevée  au  carré ,  de 
Or  le  nonlbre  5,  élevé  au  carré,  donne  2  5  -,  que  l'oi 
ce  nombre  5  du  signe  +  ou  du  signe — ,  son  caj 
toujours  égal  à  25  ;  car  on  sait  que  le  carré  d'une  < 
négative  est  positif.  Ainsi  l'équation  admet  les  dei 
tiens  +  5  et  —  5,  ce  qu'on  écrit 

{lisez  X  égale  plus  ou  moins  5).  L'équation  n'admet 
autre  solution  ^  car  le  nombre  5  est  le  seul  nombre 
carré  égale  25« 
En  général  soit  Téquation 

ar*  =  A, 
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dans  laquelle  A  représente  une  quantité  positive  donnée. 

Bésignons  par  ^A.  le  nombre,  conunensurable  ou  incom- 
mensurable, dont  le  carré  est  Â;  ce  nombre  affecté  du 
âgne  +  ou  du  signe  — ,  aura  toujours  im  carré  égal  à  A  ; 
ÛDsi  l'équation  proposée  admet  deux  solutions  égales  et  de 

âgnes  contraires  +  V'Â  et  —  y^,  ce  qu'on  écrit 

Ces  solutions  s'appellent  aussi  les  racines  de  l'équation, 
parce  qu'on  les  obtient  au  moyen  de  l'extraction  d'une  ra- 
cine carrée.  Mais  cette  dénomination  a  été  étendue  aux  so- 
lutions des  équations  de  tous  les  degrés. 

Risoluîion  de  tiquation  x*  +  px  +  q  =  o. 

135.  Considérons  maintenant  l'équation  générale  du  se- 
cond degré 

Si  nous  divisons  tous  les  termes  par  le  coefficient  a,  cette 
équation  devient 

a  a 

en  représentant  pour  abréger  par  les  lettres  p  et  g  les  quan- 
tités connues  -  et  -. 

a     a 

Afin  de  mieux  faire  comprendre  la  méthode,  nous  Tex- 
pliquerons  d'abord  sur  un  exemple.  Soit  l'équation 

a?*»^  i4ï  +  4o  =  o* 
Si  Ton  fait  passer  dans  le  second  membre  le  terme  connu, 
cet^  équation  devient 
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Les  deux  termes  x*  —  il^x  peuvent  être  considérés  comme 
les  deux  premiers  termes  du  carré  du  binôme  x — 7  ;  et  en 
effet,  le  carré  de  ce  binôme  est  x* —  i4^  +  49  ;  pour  com- 
pléter le  carré,  ajoutons  49  ^ux  deux  membres  de  l'équa- 
tion, nous  aurons 

a:«— 14x4-49  =  49— 40  =  9, 
ou 

(X  — 7)»  =  9, 

en  remplaçant  le  premier  membre  par  l'expression  équiva- 
lente {x — 7)'.  Cette  dernière  équation  est  évidemment  équi- 
valente à  l'équation  proposée. 

La  quantité  x — 7  doit  être  telle  que  son  carré  égale  9  ;  or 
le  nombre  3,  affecté  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  a  son 
carré  égal  à  9,  et  c'est  le  seul  nombre  dont  le  carré  égale  9  ; 
on  doit  donc  avoir 

X  —  7=r±S, 

d'où 

Ainsi  l'équation  proposée  admet  les  deux  solutions 

ar  =  7  +  3  =  10, 
x  =  y — 3=   4. 

On  peut  vérifier  en  effet  que  chacun  des  nombres  10  et49 

i 

mis  à  la  place  de  x,  satisfait  à  l'équation 

x^  —  i^x  +  40  =  0 , 
c'est-à-dire  annule  le  premier  membre. 

136.  La  méthode  précédente  s'applique  sans  difficulté  à 
l'équation  générale 

x*  +  px  -f-  j  =  o. 

Si  l'on  fait  passer  le  terme  connu  dans  le  second  membre, 
cette  équation  devient 

Les  deux  termes  «*  +  px  sont  les  deux  premiers  termes  du 
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caiTé  du  Innôme  x  -f-  -  ;  et  en  effet,  si  Ton  forme  le  carré 
de  cebindine  d'après  la  loi  connue,  on  a 


(*+f)*-*'+p«+f 


F(nr  compléter  le  carré,  ajoutons  ^  aux  deux  meml)res 

4 

deféquation,  l'équation  deyient 

^+p^  +  j=^  —  q, 
etpeat  être  mise  sous  la  forme 

jVous  supposons  que  la  quantité  connue  ^. — g  est  positive. 
L'équation  étant  mise  sous  cette  dernière  forme,  on  voit 
que  la  quantité  inconnue  â?  +     doit  être  telle  que  son 

carré  égde  la  quantité  connue  7-  —  9  ;  or,  si  nous  désignons 
par  1/^ q  la  racine  carrée  arithmétique  du  nombre 


positif  y  —  ç,  c'est-à-dire  le  nombre  positif,  commen- 

surable  ou  incommensurable,  dont  le  carré  égale  -, g , 

4 

la   quantité   inconnue  x  -f  -  doit  être  égale  au  nombre 
y  —  g,  affecté  du  signe  +  ou  du  signe  — .  On  aura 


n/ 


donc 


.  +  ?  =  ±y^. 
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d'dù  l'on  déduit 

Telle  est  la  formule  générale  dont  on  se  sert  pour  ré 
are  les  équations  du  second  degré  ;  elle  donne  deux  s 
tions,  l'une  fournie  par  le  signe  +  placé  devant  le  rad 
Tautre  par  le  signe  -*••  Il  est  bon  de  se  la  rappeler 
cœur;  on  l'énonce  ainsi  :  les  deux  racines  d'une  iqut 
du  second  degrés  mise  sous  la  forme 

égalent  la  moitié  du  coefficient  du  terme  du  premier  à 
changé  de  signe^  plus  ou  moins  la  racine  carrée  du  rés\ 
obtenu  en  retranchant  du  carré  de  cette  moitié  le-  t 
connu. 

137.  Appliquons  cette  formule  à  quelques  exemples 
1  •  Résoudre  l'équation 

x*  +  6x  +  S  =  o. 
La  formule  donne 

L'équation  admet  les  deux  solutions 

j:  =  — a,        Jî;=:— 4- 
2*  Résoudre  l'équation 

a?* — 7^+  10=0. 

La  formule  donne 

aV4  aV4aîi 

L'équation  admet  les  deux  solutions 

•M  '  9  y  X  «^S   Sa 
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5r  Bésottdre  l'équation 
La  formule  donne 

Uéqoation  admet  les  deux  solutions 

a?  =  +  a,        x=i  —  6. 

If  Résoudre  l'équation 

X*  —  Zx  —  4  =  û. 
Ufomnile  donne 

les  deux  solutions 
a:=+4>     ap  =  —  1, 

Racines  égales. 

138.  Dans  ce  qui  précède,  après  avoir  mis  l'équation  du 
second  d^rë  sous  la  forme 


('+!)■=?- 


oous  avons  supposé  que  le  second  membre  est  une  quantité 
positive,  et  nous  en  avons  déduit  la  formule 


=_£±y€Z7. 


qui  nous  donne  les  deux  racines,  ou  les  deux  solutions  de 
Téquadon. 

Lorsque  la  quantité  ^  -«9  est  nulle,  l'équation  devient 

4 


(x  +  £)'=o. 
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Le  premier  membre  est  un  carré  parfait.  La  qoazitité  incon- 
nue X  +  -^  devant  avoir  son  carré  nul,  doit  être  nulle  elle-* 

2 

même  ;  ûnsi  l'on  a 

a:  +  f  =  o, 
d'où 

L'équation  n'admet  plus  qu'une  seule  solution  x=  —  -• 

Cependant  on  a  coutume  de  dire  que  dans  ce  cas  l'éqnar- 
tion  admet  deux  racines  igcUes.  En  voici  la  raison  :  suppo- 

sons  que  la  quantité  ~ — q  soit  positive  et  très-petite  ;  les 

deux  racines,  données  par  la  formule  générale,  différeront 

très-peu  de  —  -,  l'une  en  plus,  l'autre  en  moins,  et  par 

conséquent  différeront  très-peu  l'une  de  l'autre.  Plus  la 

quantité  j q  sera  petite,  plus  les  deux  racines  se  rappro* 

cberont  l'une  de  l'autre  ;  et  enfin,  à  la  limite,  quand  la  quan- 

tité  j q  sera  nulle,  les  deux  racines  deviendront  égales 

entre  elles.  • 

Racines  imaginaires. 

139.  Les  carrés  des  quantités,  soit  positives,  soit  n^a- 
tives,  étant  toujours  positifs,  il  s'ensuit  que  les  quantités 
négatives  n'ont  pas  de  racines  carrées.  Ainsi,  lorsqu'en  ré- 
solvant ime  équation  du  second  degré,  on  est  amené  à  ex- 
traire la  racine  carrée  d'une  quantité  négative,  il  y  a  évi- 
demment impossibilité  de  satisfaire  à  l'équation  ;  dans  ce 
ças^  les  formules  donnent  des  valeurs  fictives  qui  ont  été 
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introduites  dans  l'analyse  mathématique  sous  le  nom  de 
quantités  imaginaires. 
Considérons  d'abord  l'équation 

ar«  =  A. 

Quand  la  quantité  Â  est  positive,  l'équation  admet  les  deux 
sdutioDs 

Hais  quand  la  quantité  Â  est  négative,  comme  il  n'existe 
aocan  nombre,  soit  positif,  soit  négatif,  dont  le  carré  égale 
A,  il  y  a  impossibilité  de  satisfaire  à  l'équation.  Cependant 
la  fonnule  donne  des  valeurs  imaginaires  qui  satisfont  éga- 
lement à  l'équation,  si  l'on  convient  de  regarder  le  symbole 

^  comme  ayant  son  carré  toujours  égal  à  Â,  quelle  que 
sdt  la  valeur  de  A,  positive  ou  négative. 
Ainsi  on  dira  que  l'équation 

ar*  =  —  1 
admet  les  deux  solutions  imaginaires 

a?  =  ±:  V —  i. 

On  représente  ordinairement  par  la  lettre  t  le  symbole 

^—  1 ,  et  l'on  introduit  la  lettre  i  dans  les  calculs,  conune 
â  elle  représentait  une  quantité  réelle,  en  convenant  que 
son  carré  t*  égale  —  i. 
Toutes  les  valeurs  imaginaires  peuvent  être  exprimées  au 

moyen  du  symbole  ^  —  i  ou  de  la  lettre  t.  Par  exemple, 

Téquation 

a?*  =—9 

admet  les  deux  solutions  ima^sdres 


Si  Ton  observe  que  —  9=9x(— Oetsi  l'on  applique 
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le  théorème  ordinaire  sur  la  racine  d'un  produit,  (m  écrâ»^^ 


d'où 

x  =  ±  3i. 

Considérons  maintenant  l'équation 

a?* — 6x+  i5  =  o, 
qui  se  met  sons  la  forme 

(dî— 3)«  =  — 4. 

Un  carré  ne  pouvant  être  égal  à  la  quantité  négative  —  4  - 
il  est  impossible  de  satisfaire  à  l'équation  par  des  valeur^ 
réelles.  Hais,  en  extrayant  la  racine,  on  est  conduit  aux  vi^— « 
leurs  imaginaires 

tf  OÙ    • 

a:  =  5  ±:  ^ — ^; 

en  observant  que  \/  — 4  =  v^Xv^— 1  =^  ai,  on  les  écrinu 
n  en  est  de  même  de  l'équation  générale 

toutes  les  fois  que  la  quantité  ~ q  est  négative.  Car,  cette 

4 

équation  étant  mise  sous  la  forme 


('+ô'=f-" 


on  voit  qu'il  y  a  impossibilité  d'y  satisfaire  par  des  valeurs 
réelles  ;  mais  on  obtient  les  valeurs  imaginaires 


+^^Vî^' 


qui  satisfont  à  l'équation,  en  convenant,  comme  nous  IV 
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msdit déjàt  (jae le  carré  du  symbole  %/^ —  q  égale 

^  -  9  dans  tous  les  cas.  II  en  résulte  pourâ?  les  deuxvar- 

karsimaginaîres 

Ces  deux  valeurs  sont  ramenées  à  la  forme  a  àz  M,  en 
iqirésentant  par  a  et  b  les  deux  quantités  réelles —  -  et 


OQ 


/ 


liO.  Ainsi  les  quantités  tmagtnatres  sont  des  expressions 
delaforine 

dans  laquelle  les  lettres  a  et  6  représentent  des  quantités 
réelles  quelconques  (par  opposition,  on  dit  que  les  quantités 
ordinaires,  positives  ou  négatives,  sont  réelles).  On  a  étendu 
aux  quantités  imaginaires  les  règles  ordinaires  du  calcul 
algébrique,  comme  si  la  lettre  i  désignait  ime  quantité 
réelle,  en  convenant  de  remplacer  dans  les  résultats  i'  par 
—  1* 
En  résumant  ce  qui  précède^  on  voit  que  Féquation 

présente  trois  cas  principaux  : 

i"*  Lorsque  la  quantité  ~ q  est  positive,  l'équation  a  ses 

4 

deux  racines  rtelUs  et  inégales. 
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S*"  Lorsque  la  quantité  j-  —  9  est  mXHt^  l'équation  a  ses 

deux  racines  éjjfales.  Ces  deux  racines  égales  sont  toujoun 
réelles;  cardans  ce  cas  le  radical  est  nul* 

S*"  Lorsque  la  quantité  ^  —  9  est  néjjfottDe,  Téquation  1 

ses  deux  racines  xmagvMk\rt$. 

Résolution  de  f  équation  ax'  -{-  bx  +  c  =  o. 

lil.  Nous  avons  ramené  l'équation  générale  du  second 
degré 

à  la  forme 

X*  -|-  px  -|-  J  =  o, 

en  divisant  tous  ses  termes  par  le  premier  coefficient  a,  e 

posant 

b  c 

'^      a  '      a 

Résolvant  cette  dernière,  nous  avons  trouvé  la  formule 


x=-?±y^ 


Si,  dans  cette  formule,  nous  remplaçons  les  lettres  p  et 

par  leurs  valeurs  -  et  - ,  elle  devient 
^  a      a 


aa      V  4^*      û  aa       V     4^*  ^^ 


V^ 


aa 

Nous  avons  réduit  au  même  dénominateur  4^'  les  deii 
termes  placés  sous  le  radical,  et  nous  avons  extrait  la  tb 
cine  de  ce  dénominateur,  carré  parfait.  Nous  obtenons  ainf 
la  formule 

aa 
qui  est  souvent  usitée  dans  la  pratique. 
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Elle  présente  les  mêmes  cas  principaux  que  la  formule 
piimitiye  :  i*  quand  b*  —  l^ac  >  o,  les  deux  racines  sont 
réelles  et  inhales;  s*quand&* — l^ac  =  o,  les  deux  racines 
9oai  ^[ales;  quand  6' — l^ac  <o,  les  racines  sont  imagi- 


1&2.  Remabque.  n  arrive  souvent  que  le  coefficient  h  con- 
tient le  &cteur  9.  Dans  ce  cas,  la  formule  peut  être  un  peu 
simplifiée,  ce  qui  la  rend  plus  commode  dans  les  applica- 
-lioiis.  Posons  b  =  9&',  la  formule  devient 

_  —  gy  db  sJW^^^  _  —  ay  ±:  a  ^b'^  —  ac 
aa  aa  ' 

et,  ai  Ton  divise  par  a  le  numérateur  et  le  dénominateur, 

—  b'±s/b'*  —  ac 

X  = . 

a 

Soit,  par  exemple,  Téquation 

3x' — 14^+  i5  =  0. 

le  second  coefficient  étant  un  nombre  pair,  on  emploiera  la 
dernière  formule,  et  Ton  écrira 

7  db  v^49  —  59       ^±)/7ô 

^  = 5 =:— 3— 

Décomposition  du  triihôme  x*  +  P^  +  <I  ^  facteurs 

du  premier  degré. 

US.  Soit  le  trinôme 

x^  +pa:  +  Î5 

iwis  lequel  nous  supposerons  que  la  lettre  x  désigne  une 
grandeur  quelconque  et  tout  à  fait  arbitraire.  Si  nous  ajou- 
tons et  si  nous  retranchons  7-,  la  valeur  du  trinôme  ne 

4 


être  considérée  comme  le  carré  de  \  /^ —  a.  On  a  donc 
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change  pas,  et  l'égalité 

est  vrfide,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  La  prenuëre  pa* 
renthëse  est  le  carré  du  binôme  x  +-;  la  seconde  peut  f 

Le  second  memJbre,  qui  est  la  différence  des  carrés  de 
deux  quantités,  égale  le  produit  de  la  somme  de  ces  deux 
quantités  par  leur  différence,  et  se  décompose  ainsi  en  deux 
facteurs  du  premier  degré, 

Maôs,  si  Ton  appelle  x'  et  x"  les  deux  racines  de  l'équadon 

ar*  +  pj;  +  y=o, 

obtenue  en  égalant  le  trinôme  à  zéro,  racines  données  par 
les  formules 


«—^v^. 


on  voit  que  les  deux  parenthèses  ne  sont  autre  chose  que 
les  deux  différences  x  —  x'  eix  —  à;".  Il  en  résulte  que  le 
trinôme  proposé  peut  être  mis  sous  la  forme 

(x~x')(x  —  x'). 

Cette  décomposition  du  trinôme  en  deux  facteurs  du  pre- 
mier degré  subsiste  dans  tous  les  cas,  que  les  racines  soient 
réelles  ou  ima^aires* 
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ApfUeaiiom.  CSonsidéronSt  par  exemple,  le  trinôme 

sc^  —  ya?  +  to. 

Im  deox  racines  de  Téquation ,  obtenue  en  égalant  ce  tri- 
nteie  à  xéro,  sont  a/  =  s,  a/'  =  5  ;  on  a  donc 

Cette  égalité  est  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
Soit  eneore  le  trinôtte 

Les  deux  racines  de  l'équation ,  obtenue  en  égalant  ce 
trintaie  à  zéro,  sont  ccf  =  —  6,  o^'  =2.  On  a  donc  identi- 
quement, c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  valeur  de  x^ 

jr*  +  4^  -^  1  a  =  (a:  +  6)  (x  —  2  ). 

Ihh.  La  forme  la  plus  générale  du  polynôme  entier  du 
second  degré  est 

OJC*  -j-  ftx  -j-  c. 

s  Ton  met  le  coefficient  a  en  facteur,  et  si  Ton  appelle  p  et  9 

6      c 
les  quotients  -  et  -,  ce  polynôme  s'écrit 

ax*  +  bx  +  c  =  o(x*  +  P^  +  ?)• 

Le  polynôme  entre  parenthèses  se  décomposant  en  deux 
facteursoj  —  afeix  —  x",  on  a  l'égalité 

OX*  +  *-P  +  ^  =  «(^  —  x')  [x  —  x") , 

qmOe  que  soit  la  valeur  de  x. 
les  lettres  x'  et  a/'  désignent  les  deux  racines  de  l'équation 

OU,  œ  qm  est  la  même  chose,  de  l'équation 
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Relations  entre  les  coefUdents  et  les  racines  de  Tiquation 

X*  +  px  +  q  =  0.  ^ 

165.  En  appelant  â?'  et  x"  les  deux  radnes  de  réqoatioo   ^ 
nous  avons  vu  que  le  trinôme 

peut  être  décomposé  en  deux  facteurs  du  pienûer  degré 

Si  l'on  effectue  la  multiplication  indiquée  par  les  paren- 
thèses, on  reproduira  évidemment  le  polynôme  proposé. 
Le  produit  des  deux  facteurs  est 

x^  —  {af  +  af')x  +  a/af\ 
Pour  que  ce  polynôme  soit  le  même  que  le  polynôme 

x*  +  px+q, 

il  faut  que  les  coefiScients  soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre. 

On  a  donc 

ar'  +  jr"  =— p, 

ar'x"  =  q. 

Telles  sont  les  deux  relations  fondamentales  qui  existent 
entre  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  et  les  coeffi- 
cients de  l'équation  ;  nous  nous  en  servirons  fréquemment 
On  les  énonce  sdnsi  :  (iquation  du  second  degré  étant  ra^ 

menée  à  la  forme 

x*'\-px'-{'q  =  0j 

i^  la  somme  algébrique  des  deux  racines  égale  le  cœffkient 
de  X  changé  de  signe  ;  2®  leur  produit  égale  le  terme  connu. 

166.  Remarque  L  i""  Lorsque,  dans  l'équation  du  second 
degré 

x^  -j*/)a?-f?==^o^ 

le  terme  connu  9  est  négatif,  les  racines  sont  toujours  réelles 
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et  mygales;  car,  dans  ce  cas,  la  quantité  y  —  9  est  es- 

seodellement  positive.  En  outre,  ces  deux  racines  sont  de 
signes  contraires ,  puisque  leur  produit  est  négatif. 
Ainsi,  le  terme  connu  étant  négatif,  on  peut  dire  à  priori 

que  l'équation 

a:'  +  4^ — 13  =  0^ 

a  ses  deux  racines  réelles  et  de  signes  contraires.  La  somme 
des  deux  radnes  étant  égale  à  —  4  9  1&  plus  grande  en  va- 
leur absolue  est  la  racine  négative.  Et  en  effet ,  les  deux 
radnes  sont — 6  et  +  2 ,  dont  la  somme  est  bien  égale  à 
— 4  et  le  produit  à — 13. 
9*  Lorsque  le  terme  connu  est  positif,  il  est  nécessaire 

d*examiner  le  signe  de  la  quantité  ^ — 9,  pour  savoir  si 

4 

les  racines  sont  réelles  ou  imaginaires.  Si  cette  quantité  est 
positive,  les  deux  racines  sont  réelles  et  de  même  signe, 
puisque  leur  produit  est  positif.  La  somme  des  deux  racines 
étant  égale  à — p,  ce  signe  commun  est  contraire  à  celui  de  p. 
Soit,  par  exemple,  Téquation 

ar*  —  yjf+  io=î:o. 

La  quantité  ^  —  10  étant  positive ,  les  racines  sont  réelles. 
4 

Surproduit  étant  positif ,  elles  ont  même  signe.  Leur  somme 
étant  ^ale  à  -|-  7»  elles  sont  positives.  Et  en  effet,  ces  deux 
ïacines  sont  +  2  et  +  5,  dont  la  somme  est  +  7  ©t  le  pro- 
duit +  10. 
Soit  encore  Téquation 

jp*  +  te  4-  8  =i  0. 
U  quantité  9  — 8  étant  positive,  les  racines  sont  réelles. 
U  produit  étant  positif,  elles  ont  même  signe.  Leur  somme 
étant  égale  à —  6,  elles  sont  toutes  deux  négatives.  Et  en 
effet,  ces  deux  racines  sont  —4  et  —  a. 
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3"*  Loraque  le  terme  connu  est  tr^petit  en  valeur  abcM 
le  produit  des  deux  racines  étant  très-petit,  l'une  d'elles . 
tessairement  une  valeur  numérique  très-petite.  Si  le  t 
connu  tend  vers  2éro,  cette  racine  très-petite  tendra  \ 
vers  zéro.  La  somme  des  deux  racines  étant  égale  à  -^ 
l'une  d'elle  étant  nulle,  l'autre  est  égale  à — p.  kû  reste, 
ce  cas,  la  résolution  est  facile,  car  l'équation  se  réduit 

et  se  met  sous  la  f onuQ 

k(sû  -4<^  p)  :i^  g. 

On  peut  annuler  ce  produit  de  deux  manlèreSi  (BU  fiils 
toit  a(f±o,  soit  flps=t-^p. 

Exercices, 
là7.  Question  i.  Résoudre  les  deux  équations 

y  +  2X  =  5, 
ay'  —  5ar*  -f  loa?  =  a5. 

Si  de  la  première  équation  on  tire  la  valeur  de  y, 

y=:5  — 2x, 

et  qu^on  la  substitue  dans  la  seconde  on  arrive  à  Téqu; 
du  second  degré 

d*ôù  Ton  déduit  lèâ  deux  valeurs 

En  partant  successivement  diacuae  de  (ieâ  deux  val 
dansi  Véqusktiou 

on  obtient  les  deux  valeurs  correspondantes  dé  f 

y  =  3,  y=  — 5. 


équâtiohs  du  second  digré*  i7d 

Uaif  ks  deux  équations  proposées  admettant  les  deux 
i 


X  3 


i^folutimi:      a?=i,        .y  =  5^ 
a*  Molution:     x  =  5,       y  =  —  6. 

Ba  géoéml  «  b  résolution  de  deux  équations  à  deux  in- 
onuies,  Tune  du  premier  degré,  l'autre  du  second  degré, 
estiamenée  à  la  résolution  d'une  équation  du  second  degré 
inné  inconnue. 


U8.  Question  II.  Résoudre  les  deux  équations 

xy=  i5. 

Quand  on  connaît  la  somme  de  deux  quantités  et  leur 
jiPodait,  on  voit  immédiatement  que  ces  deux  quantités 
SQDt  les  racines  d'une  équation  du  second  degré,  ayant  pour 
coefficient  de  la  première  pidssance  de  l'inconnue  la  somme 
prise  avec  im  signe  contraire,  et  pour  terme  connu  le  pro- 
duit. Dans  l'exemple  actuel,  les  valeurs  de  a;  et  de  y  seront 
les  racines  de  l'équation 

u*  —  Sw+  i5  =  o; 
et  en  effet ,  la  somme  des  deux  racines  est  égale  à  8 ,  et  le 
produit  à  i5.  Les  deux  racines  de  cette  équation  étant  3  et 
5,  on  aura 

ou 

Les  deux  équations  proposées  sont  symétriques  par  rap« 
port  aux  deux  inconnues,  c'est-à-dire  ne  changent  pas  quand 
on  permute  les  lettres  x  et  y.  Ceci  explique  pourquoi  les 
valeurs  des  deux  inconnues  sont  données  par  la  même 
équation.  En  effet,  si  l'on  élimine  y  entre  les  deux  équa- 
tions proposées  «  on  arrive  à  l'équation 

^•  — Sa:-t-  i5  =  o« 
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A  cause  de  la  symétrie ,  il  est  clair  que  si  l'on  éliminai 
au  lieu  de  y,  on  arriverait  nécessairement  à  la  même  équst 

y«  —  8y+  i5=o. 

Ainsi  les  valeurs  des  deux  inconnues  sont  données  pai 
même  équation  du  second  degré.  C'est  l'équation  que  n 
avons  écrite  immédiatement. 
Ii9.  Question  III.  Résoudre  les  deux  équations 

xy  =  i5. 

La  première  équation  n'est  pas  symétrique  par  rapi 
aux  lettres  x  et  y  ;  mais  on  peut  la  rendre  symétrique 
posant 

car  alors  les  équations  deviennent 

y-|-a:'  =  2, 
x'y  =  — 15. 

Les  valeurs  des  deux  inconnues  x'  et  y  sont  données 
l'équation  du  second  degré 

tt*  —  aw —  i5  =  o^ 
dont  les  racines  sont  —  3  et  -f  5.  On  a  donc 

ou 

ar'=5,  y  =  —  3. 

Ainsi  les  deux  équations  proposées  admettent  les  d 

solutions 

x=:5,  y  =  5» 

a:  =  — 5,        y  =  —  3. 

160.  Question  IV.  Résoudre  les  deux  équations 

a?  +y  =  8, 

a;'+y's=2  34. 

Si,  de  la  premièrô  équation  élevée  au  carré, 
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mrBtambB  la  seconde,  il  vient 

axy  =  3o , 

.xy  =  i5. 

fti  cousait  la  somme  8  des  deux  inconnues,  et  leur  pro- 
èuà  i5  ;  la  question  est  ramenée  à  la  question  II  ;  les  in- 
ooonues  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

i«*  —  8ti4"  i5  =  o. 
151.  QuEsnoif  Y.  Résoudre  les  deux  équations 

(i)  x'-\-y^  =  65, 

(a)  xy  =  aS. 

Si  à  la  première  équation  on  ajoute  la  seconde  multipliée 

par  8,  il  vient 

x^ -{' 2xy -{- y*  =  lai , 
oa 

(x  +  y)'=  lai  ; 
cm  déduit  de  là 

(5)  ar +y  =  =*=**• 

S  de  la  première  équation  on  retranche  la  seconde  mul- 
tipliée par  deux,  il  vient  de  même 

a?«— aary  +  y*  =  9, 
ou 

{x  —  yY  =  g; 
on  déduit  de  là 

(4)  ar  — y=d:5. 

On  connaît  ainsi  la  somme  et  la  différence  des  deux  in- 
connues; il  est  aisé  de  trouver  ces  deux  inconnues;  les 
équations  (3)  et  (4) ,  ajoutées  et  retranchées,  donnent 

dbii±3  ±113:3 

a        '  ^  a 

Il  en  résulte  les  quatre  systèmes 

a?=7;         y=4, 

a?=— 7,        y  =— 4» 

^=— 4j      y=—7^ 
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qui,  en  réalité ,  se  réduisent  à  deux  systèmes  dé 
égales  et  de  signes  contraires. 

152.  Question  VI.  Trouver  quatre  nombres  e 
portion  V  connaiiMnt  la  somme  des  entrèmes  ii 
des  moybns  194  et  lA  tomm«  des  leaftM  dto 
term»  I^m* 

Appelons  x,  y,  z,  U  les  quatre  nombres  cherché! 
ayons  les  quatre  équations 

(1)  ^=7*       ou       xt=:yz. 

{2)  X  +  t  ~   ai, 

(3)  y  +  «  =   i9f 

(4)  a;«  +  y«4.««  +  ^»  =  44a. 

Nous  connaissons  la  somme  des  deux  inconnues  x 
aussi  celle  des  deux  inconnues  y  et  z  ;  la  questioi 
résolue  si  nous  connaissions  leur  produit  commun  x 

m 

Blevons  les  équations  (a)  et  (3)  au  carrée  ajoutoi 
retranchons  F  équation  (4)9  il  vient 

ou 

i^t  =  56o , 

xi  =^yz  =  go. 

Les  deux  inconnues  «  et  I  seront  données  par  Téqui 
second  degré 

«•  —  aiM  +  go=o, 

qui  a  pour  racines  6  et  i5 ,  et  les  deux  inconnues  y 
l'équation  du  second  degré 

u«  — i9w4-9o  =  o, 

qui  a  pour  racines  9  et  io«  Les  nombres  cherchés  se 

y  =  9,  z=io. 
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lu.  QUMioif  VIL   Pumtiet  uM  értAit  dtmHM  M 
MimM  if  wtrim$  rmUm. 

,  Od  nit  que  partager  une  drotte  AB  en  moyenne  et 
ÉMdM  «tiMH,  c'«rt  partager  cette  àïfAib  eh  deux  par* 
te  AH  0t  BH|  telles  que  la  plu3  grande  AM  sQit  moyenne 
pportionnelle  entre  la  ligne  entière  AB  et  la  plus  pè- 
te M. 


Si  iôno  on  appelle  a  la  longueur  de  la  droite  AB ,  et  â; 
ceDe  de  la  plus  grande  partie  AM,  la  longueur  de  Tautre 
prâe  sera  a  —  x^  et  l'on  aura  le^^  rapports  égaux 


a 

X 


X 


a— « 


p  ooMduise&t  à  Têquation  du  second  degrft 
M  f  on  tire 

La  première  racine 

€it  positive  et  moindre  que  a  (car  y^  étant  plus  petit 
que  3,  yfb'-^  i  est  plus  petit  que  2).  Elle  répond  direc- 
tement à  la  question  proposée  et  donne  la  plus  grande 
partie  AM  de  la  droite  AB  partagée  en  moyenne  et  extrême 
raison,  n  est  aisé  dé  déduire  de  cette  formule  la  construc- 
tion géométrique  connue.  Si  au  point  B  on  élève  une  per- 
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pendicul^e  BG  égale  à  la  moitié  de  AB,  Thypoténuse  AG 

I ? 

sera  égale  ^  W  û*  +  y  Si,  du  point  G  comme  œntre, 

avec  CB  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  la  longueur  AD 

sera  égale  à  AG  —  GD ,  c'est-àrdîre  à  \/  «*  +  7- 1 

ce  sera  précisément  la  racine  oi.  Il  suiQt  maintenant  de- 
prendre  sur  AB  une  longueur  AM  égale  à  AD. 
La  seconde  racine 

est  négative  et  ne  répond  pas  à  la  question.  Gependant  iF. 
est  facile  de  lui  donner  une  interprétation  géométrique.  T 
suffit  pour  cela  de  modifier  l'énoncé  du  problème  de  la  ma-, 
nière  suivante  :  Sur  la  droite  indéfinie  AB,  trouver  un  pain 
tel  que  sa  distance  au  point  A  soit  moyenne  proportion — -^ 
nélle  entre  la  longueur  AB  et  sa  dislance  au  point  B.  Las^ 
question  ainsi  posée  admet  deax  solutions  ;  car,  outre  h 
point  M  que  nous  venons  de  déterminer,  il  existe  vers 
gauche  un  point  M'  tel  que  la  distance  M'A  est  moyenn< 
proportionnelle  entre  AB  et  M'B  ;  à  cette  seconde  solutioi 
correspond  la  racine  négative  x"  qui,  devant  être  portée 
sens  inverse  de  la  première ,  c'est-à-dire  de  droite  à  gauche 
donne  la  longueur  AM' . 

On  construira  cette  seconde  solution  de  la  même  ma-- 
nière   que  la  première;  la  longueur  AE,  étant  égale  » 

AG  +  OE,  c'est-à-dire  à  l/a'  +  ~  +  ?,  est  précisémei^B^i 

la  valeur  absolue  de  x"  ;  on  prendra  donc  AM'  =  AE. 

154.  Question  VIII.  Trouver  les  côtés  d*un  triangle  ne 
tangU ,  connaissant  la  hauteur  et  la  différence  des  côtés 
f  angle  droit. 
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Appelons  â?  et  y  les  denx  côtés  de  Tangle  droit,  a  leur 
différence  donnnée,  i  l'hypoténuse  et  h  la  hauteur.  On  a  les 
tiois  équations 

(i)  x—y  =  a, 

(3)  xy  =  hz. 

On  obtient  la  seconde  en  écrivant  que  le  carré  de  Thypo- 
ténnse  ^ale  la  sonune  des  carrés  des  deux  côtés  de  Tangle 
droit;  la  troisième,  en  rémarquant  que  le  double  de  la 
surface  du  triangle  égale  la  moitié  du  produit  des  deux 
côtés  de  l'angle  droit,  ou  le  produit  de  Thypoténuse  par  la 
bauteur. 

n  est  facile  d'éliminer  j?  et  y  entre  ces  trois  équations. 
Si,  dans  la  première  élevée  au  carré , 

(4)  x^  +  y*—fkxy  =  a\ 

on  remplace  x^  +  y*  par  z*  et  xy  par  zA,  on  a  l'équation  du 
second  degré  à  une  inconnue 

(5)  z^  —  2hz  =  a% 
d'où  l'on  déduit 

La  première  racine  est  positive  ;  le  radical  ayant  une  valeur 
plus  grande  que  A,  la  seconde  est  négative.  Comme  les  côtés 
du  triangle  doivent  être  nécessairement  des  nombres  posi- 
tifs, cette  seconde  racine  ne  convient  pas  à  la  question  ;  on 
l4  rejettera  et  l'on  ne  conservera  que  la  racine  positive 

(6)  z  =  h+s/h^  +  a\ 

Une  fois  l'hypoténuse  z  connue,  on  obtiendra  aisément 
2  et  y.  A  l'équation  (4) ,  ajoutons  l'équation  (3)  multipliée 
par  4,  il  vient 

a:'  +  y*  +  ^^  =  û*  +  l^hz , 
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OU 

(a?4.y)*=3«»4-4Az, 
(7)  a?  +  y=:v/a«+4Az. 

Cette  équation  donne  la  somme  deâ  deux  côtés  de  Ttogle 
droit;  comme  on  connaît  déjà  leur  différence,  ces  deux 
côtés  sont  connus. 

Appiieâiimi.  d  :^  i"*,  ft  =±  a'^^.  LA  fonntile  (6)  âMne 
imb;  la  formule  (7)  doiints  x  +  y  =  7i  comme  où  a  déjà 
j — y=sîi,  il  en  résulte  x  =  4i  y  =  3* 

155.  QuESTXon  IX.  Trouver  la  profondeur  (f  un  puits,  m 
y  laissant  tomber  une  pierre ,  et  notant  le  temps  qui  iè^ 
coule  entre  le  moment  où  on  lAche  la  pierre  et  eelui  ou  ton 
entend  le  bruit  que  fait  la  pierre  en  arrivant  au  fond  dm 
puits. 

Appelons  x  la  profondeur  du  puits  et  t  le  temps  tfae  la 
pierre  met  à  arriver  au  fond  du  puitsi  On  sait  que  les  oorpa 
en  tombant  parcourent  des  espaces  proportionnels  aux 
carrés  des  temps,  de  sorte  que  l'espace  x  parcouru  par  la 

pierre  en  t  secondes  sera  a;  =  — ,  -  représentant  FespÉCQ 

parcouru   dans   la    première   seconde;    on    en    déduit 

/  agg 

t  =  i/— -•  D'autre  part,  on  sait  que  le  son  se  propage 

uniformément  avec  une  vitesse  de  34o  mètres  par  seconde, 
vitesse  que  nous  appellerons  v  ;  ainsi  le  temps  que  met  la 
son  à  remonter  du  fond  du  puits  pour  arriver  à  roreUleœt 

-.  Mais  le  temps  observé  a  est  égal  au  temps  que  met  le 

pierre  à  arriver  au  fond  4a  puite,  plus  oelxii  que  le  son  em- 
ploie i»  revenir  jusqu'en  haut.  On  a  dboe  l'équation 


(•) 


V  fl'     » 


•«-=0. 
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Si  Ton  fait  passer  le  terme  -  daas  le  second  membre  |  Té* 

(^) 

Si  roQ  élève  les  deux  membres  au  carré,  le  radical  disparaît 
et  Ton  obtient  l'équation  du  second  degré 

7-(°-f)' 

OU,  en  développant,  et  multipliant  par  v', 
(4)  X* —  av  f  a  4-  -J  2?  +  aV 

'  If  r 

On  en  déduit 

ou,  en  simplifiant, 

On  voit  que  les  racines  sont  réelles  ;  elles  sont  poritives, 
puisque  leur  somme  et  leur  produit  sont  positifs. 

n  est  évident  à  priori  que  la  question  proposée  admet 
toujours  une  solution  et  n'en  admet  qu'une  ;  voici  d'où 
proviennent  les  deux  racines  positives.  L'équation  du  pro- 
blème est  l'équation  (i)  ou  l'équation  (a)  ;  or  nous  remar- 
quons que  l'équation  (3),  obtenue  par  l'élévation  au  carré, 
n'est  pas  équivalente  à  l'équation  (2)  ^  car»  si  l'on  élève  au 
carré  les  deux  membres  de  l'équation 


(7) 


on  obtient  la  même  équation  (3) .  Ainsi  Téquation  (3)  com- 
prend, non-seulement  les  solutions  de  l'équation  (a),  mais 
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encore  celles  de  Téquation  (7).  Il  faut  donc  examiner  quell( 
est  celle  des  racines  trouvées  qui  convient  à  la  question.  L 
première ,  celle  qui  est  donnée  par  le  signe  +  placé  devan 
le  radical ,  ayant  une  valeur  plus  grande  que  av,  rend  néga 

tive  l'expression  a ,  et  satisfait  par  conséquent  »  non 

Téquation  (2) ,  mais  à  Téquation  (7)  -,  elle  doit  être  rejetée 
L'autre  racine 


(8) 


^  =  '['+l-\/W^)] 


a  une  valeur  moindre  que  av;  car  la  valeur  du  radical  étan 

plus  grande  que  -,  la  parenthèse  est  moindre  que  a;  eU 

satisfait  donc  à  l'équation  (2) ,  c'est-à-dire  à  l'équation  à 
problème.  Ainsi  la  profondeur  du  puits  est  donnée  par  I 
formule  (8). 

156.  Remarque.  Pour  résoudre  la  question  précédente 
nous  avons  élevé  au  carré  les  deux  membres  de  Téquatio 
irrationnelle  (2),  ce  qui  nous  a  conduit  à  l'équation  entier 
du  second  degré  (4)  ;  et  nous  avons  vu  que  l'une  des  racine 
de  cette  équation  convient  à  l'équation  (2),  l'autre  à  Téqua 
tion  conjuguée  (7) ,  déduite  de  la  première  par  le  change 
ment  de  signe  du  radical.  Il  n'en  est  pas  toujours  ainsi 
quelquefois  les  deux  racines  de  l'équation  entière  convien 
nent  toutes  deux  à  l'équation  irrationnelle  proposée,  d'autre 
fois  aucune  d'elles  ne  la  vérifie. 

Soit,  par  exemple,  à  résoudre  l'équation 

(1)  X — \-=\lôx — 5. 

Si  l'on  élève  les  deux  membres  au  carré,  on  obtient  Téqus 
tion  du  second  degré 

(2)  a?'  —  5x  -f  6  =•  o, 
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qui  admet,  non-seulement  les  racines  de  Téquation  (i), 
mais  encore  celles  de  l'équation  conjuguée 


(3)  X — 1= — ^5x  —  5. 

Les  deoi  racines  de  Téquation  (2)  sont  â?  =  2  et  x  =  S; 
chacune  d'elles  rend  positif  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (1),  elles  conviennent  donc  toutes  les  deux  à  Féqua- 
tioD(i)  et  aucune  d'elles  ne  vérifie  l'équation  (3). 
De  même,  si  l'on  voulait  résoudre  l'équation 

(4)  I  —  X  =  V  3x  —  5 , 

qui  est  la  même  que  l'équation  (3),  on  serait  encore  amené 
iFéqnation  (9)  ;  les  deux  racines,  rendant  négatif  le  premier 
membre  de  l'équation  (4)9  conviennent  à  l'équation  conju- 
goée  (1)  ;  on  en  conclut  que  l'équation  proposée  (i)  n'admet 
aucune  solution. 
Considérons  encore  l'équation  irrationnelle 

(5)  x  —  I  =  v^x*  — 3, 

({ui,  par  l'élévation  au  carré,  conduit  à  l'équation  du  pre- 
iQQÛer  degré 

Cette  valeur  x  =i  2 ,  rendant  positif  le  premier  membre,  con- 
vient à  l'équation  proposée  ;  l'équation  conjuguée 

X — 1= — ^x'—  3, 
ou 

I  — x=^x*  —  3 
ti'admet  aucune  solution. 

*  lorsque t  dans  Tiquation  ax'  +  bx  +  c = 0,  a  tend  vers  zèro^ 
Vune  des  racines  croH  indèfinimeni. 

157.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  second 
efficient  b  ait  une  valeur  positive,  et  désignons  par  x'  et  x" 
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les  deux  riusines 


yi  = 


oa 


>,_  —  *  +  V^é*— 4ûf 


Le  coefficient  a  étàpt  très-petit,  la  quantité  l\ixc  sera 
elle-même  très-petite  ;  6*  —  4ac  différera  très-peu  de  6*, 

et  ^6*  —  l\ac  de  6  ;  le  numérateur  de  a?'  sera  à  peu  près 

égal  à  —  26,  et  la  valeur  de  oi  différera  très-peu  de . 

Le  dénominateur  étant  trèa^petiti  le  quotient  sera  tilè*- 
grandi  et  la  racine  m^  aura  une  valeur  très-grande,  abtfcrto^ 
lion  faite  du  signe*  On  voit  ainsi  que,  lorsque  le  coefficient  a 
diminue  et  tend  vers  zéro,  cette  racine  croit  indéfiniment 

L'autre  racine  o^'  conserve  au  contraire  une  valeur  finie 

et  tend  vers  la  valeur  —  - ,  quand  a  tend  vers  zéro.  On 

remarque  d'abord  que  le  numérateur  étant  à  peu  près 
égal  à  —  6  +  6,  a  une  valeur  très-petite.  Cette  racine  est 
donc  le  quotient  de  deux  quantités  très-petites ,  et  elle  se 

présente  sous  la  forme-,  quand  a  tend  vers  eéro.  Afin 

de  reconnaître  sa  valeur,  qous  transformerons  cette  exprès* 
sion  en  multipliant  son  numérateur  et  son  dénominatetlr 

par  —  6  —  ^6* — l\ac^  ce  qui  donne 

(—44.  ^  ^î  _  4ac)  (— A  — v^6*  — 4ac) 
aû( —  h  —  y/é*  — •  4^^) 

Au  numérateur,  la  première  parenthèse  étant  la  somme  des 

deux  quantités—  6  et  ^{r — l^acy  la  seconda  la  différence 
de  ces  «deux  màmes  quantités,  le  produit  des  deux  paran- 


ÉQVATlOlfft  Dt   SECOND  DBGRÉ.  4M 

tMMi  égalé  là  différais  des  (Carrés,  et  Ton  a 

*•  — (*«  — 4ac)  4<wr 


f'rr 


m( — b — y  i'  —  4^)       aiï( — é — ^b*  —  ^ac) 


Si  Ton  supprime  mamtenant  le  facteur  coaunuD  aa«  qui 
rend  les  deux  termes  de  la  fraction  très-petits,  il  vient 


ne 


L'expression  mise  sous  cette  forme,  toute  difficulté  dispa- 
lait;  le  dénominateur  différant  très-peu  de  26,  la  valeur 

dex^eBtàjneu  près  égalée  —  v,  et  quand  a  tend  vers  zéro, 

et 

Mte  racine  tend  aDMnème  vers  la  valiur  finie  — ^  r  « 

0 

An  reste,  quand  a  tend  vers  zéro,  l'équation  du  second 

d^  se  réduit  à  une  équation  du  premier  degré 

bx-\-c  =  o, 

racine 0^"  =  —  -est  précisément  la  solution  de  cette 

(qutioB  da  premier  degré.  L'autre  racine  oi^  devenant  in- 
finit,  disparaît 

*  Co/cifl  numérique  d»8  deuâ»  r actnei  quand  a  e$î 

itii^êtiL 

158.  Noua  AV<ms  dit  que  lorsque,  dans  l'équation 

le  coefficient  a  est  très-petit,  l'ime  des  racines  est  très- 
grande  en  valeur  absolue,  tandis  que  l'autre  racine  conserve 
^hm  valeur  finie.  Nous  allons  Indiquer  un  moyen  rapide 
de  calculer  approximativement  la  valeur  de  cette  seconde 
nurine.  En  faisant  passer  les  termes  ax^  +  c  dans  le  se- 


• 
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cond  membre,  et  divisant  par  6,  nous  mettons  TéquatioD 
sous  la  forme 

c      ax^ 

Le  coefficient  a  étant  très-petit,  et  Tinconnue  x  ayant  une 

valeur  finie,  le  terme  -^  a  une  valeur  très-petite  relavive- 

ment  à  celle  de  x  ;  si  donc  on  néglige  ce  terme,  on  aura 
une  première  valeur  approchée  de  l'inconnue, 

c 

Si  maintenant,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i),j 
nous  remplaçons  x  par  la  valeur  raprochée  a?  =  -  j,  nous" 
obtiendrons  une  seconde  valeur 

beaucoup  plus  approchée  que  la  première.  Ordinairement* 
dans  la  pratique,  cette  seconde  valeur  est  sufiisamment  : 
approchée.  Cependant,  si  l'on  veut  une  approximaticm 
encore  plus  grande,  on  la  substituera  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (i),  ce  qui  donnera  une  troisième 
valeur  encore  plus  approchée,  et  ainsi  de  suite.  Cette  mé- 
thode est  connue  sous  le  nom  de  méthode  des  approxima^ 
lions  successives  ;  elle  est  souvent  employée  en  astrononiie. 
Quelques  exemples  en  feront  bien  comprendre  Tusage. 

Exemple  : 

1*  Soit  l'équation 

O^OOIX'  +  X —  1=0. 

Calculons  d'abord  la  racine  qui  a  une  valeur  finie.  Noos 
écrirons  cette  équation  sous  la  forme 

(l)  x^^  I  — o,ooia?'. 
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Négligeant  le  second  terme,  qui  a  une  valeur  très-))etite 
relativement  à  x^  nous  avons.la  première  valeur  approchée 

.r  =  I. 

Substituant  dans  le  second  membre  cette  première  valeur 
^rocbée,  nous  avons  la  seconde  valeur  approchée 

x=  1—0,001=0,999. 

Substituant  dans  le  second  membre  cette  seconde  valeur 
approchée,  nous  avons  la  troisième  valeur  approchée 


a:  =  1  —  0,001X0,999  =0,999001999. 

fkk  voit  que  l'erreur  commise  sur  la  seconde  valeur  appro- 
chée est  très-petite  ;  car  la  correction  suivante  est  moindre 
que  s  milliomëmes.  Ainsi ,  nous  arrêtant  à  1^  seconde  ap- 
*proximation,  nous  prendrons  pour  valeur  de  la  racine  cher- 
chée X  =  0999900. 

L'équation   admet  une  autre  racine ,  très-grande  eu 
valeur  absolue.  La  somme  des  deux  racines  étant  égale  à 

,  c'est-à-dire  à —  1000,  nous  aurons  poui*  valeur 

0,001  * 

a^iprochée  de  cette  seconde  racine 

x=  —  1000  —  0^99900  =  — 1000^99900. 
f*  Soit  l'équation 

o,oSr' — 5x-|-7  =  o, 


ou 


5  5 


Première  valeur  approchée 

x=  1,4. 
Secoiide  valeur  approchée 

jt=  1,4  + OjOuGX  1,4  =>i4»'7^i 


la 
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OU,  plus  simplement, 

x=  1,4*3. 

5 
La  somme  des  racines  étant  égale  à  — -  ou  à  166,667, 

°         o,o3 

plus  grande  racine  est  approximativement  i65,255. 

3*"  Nous  avons  vu  que  la  profondeur  d'un  puits  dét 

minée  par  la  chute  d'une  pierre  (n*  i55),  est  donnée  j 

la  plus  petite  racine  de  l'équation 


d'où 


x^  /         v\  X      * 

—  —  2(a+-)-+a*  =  o; 
««  \        g/v 


X  a*  .  I  X* 


+ 


La  vitesse  c  du  son  est  de  34o  mètres  par  seconde  ; 
constante  g  est  égale  à  9,8088.  Ordinairement  la  qnantit 

est  une  fraction  assez  petite  ;  car  les  puits  les  plus  profoi 
dépassent  rarement  1 00  mètres  ;  le  second  terme  du  secc 
membre  sera  donc  très-petit  par  rapport  au  premier  ten 
En  le  négligeant,  on  aura  une  première  valeur  approd 


X  a} 


On  obtiendra  ensuite  des  valeurs  de  plus  en  plus  rapp; 

chées  par  la  méthode  des  approximations  successives. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  se  soit  écoulé  5  secon< 

entre  le  moment  où  on  a  lâché  la  pieire  et  celui  où  le  br 

est  arrivé  à  l'oreille.  On  trouvera,  pour  la  première  yal< 

approchée, 

^  __  ao  _     . 

V       3(5+34,603) 

On  remplacera  ensuite     par  cette  valem*  dans  le  secc 
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membre  de  l'équation ,  et  l'on  aura  pour  seconde  valeur 

a{)procliée 


d*oà 


~  =  o,5i5i5  +  o^ooiaS  -f"  o,5i64 , 


a:=io7",6. 


159.  Resiabque.  Lorsque,  dans  l'équation 

leterme  connue  est  très-petit,  sans  que  le  premier  coeffi* 

c 
cieDt  a  le  soit  en  même  temps ,  le  produit  -  des  racines  est 


a 


tts-petit,  et  par  conséquent  Tune  des  racines  est  très- 
petite.  On  peut  calculer  cette  racine  par  la  méthode  des 
approximations  successives.  £n  effet,  mettons  l'équation 
soQslaforme 


c        ax^ 


ax- 


le  ternie  ^  est  très-petit  relativement  k  x  (  cai'  le  rap- 

dx 
port  de  ce  terme  à  x  est  ~  ,  quantité  Irès-petite) .  En  né- 
gligeant ce  terme ,  on  aura  donc  une  première  valeur  ap- 
prochée de  la  racine  cherchée 


c 
l 


Substituant  cette  valeur  approchée  dans  le  second  membre. 
m  aura  une  seconde  valeur 


c 
l 


plus  approchée  que  la  précédente,  et  ainsi  de  suite. 
Exemple.  Soit  l'équation 

x'  -f-  ax — 0, 1  =  o , 
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que  Ton  écrira  sous  la  forme 


4 

X' 
X  =  O.OJ . 

a 


La  petite  racine  a  pour  première  valeur  approchée 

x^  =  o,o5 , 
pour  seconde  valeur  approchée 

X  =  o,o5  —  OjOpiaS  =  0^04875. 


CHAPITRE   III. 

DES  QUESTIONS*  DE   MAXIMUM  ET  DE  MINIMUM  QUI   PEUVENT  SE 
itSOUDRE   PAB    LES   ÉQUATIONS   DU   SECOND  DRGRl^. 


160.  Lorsqu'une  grandeiu*  variable  après  avoir  aug- 
menté pendant  un  certain  temps,  diminue  ensuite,  elle 
passe  par  une  valeur  plus  grande  que  les  valeurs  voisines, 
«Des  qui  précèdent  et  celles  qui  suivent  immédiatement  : 
OD  dit  qu'elle  passe  par  un  maximum. 

Au  contraire,  lorsqu'une  grandeur  variable ,  après  avoir 

diminué  pendant  un  certain  temps ,  augmente  ensuite ,  elle 

passe  par  une  valeur  plus  petite  que  les  valeurs  voisines, 

celles  qui  précèdent  et  celles  qui  suivent  immédiatement  ; 

OQ  dit  dans  ce  cas  qu'elle  passe  par  un  minimum. 

Considérons,  par  exemple,  la  section  d'un  terrain  acci- 
denté par  un  plan  vertical ,  et  supposons  que  l'on  mesure 


la  hauteur  d&s  différents  points  de  cette  courbe  au-dessus 
dn  plan  horizontal  GH.  Le  sonunet  A  d'une  coUine  sera  un 
maximum ,  le  fond  B  d'une  vallée  un  minimum.  Si  l'on  par- 
court cette  ligne  dans  le  sens  KL,  après  s'être  élevé  jus- 
qu'au point  A ,  on  descendra  ensuite  de  A  vers  B  ;  la  hau- 
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leur  AA'  du  point  A  est  plus  grande  que  celle  des  point 
voisins,  d'un  côté  ou  de  l'autre;  c'est  un  maximum.  El 
continuant  le  mouvement,  on  descendra  jusqu'au  point  1 
pour  monter  ensuite  de  B  vers  C  ;  la  hauteur  BB'  du  point  1 
est  plus  petite  que  celle  des  points  voisins,  d'un  côté  ou  d^ 
l'autre  ;  c'est  un  minimum.  On  trouve  ensuite  un  nouveai 
maximum  CC,  etc. 

Nous  allons  étudier  quelques  questions  simples  qui  peu 
vent  être  résolues  par  des  polynômes  ou  des  équations  du 
second  degré. 

161.  Question  I.  Partager  un  nombre  donné  en  deux  pat" 
lies  de  fnanière  que  leur  produit  soit  maximum. 

Première  méthode.  Appelons  a  le  nombre  donné ,  x  Yunt 
des  parties,  y  le  produit;  l'autre  partie  sera  a  —  a?,  et  Toi 

aura 

y  =  ar(a  — 0?). 

Faisons  varier  a;  de  o  à  a;  quand  a?  =  o,  le  produit  y  es 
nul  ;  quand  x  atteint  la  valeur  a,  le  produit  redevient  nul 
Ainsi  la  quantité  y  est  partie  de  zéro  pour  revenir  à  zéro 
dans  l'intervalle  elle  a  pris  une  série  de  valeurs  positive 
finies  ;  elle  a  augmenté  d'abord  pour  diminuer  ensuite  ;  ett 
a  donc  passé  par  un  maximum. 

Pour  étudier  la  variation  de  ce  produit ,  nous  l'écriron 
sous  la  forme  suivante 

La  quantité  y  est  la  différence  de  deux  quantités  positives 
l'une  fixe ,  l'autre  variable  *,  elle  atteint  sa  plus  grande  valev 

ou  son  maximum  j- ,  quand  le  terme  à  retrancher  ( — x] 
est  nul  9  c'est-à-dire  lorsque  x  =  -f  el  alors  l'autre  pu 
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tie  a — ^  est  aussi  égale  à  -.  Ainsi ,  le  produit  de  deux 

facteurs^  dont  la  somme  est  constante^  est  maximum^  quand 
ces  deux  facteurs  sont  égaux  entre  eux. 

n  est  facile  de  suivre  les  variations  qu'éprouve  le  pro- 
duit y  quand  x  varie  de  o  à  a.  Quand  x  croit  de  o 

à  -,  le  terme  à  retrancher  ( x]    diminuant  de  plus 

en  plus ,  la  quantité  y  augmente  de  zéro  à  la  valeur  maxi* 

mum  ,  ;  quand  x  dépasse  -  et  varie  de  ^  à  a ,  le  tenue 

4  ^2  2 

à  retrancher  ( x)    on  (x  —  -)    augmentant  de  plus 

a' 
en  pluSi  y  diminue  au  contraire  de  -7-  à  zéro ,  en  repassant 

4 
par  les  mêmes  valeurs  que  précédemment.   Si  Ton  fait 

croître  x  au  delà  de  a,  l'autre  partie  a — x  devient  néga- 
tive et  croît  en  valeur  absolue ,  leur  produit  x  {a — x)  dé- 
tient négatif  et  croît  aussi  en  valeur  absolue  ;  donc  la  va- 
leur relative  de  y  diminue  indéfiniment.  11  en  est  de  même 
â  Ton  donne  à  x  des  valeurs  négatives. 

A  cette  question  abstraite  correspond  la  question  géomé- 
trique suivante  :  De  tous  les  rectangles  de  même  périmètre 
quel  est  le  plus  grand  ?  Car,  si  l'on  appelle  «a  le  périmètre 
donné,  x  la  base ,  a — x  étant  la  hauteur,  la  surface  sera 
ifeprésentée  par  le  produit  x  {a — x)  de  deux  facteurs  dont 
la  somme  est  constante.  Nous  avons  vu  que  ce  produit 
acquiert  sa  valeur  maximum  quand  les  deux  factem^  sont 
égaux  entre  eux  ;  ainsi,  de  tous  les  rectangles  de  même  pé- 
rimètre ,  le  plus  grand  est  le  carré 

H  est  aisé  de  suivre  la  variation  du  rectangle  :  quand 
2  ss  O9  la  hauteur  est  égale  à  a  et  le  rectangle  se  réduit 
k  une  ligne  droite  de  longueur  a  ;  l'aire  est  nulle.  Si  Ym 
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fait  croître  la  base  x  de  o  à  - ,  Yaite  augmente  progrès^. 

a« 
vement  de  o  à  la  valeur  maximum  -j-,  La  base  x  eonti- 

4 

nuant  à  croître  de  -  à  a.  Taire  diminue  de  cette  valeur 

a 

maximum  à  o,  en  repassant  par  les  mêmes  valeurs  que 

précédemment.  A  la  fin,  quand  x=a^  la  hauteur  est  nulle 

et  le  rectangle  se  réduit  de  nouveau  à  une  ligne  droite  ; 

Taire  redevient  nulle.  Dans  cette  question  géométrique^  la 

variable  x  ne  peut  ni  dépasser  a  ni  prendre  des  valeura 

négatives. 

A  la  même  question  se  rattache  encore  cet  autre  problème 

de  géométrie  :  Parmi  Kms  les  triangles  de  même  base  et  de 

même  périmètre^  quel  est  le  pltis  grand?  Si  Ton  appeUe  %p 

le  périmètre  donné,  a  le  côté  constant,  6  et  e  les  deux  côtés 

variables ,  on  sait  que  la  surface  du  triangle  est  exprimée 

par  la  formule 

^p{p—a)(p—ù){p  —  c). 

Nous  pouvons  faire  abstraction  des  deux  facteurs  constants 
p,  p  —  a  et  considérer  seulement  les  deux  facteurs  variables 
p — 6,  p — c,  dont  la  somme  «p  — 6 — c  ou  a  est  constante. 
Si  Ton  représente  par  x  le  premier  facteur,  le  second  étant 
a  —  a?,  on  a  à  considérer  le  produit  x{a  —  x)\  d'ailleurs  x 
varie  de  0  à  a;  le  produit  acquiert  sa  valeur  maximum 
quand  les  deux  facteurs  sont  égaux  entre  eux  ;  il  s'ensuit  que 
le  triangle  maximum  est  le  triangle  Uocile.  Plus  les  deux 
côtés  variables  diffèrent  entre  eux ,  plus  la  surface  du 
triangle  est  petite. 

162.  Deuxième  méthode.  On  peut  traiter  la  question  pré- 
cédente par  une  autre  méthode  dont  nous  nous  servirons 
par  la  suite  ;  proposons-nous  d'abord  la  question  suivante  : 
Partager  1$  nombre  a  en  deux  parties  dont  le  produU  90Ù 
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^1  éfo/à  iMe  quaniiti  donnée  m.  Si  Ton  désigne  ces  deux  par* 
ties  par  â;  et  y,  on  a  les  deux  équations 

Où  connaît  la  somme  et  le  produit  des  deux  inconnues  x 
et  y;  par  conséquent  ces  deux  inconnues  sont  les  deux  r<v 
ones  de  l'équation  du  second  degré 

i«*  —  aM  + w  =  o. 

Ainri  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  données  par  la  formule 


u 


V'- 


Time  des  racines  est  la  valeur  de  x,  l'autre  celle  de  y. 

La  question  n'est  possible  que  si  les  racines  sont  réelles  ; 

il  faut  donc  que  la  quantité  placée  sous  le  radical  soit  posi- 

a* 
tife,  c'est-à-dire  que  le  produit  m  soit  moindre  que  -y. 

4 
D'antre  part,  on  peut  donner  à  m  une  valeur  quelconque 

nKnndre  que  -7-  ;  car  à  une  telle  valeur  correspondent  deux 
4 

racines  réelles,  c'est-à-dire  un  mode  de  partage  qui  la  four* 
niL  Ainsi  le  produit  m  prend  toutes  les  valeurs  plus  petites 

c|ae  -T-,  et  n'en  prend  aucune  plus  grande  ;  sa  valeur  la  plus 

4 

a*  a* 

grande,  ou  son  maximum,  est  -j-.  Mais,  lorsque  m  =  -7- ,  le 

4  4 

ladical  est  nul  et  les  deux  racines  sont  égales  ;  le  produit 

acquiert  donc  sa  valeur  maximum ,  quand  on  partage  le 

iMHQshre  a  en  deux  parties  égales. 

16S.  Question  IL  Partager  un  nombre  donné  en  deux 
firtiei  teSe  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  minimum, 
hmiire  méthode.  Appelons  a  le  nombre  donné,  x  l'une 
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des  parties,  l'autre  sera  a — x  et  la  somme  y  de  de  leurs  c 
sera  représentée  par 

2^  =  X*  +  (û  —  x)^. 

Cette  expression  peut  être  mise  sous  la  forme  suii 

j/^^x^ — aœr-|-fl*=2  { x* — ax-] —  ) =^    (  ^ — ^^'^  T  )  "^  ( 


ou 


y=7  +  »(î-*)'- 


La  quantité  y  est  la  sonune  de  deux  quantités  posit 
l'une  fixe,  l'autre  variable.  Si  l'on  fait  croître  a?  de  o 

le  terme  variable  diminuant,  y  diminue  de  a'  à  —  ;  a; 

2 

tinuant  à  croître  de  -  à  a,  le  terme  variable  2  (x-- 

a» 
augmentant ,  y  augmente  de  —  à  a'.  Ainsi ,  la  quant 

diminue  d'abord  pour  augmenter  ensuite  ;  elle  passe 

par  un  minimum.  Ce  minimum  —  a  lieu  pour  x  =  - ,  ( 

à-dire  quand  on  partage  le  nombre  donné  a  en  deux 
ties  égales. 

Si  l'on  fait  croître  x  au  delà  de  a ,  l'autre  partie  a 
devient  négative ,  mais  son  carré  reste  positif,  et  la  so 
augmente  indéfiniment.  Il  en  est  de  même  si  l'on  donn* 
des  valeurs  négatives. 

A  cette  question  algébrique  se  rattache  Yitude  de  la 
riation  du  carré  inscrit  dans  un  carré  donné.  Si  sur  les  ( 
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àà  earré  donné  ACBD,  à  partir  des  sommets  et  en  tour* 

nant  dans  le  même  sens, 
on  porte  quatre  lon- 
gueurs égales  AE,  BF,  GG, 

DH,  et  si  Ton  joint  les 

points  ainsi  obtenus ,  on 
forme  un  carré  inscrit 
EFGH.  Appelons  a  le  côté 
du  carré  donné,  x  la  lon- 
gueur variable  AE,  Taire 
y  du  carré  inscrit  est  re- 

prtotée  par  l'expression 

<pc  nons  avons  mise  sous  la  forme 


y=7  +  ''(î-^)'- 


Faisons  varier  â?  de  o  à  a  ;  quand  a?  =  o,  le  carré  inscrit 
c<tocide  avec  le  carré  donné  ABCD,  Taire  est  égale  à  a*; 

2 croissant  de  o  à-,  Taire  du  carré  inscrit  diminue  de 

fl*à— ;  X  continuant  à  croître  de  -  à  a,  Taire  croît  de  — 

ic*;  enfin,  quand  x  devient  égal  à  a,  le  carré  inscrit 
tolodde  de  nouveau  avec  le  carré  donné.  Ainsi,  Taire  du 

carré  inscrit  diminue  d'abord  de  a*  à  —  pour  augmenter 

a» 
CDSQtte  de  -^  à  a*  ;  elle  passe  donc  par  une  valeur  mini- 

nimn  —  et  Ton  obtient  ce  carré  minimum  en  joignant  les 

niilieux  des  côtés  du  carré  donné. 
Si  l'on  prolonge  indéfiniment  les  côtés  du  carré  donné 
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toute  restriction  disparaîtra,  et  Ton  pourra  donner  à  x  des 
valeurs  positives  plus  grandes  que  a  et  aussi  des  valeurs 
négatives  (le  carré  inscrit  ET611'  correspond  à  une  valeur 
AE'  plus  grande  que  a) .  De  cette  manière  le  carré  inscrit 
augmente  indéfiniment. 

A  cette  même  question  se  rattache  encore  Yèttide  de  ta 
variation  de  la  diagonale  d'un  rectangle  dont  le  périmètre  est 
constant.  Car  si  Ton  appelle  2  a  le  périmètre  donné,  xla 
base ,  a  —  x  la  hauteur,  la  diagonale  y  sera 

Quand  or  =  o  le  rectangle  se  réduit  à  une  ligne  droite  de 
longueur  a  et  la  diagonale  est  égale  à  a.  Si  Ton  fait  crottre  x 

a  A 

de  o  à-,  la  diagonale  diminue  de  a  à  -p;  x  continuant 

2  °  ^/2 

a  ^ 

à  croître  de  -  à  a,  la  diagonale  augmente  de  -7=  à  a;  à  la 

2  y  2 

la  fin ,  quand  a;  =  a ,  le  rectangle  se  réduit  de  nouveau  à 
une  ligne  droite  et  la  diagonale  redevient  égale  à  a.  Ain^ 

la  diagonale  acquiert  sa  valeur  minimum  pour  x=  -^  c'est- 
à-dire  quand  le  rectangle  est  un  carré. 

Les  deux  côtés  du  rectangle  ayant  des  valeurs  essentielle- 
ment positives,  on  ne  peut  pas  faire  croître  x  au  delà  de  a, 
ni  lui  donner  des  valeurs  négatives  ;  la  diagonale  a  donc 
sa  plus  grande  valeur  a  pour  a;  =  o  ou  or  =  a,  c*est*àr-dire 
quand  le  rectangle  se  réduit  à  une  ligne  droite. 

164.  Deuxième  méthode.  Proposons*nous  d'abord  la  ques- 
tion suivante  :  Partager  le  nombre  a  en  deux  parties  téttes 
que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  égale  à  m.  En  appelant 
a?  et  y  ces  deux  parties ,  on  a  les  deux  équations 

x*'\-y*^=m. 
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Noos  connaissons  déjà  la  somme  des  deux  inconnues  ;  si 
nous  pouvions  trouver  leur  produit ,  nous  obtiendrions  ces 
deux  inconnues  par  une  même  équation  du  second  degré. 
Or  ced  est  facile.  En  élevant  au  carré  les  deux  membres 
de  la  première  équation ,  on  a 

x^  +  2xy  +  (/*  =  a*) 

A  Ton  en  retranche  la  seconde ,  ou  trouve 

%vy  =  a*  —  m, 


doù 


à*  —  m 


Sim  les  inconnues  x  et  y  sont  les  deux  racines  de  l'équa- 
tksï  du  second  degré 


a*  —  m 


tt*  —  ûtt  -| =:  u  ; 


eOes  sont  données  par  la  formule 

a   ,    ^  /a^       a"  —  m       a 
a        V   4  ^ 


v'awi  —  a* 


rone  des  racines  est  la  valem*  de  x,  l'autre  celle  de  y. 

Pour  que  la  question  soit  possible,  il  faut  que  la  quantité 
placée  sous  le  radical  soit  positive-,  c'est-à-dire  que  la  va- 


a* 


fenr  de  m  soit  plus  grande  que  — .  D'autre  part,  on  peut 

a* 

(former  à  m  une  valeur  quelconque  plus  grande  que  -^  ; 

Et 

car  à  une  telle  valeur  correspondent  des  valeurs  réelles 
de  X  et  de  y.  Ainsi  la  quantité  m  prend  toutes  les  valeurs 

plus  grandes  que  -;-  et  n'en  prend  aucune  plus  petite  ;  sa  va- 

leur  la  pluspetite,ouson  minimum,  est  — .  Loi'sque  m  =  —, 
les  deux  racines  sout  égales  ;  la  soiume  des  canes  acquiert 
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donc  sa  valeur  minimum  quand  le  nombre  a  est  parti^é  en 
deux  parties  égales. 

165.  Question  III,  Les  questions  que  nous  avons  trai- 
tées jusqu'à  présent  rentrent  dans  la  question  générale  sui- 
vante :  étudier  la  variation  du  trinôme  du  second  degré 
ax'  +  bx  +  c. 

Si  Ton  met  le  coefficient  a  en  facteur,  le  trmôme,  dont 
nous  désignerons  la  valeur  par  y,  s'écrit  sous  la  forme 

11  y  a  trois  cas  principaux  à  distinguer  : 

!•  ^  —  g  >  o.  Les  racines  de  l'équation  obtenue  en 
4 

égalant  le  trinôme  à  zéro,  sont  réelles,  et  le  trinôme  se 
décompose  en  facteurs  réels  du  premier  degré  (n"  1 44) 

(i)  i/  =  a{x  —  x'){x  —  x"]; 

nous  appelons  x'  la  plus  petite  racine ,  x^'  la  plus  grande. 
Quand  x  varie  de  a/  à  a/',  le  facteur  ar — x'  étant  positif, 
le  facteur  x — x"  négatif,  leur  produit  est  négatif  et  le  tri- 
nôme a  un  signe  contraire  à  celui  de  a.  Quand  x  dépasse  jf* 
et  croit  indéfiniment,  les  deux  facteurs  x  —  a:',  x — a!' 
étant  positifs,  leur  produit  est  lui-même  positif  et 
indéfiniment;  le  trinôme  a  le  même  signe  que  a.  Quand 
contraire  x  est  plus  petit  que  x'  et  diminue  indéfiiâment 
les  deux  facteurs  étant  négatifs ,  leur  produit  est  positif 
augmente  indéfiniment  ;  le  trinôme  a  encore  le  signe  de  a 

En  résumé ,  le  trinôme  a  un  signe  contraire  à  celui  de 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  deux 
x'  et  x",  et  il  a  le  même  signe  que  a  pour  toutes  les 
de  X  extérieures  aux  racines,  c'est-à-dire  plus  grandes  que 
plus  grande,  ou  plus  petites  que  la  plus  petite.  11  change  don 
deux  fois  de  signe  ;  une  première  fois  quand  x  passe  par 
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racine  jt*,  une  seconde  fois  quand  x  passe  pai* la  racine x\  et 
œschangementsdesignes'opërentqnandletrinômes'annule. 
Si  l'on  complète  le  carré  dont  x^  -f*  P^  ^^^  1^  cioux 
premiers  termes,  le  trinôme  s'écrit 

-[(^+0'-(?-)} 

OU,  plus  simplement , 


w        y=«[(^+f)-**]* 


en  désignant  par  jk*  la  quantité  positive  y  —  qf.  La  paren- 

tbèae  est  la  différence  de  deux  carrés,  l'un  fixe,  l'autre  var- 
riable.  A  l'aide  des  formes  (i)  et  (s),  il  est  facile  d'étudier 
la  variation  du  trinôme.  Supposons  d'abord  le  coefficient  a 
poMtif ;  X  variant  de  —  cr^  à  a/,  y  diminue  de  +  cr.  à  o  : 

X  variant  de  x'  à —  -,  h  continue  à  diminuer  de  o  à  la  va- 

leur  négative  —  oft'  ;  x  variant  de  —  -  à  o/',  y  croit  de 

-oi^  à  o  ;  jr  croissant  ensuite  de  od'  à  -(-  0^9  y  augmente 

de  0  à  +  oc.  En  résumé ,  y  diminue  de  +  ^^  à  —  aft'  pour 

«ïçmenter  ensuite  jusqu'à  +  c/^  ;  cette  valeur  négative — akr 

p      x'+af' 
^  on  minimum  ;  on  l'obtient  quand  x  =  —  -  =  -— — . 

Supposons  maintenant  le  coefficient  a  négatif;  x  variant 

îte— cr>  à  x\  y  croit  de  —  rfàk  o;  x  variant  de  af  à — ^, 

ï  croit  encore  de  o  à  la  valeur  positive  —  ak*  ;  x  variant  en- 

aûte  de  —  -  à  x"  et  de  x"  à  +  c»,  11  diminue  de  —  ak^ 
2 

i  0,  pms  de  0  à  —  c/^  ;  ainsi  la  valeur  positive  —  ak*  est 

p      af  +  a^ 
^  ^»^oximum:  on  l'obtient  pour  x  =  — -  =  — -^ — . 
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2" 


^ — g<o.  Les  racines  sont  imagiuaires  et  le  tri- 
nôme  prend  la  forme 

-«[('+9'+('-ç)]' 

ou  plus  simplement, 

(3)  y  =  a[(x  +  f)+A'], 

en  désignant  par  k'  la  quantité  positive  q  —  y.  La  paren- 
thèse est  la  somme  de  deux  carrés,  Tun  fixe,  l'autre  va- 
riable ;  quelle  que  soit  la  valeur  de  x^  elle  reste  toujours 
positive  et  le  trinôme  conserve  le  signe  de  a.  La  paren- 
thèse devient  minimum  quand  x  =  —  ~.  Si  partant  de 

cette  valeur  —  ^,  a;  tend  vers  -f  o^  ou  vers — co,  la  pa- 
renthèse augmente  indéfiniment.  A  ce  minimiun  de  la  pa- 
renthèse correspond  un  minimum  ou  un  maximmn  du  tri- 
nôme ,  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif. 

3*  ^7 —  g  =  o.  Les  racines  sont  égales  et  le  trinôme 
4 

s'écrit 


.   (4)  y  =  û(^  +  f)*. 


C'est  un  carré  parfait  ;  y  conserve  toujours  le  signe  de  a, 
et  admet  le  minimiun  zéro  en  valeur  absolue. 

166.  Question  IV.  De  tous  les  canes  circonscrits  à  une 
sphère  donnée  ^  quel  est  le  plus  petit  ? 

Soit  AB  un  diamètre  fixe  de  la  sphère  ;  menons  par  le 
point  A  un  plan  tangent  à  la  sphère  et  sur  le  prolonge- 
ment du  diamètre  AB  prenons  un  point  quelconque  S  pour 
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sommet  du  cône  circonscrit.  Si  le  sommet  S  se  rapproche 

du  point  B,  le  cdne,  s' évasant 
de  plus  en  plus,  augmente 
indéfiniment  ;  si  au  contraire 
le  sommet  S  s'éloigne  du 
point  B,  le  cdne,  s'allongeant 
de  plus  en  plus,  et  ayant  tou- 
joiu*s  une  base  plus  grande 
qu'un  grand  cercle  de  la 
sphère ,  augmente  aussi  indé- 
finiment Ainsi,  lorsqu'on  fait  glisser  le  sommet  S  sur  le 
prolongement  du  diamètre  à  partir  du  point  B,  on  voit  que 
lecAne  circonscrit,  d'abord  infiniment  grand,  commence 
par  diminuer  pour  augmenter  ensuite  et  redevenir  indéfini- 
ment grand ,  il  passe  donc  par  une  valeur  plus  petite  que 
tontes  les  autres,  c'est-à-dire  par  un  minimum. 
Le  volume  du  cdne  a  pour  mesure 

i  itÂC*  X  SA. 
Appelons  r  le  rayon  de  la  sphère  et  x  la  distance  BS.  On  a 

SA  =  ar  +  ^• 
Les  triangles  semblables  SAC,  SOD  donnent  la  proportion 

AC_SA, 
OD""SD' 

d'où  Ton  déduit,  en  remarquant  que  la  tangente  SD, 
lûoyenne  proportionnelle  entre  SA  et  SB,  égale  ^x{*2r+x)y 


t       r'(2r  +  x) 


AC  = 


X 


Si  Ton  remplace  les  quantités  AC  et  SA  par  leurs  valeurs,  le 
volume  do  cône  aura  pour  expression 


r.r 


,(ar-M« 


14 
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Proposona-Dous  d'abord  cette  question  :  circonscrire  à  la 
spbère  un  cône  de  volume  donné.  Si ,  pour  simpliûer,  nous 

représentons  le  volume  donné  par  ^  Tcr'm ,  nous  aurons 
Féquation 

qiût  mise  sous  forme  entière,  devient 

x*—  4(tn  —  r)x  +  4^'  =  o. 

On  en  déduit 

X  =  a(m  —  r)±  a  ^(m  —  rf  —  r', 

et|  en  simpUfiant  la  quantité  placée  sous  le  radical , 

X  =  a(m  — r)  ±:  a  ^(m— -ar). 

Pour  que  a;  soit  réelle,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la 
quantité  positive  m  soit  plus  grande  que  sr ;  donc  m  a  un 
minimum  ar,  et  quand  on  donne  à  m  cette  valeur  on  trouve 
a:  =  ar.  Ainsi  le  plus  petit  cône  S'G'E'  circonscrit  à  la  sphère 
a  une  hauteur  S'A  double  du  diamètre  de  la  sphère  ;  le 

volume  de  ce  cône  minimum  est  ^r  «r'  ;  c'est  le  double  du 

volume  de  la  sphère. 

A  toute  valeur  de  m  plus  grande  que  2r  correspondent 
deux  valeurs  de  x  réelles  et  positives  ;  il  existe  donc  deux 
cônes  ayant  un  même  volume  quelconque  plus  grand  que  le 
minimum^  l'un  a  une  hauteur  plus  grande  que  la  hauteur 
S'A  du  cône  minimum,  l'autre  une  hauteur  plus  petite. 
En  effet ,  la  valeur  de  x  donnée  par  le  signe  +  devant  le 
radical  est  plus  grande  que  a  (m — r ) ,  et  à  plus  forte  raison 
plus  grande  que  ar ,  puisque  m  est  plus  grand  que  ar  ;  le 
produit  des  deux  racines  étant  égal  à  4^'*  et  l'une  d'éUes 
étant  >  ar,  l'autre  sera  <  ar. 

Ce  qui  précède  montre  bien  que,  lorsque  x  croit  de  o 
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i  »r,  le  volume  du  cdne  diniiaue  de  l' infini  à  aa  valeur  roi- 

nimum  ^  nr*,  et  que  lorsque  x  continue  à  croître  au  delà 

de  xr,  le  voluuie  augmente  ensuite  indéûniment. 

167.  Qdestion  V.  Étudier  la  variation  de  la  iurfaee  totale 

dn  cylindre  imcrtt  dans  un  e&ne 

donné. 

Désignons  par  r  le  rayon  OA  de 
la  batae  du  cOiic,  et  par  A  aa  hau- 
teur SO;  appelons  x  le  rayon  OC 
de  la  base  du  cylindre  in.scrit,  j;  la 
hauteur  Où.  Les  triangles  sem- 
blables EGA,  SOA,  douiient  la  pro- 
portion 

i  =  — p-,        dou       (i)     a=   \      • 
Li  surface  toUde  S  du  cylindre  a  |)our  expression 

et,  eu  remplaçant  y  par  sa  valeur, 

H  y  plusieurs  cas  i  considérer,  suivant  que  le  cône 
d<Riiië ï  nne  forme  plus  ou  moins  allongée,  i"  Supposons 
tfibord  la  hauteur  h  du  cône  moindi-e  que  le  rayon  de 

Il  base,  c'est-à-dire  le  cône  tiès-aplati.  La  quantité 

^t  poâtive ,  on  voit  que  la  surface  augttiente  à  mesure 
1M  X  augmente  ;  si  donc  ou  fait  croître  a:  de  o  à  r,  la  sur- 
ks  im  constamment  en  augmentant  de  o  à  sxr*.  Au 
commencement,  quand  x  =  a,  le  cylindre  se  réduit  à  la 
ligne  droite  OS  et  la  surface  est  nulle  ;  à  la  fin ,  quand 
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a;  =  r,  la  hauteur  étant  nulle,  le  cylindre  coïncide 
la  base  du  cône  et  la  surface  devient  égale  à  sirr*.  1 
ces  deux  limites,  la  surface  va  continuellement  en 
mentant,  sans  alternative  de  décroissance. 

2*  Supposons  maintenant  A  >  r,  l'expression  de  la 
face  deviendra 

S  =  aicx   h X  L 

ou 

l^^  «  A  —  ''  Y  hr  ~\ 

(3)  S=21C— — X^l^j— j;-xj. 

h f 

Négligeant  le  facteur  constant  positif  a^c ,  nous 

vous  nous  borner  à  considérer  le  produit 

des  deux  facteurs  variables.  La  somme  de  ces  deux  faci 
est  constante  ;  mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  imméd 
ment  que  le  produit  acquiert  sa  valeur  maximum  qi 
les  deux  facteurs  sont  égaux  entre  eux  ;  il  faut  pour 
que  ces  deux  facteurs  puissent  eiSectivement  devenir  éj 
entre  eux,  ce  qui  n'a  pas  toujours  lieu,  comme  nous  a 
le  voir.  Par  une  transformation  que  nous  avons  déjà 
plusieurs  fois,  mettons  le  produit  sous  la  forme 

AV«  /     hr  y 

Le  rayon  x  de  la  base  du  cylindre  n'est  susceptible  de  y 
que  de  o  à  f .  Si  Ton  a 

hr 


2(h—r) 

c'est-à-dire  h  <  ar,  quand  x  croit  de  o  à  r ,  la  quantité 

hr 

a(A— r)       ^ 
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reste  positive  et  diminue  sans  devenir  égale  à  zéro  ;  la  sur* 

boe  du  cylindre  va  en  augmentant  continuellement  deptds 

le  conmiencement  jusqu'à  la  fin ,  comme  précédemment. 

Dans  ce  cas,  les  deux  facteurs  du  produit  ne  deviennent  pas 

hr 
égaux  entre  eux,  ce  qui  exigerait  que  Ton  eût  x  = 


2(/i-r) 

la  surface  arrive  à  sa  plus  grande  valeur  quand  a?  r=  r, 
c  est-à-dire  quand  les  facteurs  diffèrent  le  moins  possible 

fun  de  l'autre. 

hr 
Supposons  maintenant    . .  <  r,  ou  ft  >  2r;  x  va- 

hr  A'f 

riant  de  o  à  —tt — r ,  la  surface  augmente  de  o  à 


2{h-ry  "  2(ft-r)' 


hr 

«continuant  à  croître  de  -rr — x  ^r^h,  surface  diminue  de 

2(ft— r) 

f^hW 

cette  valeur  — rr r  jusqu'à  la  valeur  extrême  aitr*.  Ainsi 

3(fc — r)^    ^ 

la  surface  passe  par  un  maximum  pour  x  =     .   ; 

dans  ce  cas ,  les  deux  facteurs  du  produit  dont  nous  avons 
parlé  deviennent  égaux  entre  eux. 

En  résumé,  si  l'on  fait  croître  o;  de  o  à  r;  i*  quand 
l<2r,  la  surface  du  cyliydre  inscrit  va  en  augmentant 
continuellement  depuis  le  commencement  jusqu'à  la  fm  ; 
2'  quand  ft  >  2r,  la  surface  augmente  de  zéro  jusqu'à  une 
certaine  valeur  maximum,  puis  diminue  de  ce  maximum 
jusqu'à  2icr*. 

168,  Question  VI.   Étudier  la  variation  de  la  fraction 

x*  —  6x+  11' 

<i<int  laquelle  x  désigne  une  variable  réelle  arbitraire. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  les  valeurs  de  x  qui 
rendent  cette  fraction  égale  à  une  quantité  donnée  tw.  Nous 
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aorons  Féquation 

nx^  +  6 

(m  (m — 3)x*  —  &mX'{'i\m — 6  =  0, 

d'où  l'on  déduit 

^^  3m±:  s/gm^-^^m,  —  a)(iim  — 6) 

m —  1 

et ,  en  simplifiant , 

3m  db  V —  am'  +  a8m  —  la 

5;  = ! ! . 

m —  a 

Pour  que  x  soit  réelle,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  If 
quantité  placée  sous  le  radical  soit  positive.  Ainsi  la  quan 
tîtë  m  prendra  toutes  les  valeurs  qui  rendent  positif  1< 

trinôme 

—  am'  +  28m — la, 

et  n'en  prendra  pas  d'autres.  Ce  trinôme  peut  être  mis  soui 

la  forme 

—  a(m*—  i4jn + 6). 
L'équation 

m' —  14m +  6  =  0, 

obtenue  en  égalant  le  trinôme  à  zéro ,  a  ses  racines  réelle 

m  =  7  db  v/43. 

Appelons  m' la  plus  petite,  m"  la  plus  grande  ;  le  trinôm 
se  décompose  en  facteurs  du  premier  degré  et  s'écrit 

—  a(m  —  m!)  [m  —  m") , 
ou  i[m  —  m')  (m"  —  m). 

Le  trinôme  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  m  con 
prises  entre  m'  et  m"  ;  et  il  est  négatif  pour  toutes  les  au 
très  valeurs.  Ainsi,  quand  la  variable  x  parcourt  toiil 
l'échelle  des  grandeurs,  la  fraction  proposée  m  varie  enti 
m!  et  m" ,  sans  jamais  sortir  de  ces  limites. 
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La  ]imit6  inférieure  m'  est  un  iDinimum ,  la  limite  supé- 
rienre  m"  est  on  maximum. 

Gomme  ^^43  =  6,557  ^  0,001  près,  le  minimum  de  la 
fnc&m  est  m'  =  0,44^9  le  maximum  m"  =  13,557.  La  va- 
lear  de  X  qui  rend  la  fraction  minimum  est 

_j         3ifi  __, 

«'  =  -; — -=—0,854; 
m  —  a 

celle  qui  la  rend  maximum  est 

^=zj, — -  =  3,519. 
m  —  a 

A  toute  valeur  de  m  comprise  entre  m'  et  m"  correspon- 
dent deox  valeurs  différentes  de  œ. 

Nous  pouvons  maintenant  nous  rendre  compte  de  la  va- 
riation de  la  fraction  proposée ,  quand  x  varie  d'une  ma- 
nière continue  de  — ooà  +  oo.  Examinons  d'abord  ce  que 
devient  cette  fraction  quand  on  donne  à  x  une  valeur  nu- 
mérique très-grande ,  positive  ou  négative.  Pour  cela,  nous 
diviserons  par  x*  le  numérateur  et  le  dénominateur,  ce 

qui  donne 

6 


m  = 


«+p 


6       „' 


({oand  X  est  très -grand  numériquement,  les  quantités 
5,  - ,  — I  sont  très-petites ,  et  la  fraction  diffère  très-peu 

de  la  valeur  -  ou  2  ;  ceci  nous  apprend  que  la  fraction  tend 

^rs  la  valeur  2  quand  x  augmente  indéfiniment  en  valeur 
*l»olue.  Si  donc  on  fait  croître  x  d'une  manière  continue 
de  — Qo  à  —  0,854  »  la  fraction  proposée  ira  en  diminuant 
delà  valeur  9  à  la  valeur  minimum  o,445  ;  x  croissant  en- 
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suite  de  0,8549  ^  3,5 19  la  fraction  ira  en  croissant  du 
minimum  o,445  au  maximum  i3,557;  x  dépassant  enfin 
5,5 19  et  croissant  indéfiniment,  la  fraction  ira  en  dUninuaiit 
du  maximimi  1 3,357  à  la  valeur  2.  Il  est  à  remarquer  que 
la  fraction  passe  deux  fois  par  chaque  valeur  intermédiaire 
entre  le  minimum  et  le  maximum.  Il  faut  en  excepter  toute- 
fois la  valeur  2  ;  la  fraction  ne  passe  pas  précisément  par 
la  valeur  2  ;  car  cette  valeur  doit  être  considérée  comme  la 
valeur  limite  vers  laquelle  tend  la  fraction,  quand  x  s*é* 
loigne  vers  l'infini  positif  ou  vers  l'infini  négatif. 

169.  Question  VII.  Étudier  la  variation  de  la  fraction 

6a?  — 7' 

Si  nous  cherchons  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  frac- 
tion égale  à  m,  nous  avons  l'équation 

0^  +  5 
6x — 7 

X*  —  6mx-|-  7m  +  5  =  o, 
d'où 

x  =  Zmd-  ^gm*  —  ym  —  5. 

La  fraction  m  prendra  toutes  les  valeurs  qui  rendent 
positif  le  trinôme 

gm'  —  ym  —  5. 

Les  deux  racines  de  l'équation ,  obtenue  en  égalant  ce 
trinôme  à  zéro ,  étant  réelles ,  le  trinôme  se  décompose  en 
facteurs  et  se  met  sous  la  forme 

g{m  —  m')  (m  —  m"), 

m'  désignant  toujours  la  plus  petite  racine  — o,43s ,  m"  la 
plus  grande  i,23o.  Le  trinôme  est  négatif  pour  les  valeurs 
de  m  comprises  entre  m!  et  m"  ;  mais  il  est  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  m  plus  grandes  que  m"  ou  plus  petites  que  tm% 
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Ainsi  la  fraction  m  admet  deux  séries  de  valeurs  :  l'une, 
commençant  à  mt'  et  s' élevant  à  -f  c>:>  ;  l'autre  commen- 
çant à  m'  et  descendant  vers  — f:r^.  La  valeur  m"  est  le 
minimum  de  la  première  série,  elle  est  donnée  par 
x  =  3m'' =  3,690,  la  valeur  m'  est  le  maximum  de  la 
seconde  série,  efle  est  donnée  par  x  =  3m'=: — 1,556. 
Remarquons  que  les  mots  maximum  et  minimum  n*ont 
pfais  iâ  un  sens  absolu,  mais  seulement  un  3ens  relatif.  La 
Taleor  m"  est  la  plus  petite  de  toutes  celles  de  la  pi*emière 
série  ;  c'est  un  minimum  relativement  à  cette  première 
série  ;  nnis  elle  est  plus  grande  que  les  valeurs  de  la  seconde 
série.  De  même ,  la  valeur  m'  est  la  plus  grande  de  toutes 
celles  de  la  seconde  série  ;  c'est  un  maximum  relativement 
à  cette  seconde  série. 

Ainsi ,  la  fraction  proposée  varie  de  tn''  à  -f-  c»  et  de 
mr  à  — co-  elle  parcourt  toute  1* échelle  des  grandeurs, 
sauf  la  portion  comprise  entre  m'  et  m".  Il  faut  re- 
marquer que  la  fraction  saute  brusquement  de  — on  i\ 

-|-  oo  quand  x  passe  par  la  valeur  ^ .  En  effet ,  quand  x 

est  un  peu  plus  petit  que  ~,  la  fraction  est  négative  et 

très-grande  en  valeur  absolue;  dès  que  x  dépasse  un  peu 

2 ,  la  fraction  devient  positive  et  très-grande. 
6 

Si  l'on  divise  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  x, 
ce  qui  met  la  fraction  sous  la  forme 

'    X 

TU' 

X 

on  voit  que,  pour  de  très-grandes  valeurs  de  a;,  le  numé- 
rateur différant  très-peu  de  x  le  dénominateur  de  6,  la 
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fraction  est  à  peu  près  égale  à  -^.  Elle  a  des  valeurs  très- 
grandes  et  de  même  signe  que  x. 

U  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  si  Ton  fait  croître  x 
de  —  oo  à  —  1 ,356,  la  fraction  va  en  croissant  de  —  c»  au 

maximum  —  0,45^  ;  oc  continuant  à  croître  de  —  i  ,356  à  | , 

la  fraction  va  en  décroissant  de  —  o,4S2  à  — qo.  Quand  a  |j 

passe  par  la  valeiu:  ~ ,  la  fraction  saute  brusquement  dt 

— OD  k-^c^;  X  croissant  ensuite  de  ^  à  3,690,  la  fractioB 

décroît  de  +  ^  &u  nûninmm  i,a3o  ;  x  dépassant  3*690  el 
croissant  jusqu'à  +  ^"9 1^  fraction  va  en  croissant  de  i,«3o 

à .+  co. 

i  70.  Question  VIII.  Étudier  la  variation  de  la  fraetUm 

x»  — 5 
aa? — 4' 

En  égalant  cette  fraction  à  m  et  résolvant  l'équation,  on 
trouve  ^ 

x:=zmdt^m*  —  4*^  +  5- 

Les  deux  racines  du  trinôme  placé  sous  le  radical  étant 
imaginaires,  ce  trinôme  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une 
somme  de  deux  carrés 


{m-2)'+i; 


J 


il  reste  constamment  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m.    ; 
Ainsi  la  fraction  proposée  parcourt  toute  l'échelle  des  gran- 
deurs de  o::>  à  +  CX). 

La  fraction  saute  brusquement  de  +  <^  ^  — ^^  quand  x 
passe  par  la  valeur  9.  D'autre  part,  si  l'on  divise  le  nnrné* 
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rateiir  et  le  dénominateur  par  x,  elle  s'écrit 

5 

X 

X 

X 

X 

et  deTient  à  peu  près  égale   à  -  pour  de  trës^grandes 

valeurs  de  x  positives  ou  négatives.  On  conclut  de  là  que 
quand  x  varie  de  —  o:>  à  +  *^  ^  1^  fraction  va  en  augmen- 
tant de — oo  à  -f  cao;  X  passant  par  la  valeur  â,  la  fraction 
fiaate  brusquement  de  -)*  c^o  à — ^-\x  variant  ensuite  de  d 
à  -\-  r^y  la  fraction  croît  de  nouveau  de — cr.  à  +  ^-'»  par- 
courant une  seconde  fois  toute  Téchelle  des  grandeurs. 

D*après  ce  que  nous  avons  dit ,  la  fraction  parcoiurt  deux 
fois  toute  l'échelle  des  grandeurs  ;  dans  chacun  de  ces 
mouvements  elle  va  en  augmentant  continuellement  sans 
éprouver  d'alternative  de  décroissance  ;  autrement  elle  pas- 
serait plus  de  deux  fois  par  leur  même  valeur  ;  ce  qui  ne 
peut  pas  être ,  puisqu'à  une  même  valeur  de  m  ne  corres- 
pondent que  deux  valeurs  de  x. 

Les  trois  dernières  questions  que  nous  venons  de  traiter 
rentrent  dans  l'étude  de  la  variation  de  la  fraction  ration- 
nelle 

ax^  '\-bX'\'C 
«>«  H-  bx  +  c'  ' . 

Les  exemples  que  nous  avons  examinés  montrent  les  cir- 
constances principales  qui  peuvent  se  présenter  ;  il  est  inu- 
tile d'entrer  dans  plus  de  détails. 

171.  Question  IX.  Étant  donnés  deux  cercles  qui  se  cou- 
pent au  point  A  ;  par  ce  point  on  mène  une  sécante  quel^ 
conque  BG  ;  étudier  la  variation  du  produit  des  deux  portions 
AR  et  AG  de  cette  sécante. 
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iStudiODs  d'abord  sur  la  Tigure  la  variation  du  p 
AB  X  AG.  Faisons  tourner  !a  sécMite  autour  du  poin' 
droite  à  gauche;  s 


tangente  au  petit  cercle,  le  segment  AC  s' annulai 
produit  redevient  nul  ;  dans  l'intervalle  le  produit  a 
passé  par  un  maximum.  Si  nous  continuons  le  mouv 
dans  le  même  sens  pour  aller  de  la  position  AE  à  la 
Uon  AD ,  le  produit ,  partant  de  zéro  pour  revenir  à 
passe  par  un  second  maximum. 

Supposons  que  la  sécante  occupe  la  position  BG 
centres  0  et  0',  abfûssons  sur  cette  sécante  les  perpei 
laires  OF,  O'G  ;  et  du  centre  0',  menons  une  parallë 
à  la  sécante.  Appelons  a  et  b  les  rayons  OA,  O'A  det 
cercles,  d  la  distance  00'  des  centres,  j;  et  y  les  moitié 
AG  des  deux  segments  de  la  sécante,  4"'  le  produit 
deux  segments.  On  a  la  première  équation 

(.)  xv  =  .«. 

Le  triangle  rectai^le  OO'H  donne 

rf' =  ffïT  +  ÔiT  =  [a:  +  y)"  +  (OF  —  O'G)»  ; 

là  l'on  développe  les  carrés  et  si  l'on  observe  que 

Ôf'=«»  — r", 
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il  vient 

« 

d'où 

V^(«'  —  a»)  (6'  —  y')  =  "'  "^  ^"  ~  '^'  +  m  =  A  +  m , 

en  désignant ,  pour  abréger ,  par  A  la  quantité  connue 

o«  +  6» d» 

— = .  En  élevant  au  carré  et  développant,  on  a 

o«6*  —  6V  —  «y  +  xY  =  (A  +  m]\ 
ou 

(a)        6V  +  «y  =  a»ô«  +  m«  —  (A  +  m)\ 

Les  deux  équations  (i)  et  (2)  conviennent  aussi  au  cas 

où  la  sécante  occupe  la  position  AB';  seulement,  dans  ce 

cas,  le  segment  AC,  étant  porté  en  sens  contraire,  sera 

regardé  comme  négatif,  ainsi  que  le  produit  m.  Dans  le 

triangle  rectangle  OO'H',  le  côté  O'H'  est  égal  à  la  différence 

AP — AG',  ou  à  la  somme  algébrique  x  +  y  ;  le  côté  OH' 

est  une  sonune  OF'  4-  O'G,  au  lieu  d'être  une  différence 

comme  précédemment  ;  le  signe  placé  devant  le  radical  est 

donc  changé,  mais  l'élévation  au  carré  donne  la  même 

équation  (2).  Puisque ,  dans  cette  nouvelle  position  de  la 

sécante ,  le  produit  m  est  regardé  comme  négatif,  on  voit  que 

k  second  maximum  géométrique  correspond  à  un  minimum 

algébrique.  Ainsi  le  produit  m  variera  entre  un  minimum 

négatif  et  un  maximum  positif. 

Afin  de  rendre  l'équation  (2)  symétrique  par  rapport  aux 
deux  inconnues,  nous  changerons  les  inconnues  et  nous 
poserons 

prenant  pour  inconnues  nouvelles  x'  et  y'  ;  les  équations  (  1  ) 
et  (2)  deviennent  ainsi 

(3)  x'y'  =r.  abm , 

(4)  x'^  4-  y't  =  a'^b^  +  m'  —  (A  +  m)\ 
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On  connaît  le  produit  des  deux  inconnues  et  la  scouiie  àt 
leurs  carrés.  Si ,  à  la  seconde  équation ,  on  ajoute  la  pre-  ' 
mière  multipliée  par  2 ,  il  vient 

{x'  +  yj  =  [ab  +  m)*-{k  +  m]\ 
d'où 

x'+^  =  zh  v^(a6  —  A)  (oA  +  A  4- 2m) . 

De  même ,  si  de  la  seconde  équation  on  retranche  la  pre* 
mière  multipliée  par  2 ,  il  vient 

(x'  —  y'Y  =  [ab  —  mY  —  (  A  +  m]\ 
d'où 


x'  —  y'  =  ±:  sl[ab-\'  k)[ab  —  A  — am). 

Si  l'on  remplace  A  par  sa  valeur,  les  deux  expresiûons 
précédentes  deviennent 

(5)  a:'  +  j'  =  d=-^[d*  — (a  — *)«][(a  +  6)'  — (P  +  4w»3. 

(6)  x'-y'  =  ±iv^[(a  +  6)'-rf'][rf'-{«-*)«-4«l. 

Pour  que  la  question  soit  possible ,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  les  deux  radicaux  soient  réels.  Nous  remarqucma 
d'abord  que,  puisque  la  distance  des  centres  est  plu9  petite 
que  la  somme  des  rayons  et  plus  grande  que  leur  différence^ 
les  deux  quantités 

{a  +  by-d\ 

d*  —  (a  —  6)% 

sont  positives  ;  en  représentant ,  pom'  abréger,  par  p  et  g 
ces  deux  quantités  positives,  on  a 

jf  —  }/  =  ±i-  \/p{q  —  (\rn). 
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l£prenûer  radical  est  réel,  si  ^nt  est  plus  grand  que — p, 
le  second,  si  411  est  plus  petit  que  q.  Donc  le  produit  des 
deux  s^ments  de  la  sécante  varie  du  minimum — p  au 
maximum  4- 9  ■ 

Si  l'on  fait  4i»  =  9i  on  slx' — v'=o,  et  par  suite  bx=atf, 

oa  —  =  r>  les  deux  tiegments  AB  et  AG  étant  proportion- 
nels aux  rayons ,  les  deux  triangles  OAB,  O'AC  sont  sem- 
blables, les  rayons  OA,  O'C  sont  parallèles,  et  par  consé- 
quent la  sécante  passe  par  le  centre  de  similitude  externe 
des  deux  cercles.  De  même  ,  si  l'on  fait  4m  =  — p,  on  a 
^+  y*  :=  o  ;  la  sécante  AB'  passe  pai-  le  centre  de  sirai- 
fitude  interne.  Ainâ  le  produit  acquiert  son  premier  maxi- 
mom  quand  la  sécante  passe  par  le  centre  de  similitude  ex- 
"ï-,  *■  terne;  il  acquiert  son  second 

maximum  numérique  quand 
la  sécante  passe  par  le  centre 
de  similitude  interne. 

172.  Question  X.  Alviolet 
des  abeilla.  Étant  donné  un 
prisme  droit  ayant  pour  base 
un  iiexagone  régulier,  prenons 
sur  le  prolongement  de  l'axe 
O'O  du  prisme  {fig.  1 }  tm  point 
arbitraire  S  ;  par  ce  point  et_ 
les  trois  côtés  du  triangle  équi- 
latéral  AC£,  obtenu  en  joi- 
gnant deux  à  deux  les  som- 
mets de  la  base  supérieure,  menons  trois  plans  ;  ces  plans 
détachent  du  prisme  hexa^nal  trois  tétraèdres  BACG, 
DCEH ,  FAEK ,  et  les  remplacent  par  le  tétraèdre  SAGE 
placé  au-dessus  du  prisme  ;  nous  formons  ainsi  le  solide 
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m»-»*'"*"'/^ 


représenté  par  la  figure  2,  qui  se  termine  à  sa  partie  supé 
rieureparune sorte  d*bexagone  gauche,  réunion  des  trois  fa 

Fig.  2.  sangesqui  aboutissent  au  som 

met  S. 
Il  est  aisé  de  voir  que  le  v« 
y      / 1       liune  du  solide  sdnsi  formé  â 
Kf —  I  i^>^       I    /  constant,  quelle  que  soit  lap 

sition  du  point  S  sur  le  proloi 
gement  de  Taxe  du  prisme.  E 
effet ,  les  deux  losanges  SIG 
et  OABG  QSjr.  1)  ayant  ui 
diagonale  conunune  AG,  li 
deux  autres  diagonales  S 
et  OB  passent  par  le  m&ii 
point  L,  milieu  de  AC  ;  les  t; 
angles  rectangles  LB6,  LC 
sont  égaux,  et  Ton  a  BG=OS.  11  en  résulte  que  le  tétr^ 
dre  GABG  détaché  du  prisme,  et  le  tétraèdre  ajouté  SAC 
sont  égaux ,  comme  ayant  leurs  bases  égales  ABC ,  AO 
et  aussi  leurs  hauteurs  égales  BG  et  OS.  Ainsi  la  soœb- 
des  trois  parties  détachées  du  prisme  est  égale  à  la  yf^ 
mide  ajoutée  SAGE. 

Considérons  maintenant  la  surface  du  solide.  Appela 
a  le  côté  A'B'  de  l'hexagone  régulier,  /  la  longueur 
l'arête  A  A'  du  prisme  primitif,  x  la  distance  arbitraire  C 
La  surface  latérale  du  solide  que  nous  étudions,  se  com0 
sant  de  six  trapèzes  tels  que  AA'B'G,  a  pour  mesure 

3(AA'  +  GBO  X  A'B'  =  3û(a/  —  x) . 

Les  trois  losanges  qui  terminent  le  solide  ont  pour  mesurer 
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=  3AGxSL  =  3a  v^3  \/«*+  ^. 
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iioffl  la  surface  totale  du  solide ,  abstraction  faite  de  la  base 
ioférieure,  a  pour  expression 


5ii(a/  —  x)  +  3a 


v^\/*'  +  f 


Gherchons  la  valeur  de  x  pour  laquelle  cette  surface  est 
^  à  une  surface  donnée  que ,  pour  simplifier,  nous  re- 
(résenterons  par  3am;  nous  avons  l'équation 


al—x+y 


Sx*  +  -—  =  m. 


(i)  y/to«  +  Ç=m-îi/  +  x, 

et,  ea  élevant  au  carré , 

3a^  +  —  =  (m  —  a/)*  -\-  tk[m  —  2l)x  +  x*, 

3a* 
(a)        aar* — a(m —  a/)x  +  -7 (^  —  aO*  =  <>• 

On  en  déduit 


(5)      x  = 


m  — a/iti/s    (m  — a/)*  — ^1 


2 


A  l'inspection  de  l'équation  (i),  on  voit  que,  le  premier 
ïûfimbre  étant  plus  grand  que  x,  la  quantité  m — 2/  est 
i^tessairement  positive.  Si  Ton  représente  cette  quantité 
pw  m',  la  formule  (3)  devient 


'"^s/Hf-^ 


a 

Pour  que  x  soit  réelle ,  là  quantité  positive  m'  doit  satisfaire 
iïa  condition 


rw*>  — 


15 
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ou 

m  >• . 

Ainsi  la  surface  a  un  minimum  ;  et  ce  minimum  a  lieu 

Les  abeilles  construisent  leurs  cellules  sur  ce 
L'entrée  de  T alvéole  est  im  hexagone  régulier  A'BX 
(fig.  2)  ;  le  fond  est  formé  de  la  réunion  de  trois  fj 
planes  inclinées  de  manière  que  la  surface  soit  min 
Il  y  a  ainsi  économie  de  cire.  Les  alvéoles  sont  placi 
unes  à  côté  des  autres  en  doubles  rayons ,  les  ouv( 
tournées  en  dehors,  et  les  fonds  se  touchant  exact 
de  manière  qu  il  n'y  ait  pas  d'intervalle  vide  entre  e 
que  chaque  cloison  serve  à  deux  cellules  voisines. 

173.  Question  XI.  Partager  un  nombre  donné  e 
sieurs  parties  de  manière  que  le  produit  de  ces  parti 
maximum. 

Pour  fixer  \9k  idées  ,  supposons  que  l'on  part; 
nombre  donné  a  en  trois  parties  a:,  y,  s,  dont  chacuni 
varier  de  o  à  a.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  p 
xyz  acquiert  sa  plus  grande  valeur  quand  les  trois  fa 

sont  égaux  entre  eux ,  c'est-à-dire  quand  a;  =  y  =  ; 

En  effet ,  supposons  que  deux  des  facteurs ,  par  ex 
X  et  y ,  diffèrent  ;  fixons  le  troisième  facteur  z ,  et  f 
varier  les  deux  premiers  facteurs  .r  et  y,  dont  la  s 
a  —  z  est  alors  constante,  de  manière  à  les  rendre 
entre  eux  ;  il  est  clair  que  nous  augmenterons  le  prod 
et  par  suite  le  produit  xyz;  ainsi,  tant  que  deux  fyn 
diffèrent,  on  peut  les  modifier  de  manière  à  augmen 
valeur  du  produit;  le  produit  n'arrive  donc  à  sa  ^ 
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maximum  que  lorsque  les  trois  facteurs  sont  égaux  entre 
eai. 
Àpplieatian,  L'sdre  d'un  triangle  est  exprimée  par  la 

fonnole 

^p{p—a){p  —  b){p—c)y 

dms  laquelle  a,  b,  e  désignent  les  trois  côtés  et  a  p  le  pé- 
rimètre. Si  l'on  fait  varier  les  côtés  de  manière  que  le  péri- 
Mire  reste  constant,  la  somme  des  trois  facteurs  variables 
f—a^p  —  6,p — c,  restant  constamment  égale  à  p,  léÊt 
^uit  sera  maximum  quand  ces  trois  facteurs  seront  égaux 
Ihtre  (sut,  c'est-à-dire  quand  a  =  6 = c.  Ainsi,  de  tous  les 
ffiinjlH  ayant  mitn$  périmèirê^  le  plu$  grand  est  le  triangte 
l^natiraL 

171  Remarque.  Dans  la  question  précédente ,  nous  avons 
supposé  que  les  facteurs  variables  et  positifs  ne  sont  assu- 
Mtis  qu'à  la  condition 

a?  +  y  +  z  + =  a 

^*avoir  ime  somme  constante  ;  chacun  des  facteurs  varie  de 
^  à  a  et  on  peut  les  prendre  tous  arbitraiçement  excepté  im. 
^^tns  ce  cas ,  nous  avons  vu  que  le  produit  est  maximum , 
^Haod  tous  les  facteurs  sont  égaux.  La  même  propriété 
^tibsiste  quand,  outre  la  condition  d'avoir  ime  somme  con- 
stante, les  facteurs  variables  sont  assujettis  à  vérifier  d'au- 
^ï^  relations ,  pourvu ,  toutefois ,  que  les  nouvelles  rela- 
tions permettent  de  rendre  tous  les  facteurs  égaux  entre 
^m.  Pour  fixer  les  idées ,  bonions-nous  au  cas  de  trois 
tacteurs,  et  supposons  que  ces  trois  facteurs  positifs  soient 
Wujettis  à  vérifier  les  deux  conditions 

(i)  x  +  y  +  z=o, 

(a)  x  -f  ay  +  3«  =  ^» 

''Paginons  d* abord  que  l'on  fasse  abstraction  de  la  rela- 


f 
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tion  (a)  et  que  Ton  donne  aux  trois  facteurs  x,  y,  ^  tous 

les  systèmes  de  valeurs  positives  qui  vérifient  la  relation  (i)  ; 

a» 

la  plus  grande  valeur  du  produit  ocyz  sera  la  valeur  — , 

qui  a  lieu  quand  on  fait  a;  =  y=z=^.  Si,  maintenant , 

on  tient  compte  de  la  relation  (2) ,  il  faudra,  parmi  les  sys- 
tèmes de  valeurs  de  a;,  y,  z,  qui  vérifient  la  relation  (1), 
prendre  seulement  ceux  qui  vérifient  en  même  temps  la 
ri^lation  (2)  ;  le  produit  xyz  ne  passera  plus  par  toute  la 
série  des  valeurs  qu'il  avait  précédemment,  mais  seulement  . 
par  une  partie  d'entre  elles  ;  il  est  évident  que  le  maximum^ 
de  la  série  partielle  ne  pourra  dans  aucun  cas  surpasser  les 
maximum  de  la  série  totale  considérée  précédemment  ;  IcE 
plus  souvent  même  il  sera  moindre.  Si  les  trois  facteurs^ 
peuvent  devenir  égaux  entre  eux,  ce  qui  a  lieu  quand  6  =  2  a^ 

a* 
le  produit  acquerra  la  valeur  maximum  —  ;  mais  si  b  dif- 
fère de  2a,  les  trois  facteurs  ne  pouvant  être  rendus  égausi 

entre  eux,  le  produit  n'atteindra  pas  la  valeur  —  ;  sotf 

a» 

maximum  sera  plus  petit  que  —  ;  dans  ce  cas,  pour  déter— 
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miner  le  maximum,  il  faut  recourir  à  une  autre  méthode  î 

qui  sera  exposée  dans  le  Cours  de  mathématiques  spéciales. 

175.  Question  XII.  Partager  le  nombreaendeuxparliesx 
et  y  telles  que  le  produit  x^y"^  soit  maximum. 

Nous  pouvons  écrire  ce  produit  sous  la  forme 

Faisons  abstraction  du  facteur  constant  m'^n^ ,  et  considé^ 
rons  seulement  l'expression  variable 


m*"      n" 
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que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 


m    m 


n    n 


C'est  le  produit  de  m  +  n  facteurs,  dont  m  sont  égaux  à  — 

m» 

y 

et  n  à  '  ;  la  somme  de  tous  ces  facteurs 
n 

X   .     y 

m f-n- 

m         n 

est  constante,  puisque  x  +  y  =  a  ;  d'sdlleurs  tous  ces  fac- 
teurs peuvent  être  rendus  égaux  entre  eux  ;  donc  le  pro- 
duit acquerra  sa  valeur  maximum  quand  tous  les  facteurs 
seroDtégaux  entre  eux,  c'est-à-dire  quand  on  aura 

£  — ? 

Ainsi  il  faut  partager  le  nombre  a  en  deux  parties  pro- 
portionnelles aux  deux  exposants  m  et  n. 

176.  AfflicatioTM.  !<"  Étant  donné  une  feuille  de  carton 
^-  '•  carrée  ABCD,  si,  après  avoir  mené  des 

parallèles  aux  quatre  côtés  à  la  même 
distance,  on  enlève  les  petits  carrés 
dans  les  angles  et  qu'on  relève  les 
portions  rectangulaires  telles  que 
EKLF  ,  on  forme  une  boite  à  fond 
B  carré  EFGH.  Appelons  sa  le  côté  AB 
^  la  feuille  de  carton  et  x  la  distance  AK  à  laquelle  on 
^^^  les  parallèles  ;  la  boite  a  pour  base  un  carré  dont  le 
côtéEF  est  2a — 2X  ou  2  (a — x)\  sa  hauteur  est  a:;  le 
volume  a  pour  expression 

4(a  —  xfx. 
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Quand  x  varie  de  o  a  a,  le  volume,  qui  est  nul  pour  jc  =  o, 
augmente  d'abord,  pour  diminuer  ensuite  et  redevenir  nul; 
il  passe  donc  par  un  maximum  ;  la  somme  des  deux  fac- 
teurs variables  a  —  x  et  x  étant  constante ,  ce  maximum 
liora  lieu  quand  ces  deux  facteurs  seront  proportionnels 
aux  exposants  2  et  i ,  c'est-à-dire  quand  on  aura 


d'où 


a  —  X X 


a 
jr  =  -. 
3 


Ainsi,  pour  obtenir  la  boite  la  plufi  grapde,  il  faut  partager 
le  côté  AB  en  six  parties  égales  et  piener  les  parallèles  par 
les  premiers  points  de  division. 

a"  Quel  est  le  plus  grand  des  cylindres  inscrits  dans  une 
sphère?  Si  l'on  appelle  r  le  rayon  de  la  sphère,  x  le  rayon 
de  la  base  du  cylindre ,  2 y  sa  hauteur  on  a  entre  ces  deux 
v^able3  la  relation 

^*  +  y'  =  »•*» 
et  le  volume  du  cylindre  est  exprimé  par 

Cherchons  le  maximum  du  produit  x'y,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  de  son  carré 

xy. 

Les  deux  facteurs  x*  et  y*,  dont  la  somme  est  constante, 
sont  ici  élevés,  le  premier  à  la  puissance  2 ,  le  second  à  la 
puissance  1  ;  donc  le  produit  sera  maximum  quand  ces  fac- 
teurs seront  proportionnels  aux  exposants,  c'est-à-dire 
quand  on  aura 

î!  =  ^* 

ai' 
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On  en   déduit  y  =  — . ,  j:  =  -^.  La  hauteur  du   cylin- 

V'S  v5- 

dre  maximum  est  moindre  que  le  diamètre  de  la  base  ; 
elle  est  égale  aux  deux  tiers  du  côté  du  triangle  équila- 
téral  inscrit  dans  le  cercle  de  base. 


CHAPITRE  IV. 

ê 

ÉQUATIONS  BÉDUGTIBLES  AU  SECOND  DEGRÉ. 


Équations  bicarrées. 

177.  On  nomme  équations  bicarrées,  des  équations  du 

quatrième  degré  qui  ne  renferment  que  les  puissances 

paires  de  l'inconnue.  La  forme  générale  de  Téquation  bi- 

carrée  est 

(i)  aa;*-|-te'-j-c  =  o. 

Si  l'on  pose  a:*  =  y ,  prenant  pour  inconnue  nouvelle  y, 
l'équation  se  ramène  à  Téquation  du  second  degré 

(a)  •  ay^  +  by  +  c  =  o. 

On  en  déduit 

—  b±  V  6*  —  liac 

y= ^ • 

Mais,  comme  â;  =  db  v^,  on  a  finalement 


^.  /—b±sfb*  —  /^ac 

x=±:\/  • 

V  aa 


Chacune  des  valeurs  de  y  donne  pour  x  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi  Téquation  bicarrée 
admet  quatre  racines,  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires. 

Si  Féquation  (2)  a  ses  deux  racines  réelles  et  positives, 
l'équation  bicarrée  a  ses  quatre  racines  réelles.  Si  l'une 


,'»• 
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des  racines  de  l'équation  (s)  est  positive,  l'autre  négative, 
Téquation  (i)  admet  deux  racines  réelles  et  deux  imi^-* 
naires.  Si  les  deux  racines  de  1*  équation  (2)  sont  négatives 
ou  imaginaires,  les  quatre  racines  de  1* équation  (1)  sont 
imaginaires. 

Exercices. 
178.  Question  I.  Résoudre  les  deux  équations 


En  tirant  de  la  première 


^  =  x 


et  substituant  dans  la  seconde ,  on  arrive  à  F  équation  du 
quatrième  degré  bicarrée 

x*  +  5x*  — 36=0, 
d^où  l'on  déduit 


=±v/=^=*v/ 


—  5±i3 


Les  deux  valeurs  de  x*  sont  réelles,  l'une  positive  4^ 
l'autre  négative  —  9  ;  la  valeur  positive  donne  pour  x 
deux  racines  réelles 

x=dia,      d'où      y=:±:3; 
la  valeur  négative  donne  deux  racines  imaginaires 

x  =  ±3i'  d'où        fy  =  -r-;r:  =  ^a*' 

179.  Question  II.  Dans  une  sphère  donnée^  inscrire  un 
tyUndre  ayant  une  surface  totale  donnée. 

Appelons  r  le  rayon  de  la  sphère ,  ,r  le  rayon  de  la  base 
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du  cylindre,  ay  sa  hauteur,  et  représentons  la  surface    i 
totale  par  2^m.  Nous  aurons  les  deux  équations 


(i)  x'  +  y^  =  r^y 

(2)  27WC*-|-4^xy=  27rm. 

Si ,  dans  la  première  équation ,  on  substitue  la  valeur 

m  —  a?* 
3)  î,  =  _^, 

tirée  de  la  seconde ,  on  arrive  à  l'équation  bicarrée 

(4)  5x* — 2(m  -|-  ar*)x*  -|-  m* = o , 
d'où  Ton  déduit 

(5)  ^  ^  .   /(m  +  2r')  di  v/(m  +  nr')'  -^  5m^. 

La  valeur  de  x  devant  être  positive,  il  est  inutile  d'écrire 
le  signe  ±  devant  le  grand  radical. 

Pour  que  x  soit  réelle ,  il  est  nécessaire  que  la  quantité 

placée  sous  le  petit  radical  soit  positive,  c'est-à-dire  que 

l'on  ait 

[m  -f-  ar*)»  >  5m% 

ou  m  -f-  2r'  >  7w\/5. 

Il  en  résulte  la  condition 

m  < 


ou 

(v/5  +  .) 


Si  cette  condition  est  remplie,  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion (4)  du  second  degré  en  x^  étant  réelles  et  positives, 
la  formule  (5)  donne  pour  x  deux  valeurs  réelles  et  po- 
sitives. 
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^1      Appel(Mia-les  x'  et  x", 


-i 


(m  +  ar*)  —  y/(m  +  2r')'  —  5m- 

5  ' 


(m  +  ar*)  -f  \/(m  +  ar*)'  —  5m" 


Si  Ton  substitue  chacune  de  ces  valeurs  dans  l'équa- 

ticw  (5),  on  aura  pour  y  deux  valeurs  correspondantes  y'  et 

y"^  Hais  la  valeur  de  y  doit  aussi  être  positive  ;  il  faut  donc 

<rue  Ton  ait 

X*  <m. 

Cette  condition  est  toujours  remplie  pour  la  première  ra- 
oijttea^;  car  on  a 


, m  +  ar* —  ^(m  +  ar*)*  —  5m* 


,  en  ^anaformant , 


m* 


m  -\~  ar*  -f-  v^(m  -j-  ar')'  —  5m'  * 

l-«  dénominateur  étant  plus  grand  que  m ,  la  fraction  est 
plus  petite  que  m. 

Quand  on  remplace  rc*  par  m,  le  premier  membre  de 

Véquation  (4)  devient  égal  à  /^m{m  —  r').    Mais  ce  tri- 

^ime  peut  être  mis  sous  la  forme 

^n  a  donc 

5(m  —  a;'*)  (m  —  x"*)  =  4m  (m  —  r*). 

Wsque  a/*  est  plus  petit  que  m,  le  premier  facteur  est 
pos^,  et  les  deux  différences  m  —  x"*  et  m — r*  ont  le 
œftee  signdE  8i  m>  r%  on  aura  x"*  <fw,  et  la  seconde 
radne  a/',  donnant  aussi  pour  y  une  valeur  positive ,  sera 
admissible.  Mais  si  m  <  r*,  on  aura  jj'"  >  m,  et  la  seconde 
ndne  devra  être  rejetée. 
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En  résumé ,  pour  que  le  problème  soit  possible ,  il  fi 
que  la  surface  totale  du  cylindre  soit  plus  petite 

^r*(\/5  +  i).  Si  cette  surface  est  plus  petite  que  aitrV  / 
problème  admet  deux  solutions  ;  si  la  surface  est  plus  grande 
que  27cr%  tout  en  étant  moindre  que  le  maximum  »  le  pit>* 
blême  n'admet  qu'une  solution. 

On  voit  par  là  que  lorsqu'on  fait  varier  le  rayon  x  da 
cylindre  de  o  à  r,  la  surface  augmente  de  o  au  TnaTimni» 

^r*  (v/5  +  l)»  pour  diminuer  ensuite  de  ce  maximum  à  2«fV  ^ 

*  Transformation  des  expressions 

de  la  forme  y  ±  a  ^. 

180.  Les  quantités  irrationnelles  de  cette  forme  provien-*  ^ 
nent ,  comme  nous  l'avons  vu,  des  équations  bicarrées;  il  est 
possible  quelquefois  de  les  transformer  en  une  somme  ou 
en  une  différence  de  deux  radicaux  simples ,  et  ceci  oifire 
un  certain  avantage  en  rendant  le  calcul  plus  simple  et  plus 
facile.  Mais  nous  allons  d'abord  établir  un  principe  qui  noo^ 
servira.   . 

Lorsque  deux  quantités  incommensurables  de  la  formr 

aijz/b,  les  lettres  a  et  h  désignant  deux  quantités  commenr 
surables^  sont  égales ^  les  parties  commensurables  sont  égales^ 
ainsi  que  les  parties  incommensurables.  Je  dis  par  exemple  « 

que  l'égalité 

a-i-fb=za'  +  s/b', 

dans  laquelle  les  lettres  a  et  a'  désignent  des  quantités  com« 
mensurables  quelconques,  b  et  6'  des  quantités  commensura^ 
blés  non  carrés  parfaits,  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a  séj^uré- 
ment  a=a'^b  =  b'.  En  effet,  del'égalité  préc^dipiei  on  déduit 

V^  =  (a'  — a)  +  v^'3 

et ,  en  élevant  au  carré  les  deux  membres , 

b=  (a'  —  ay-  +  b'-i-ii[n'—a)  sjl' \ 
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à  a  était  différent  de  a',  on  aurait 

V*- îK^^j ' 

ei  la  quantité  incommensurable  ^¥  serait  égale  à  une  quan- 
tité commensurable,  ce  qui  est  impossible ,  puisque  a  =  a\ 
tm  a  aossi  b  =  V. 
Proposons-nous  m^tenant  de  transformer  l'expression 

ya  +  ^b,  dans  laquelle  a  et  6  désignent  des  nombres  po- 
âtifs  commensurables ,  en  une  somme  de  deux  radicaux 
amples.  Posons  donc 

RoQS  voulons  que  les  deux  nombres  cherchés  a;  et  y  soient 
coDmensurables.  En  élevant  les  deux  membres  au  carré, 
ODa 

a  +  ^  =  x  +  y  +  ik^'xy. 

h  vertu  du  principe  précédemment  établi ,  cette  égalité  ne 
peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a  séparément 

HoQS  connaissons  la  somme  et  le  produit  des  deux  incon- 
mes;  ces  deux  inconnues  sont  donc  les  racines  de  l'équation 
du  second  degré 

tt'  —  ûtt  +  7  =  0 , 

a±  Ja* — b 

On  voit  que  les  nombres  cherchés  seront  commensurables 
lorsque  la  qùîtntité  a* — 6  sera  un  carré  parfait.  En  dési- 
gnant par  h^  ce  carré  paifait,  on  aura  ainsi 
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V^«+v^=V^+V 


a  —  k 


181.  La  transformation  de  Texpression  \a — y^ 
feetuera  dd  la  même  manière.  On  posera 

d'où  Ton  déduit   • 

^  —  V'é  =  ar  +  y  —  a  v^xy , 
et  par  suite 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  donc  les  mêmes  que  j 
demment.  La  transformation  sera  possible  si  la  qu; 
a' — 6  est  un  carré  parfait.  En  désignant  par  fc*  ce  ( 
on  aura 


Applications,    i**   Transformer  Texpression  y  7  + 
La  quantité  7' — 15  ou  36  étant  égale  au  carré  de 
transformation  est  possible  et  Ton  aura 

*^^ï^=\/¥+\/¥=v't+v/Î=^ 

2*  Transformer  l'expression  v^6  —  2  y/5.  On  la  n 

sous  la  forme  y  6 — v^'20,  en  faisant  passer  le  facte 
sous  le  radical. 

La  quantité  6'  —  20  ou  16  étant  égale  au  carré  de 
transformation  est  possible  et  l'on  aura 


.  .^ 
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*  ÊijuaHons  trinômes. 

182.  GtmsidêroDS  taie  équation  de  la  forme 

* 

(i)  or**  4"  ûx*  -f-  c  =  o. 

Ed  posant  x*=:yt  on  est  ramené  à  1*  équation  du  second 

degré 

Coe  fois  les  valeurs  de  y  connues,  on  obtient  celles  de  x 
par  la  formule 

(5)  x  =  Vy. 

D  y  à  plusienrs  cas  à  examiner  : 

1*  Si  m  est  pair,  toute  valeur  réelle  positive  de  y  donne 
pour  X  deux  valeurs  réelles ,  égales  et  de  signes  contraires. 
Mais  une  valem*  négative  de  y  ne  donne  pour  x  que  des  va- 
leurs imaginaires  ;  car  les  puissances  paires  des  quantités 
réelles,  positives  ou  négatives,  sont  toujours  positives.  C'est 
œque  nous  avons  vu  dans  la  résolution  des  équations 
bicarrées. 

2'  Si  m  est  impair,  toute  valeur  réelle  de  y  donne  pour  x 
une  valeur  réelle  de  même  signe  et  une  seule.  Soit,  par 
exemple,  l'équation 

x^  —  iQx' — aiC  =  o; 
l'équation  du  second  degré 

.v'— 19^—216  =  0, 

obtenue  en  posant  x^  =  1/,  a  pour  racines—  8  et  +  27  ;  Té- 
quatioû  proposée  admet  les  deux  racines  réelles  —  2  et  -j-  5. 
Outre. les  racines  réelles  dont  nous  venons  de  parler, 
l'équation  admet  encore  des  racines  imaginaires  dont  il  sera 
question  plus  tard. 
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Exercices  sur  le  utre  III. 

Question  L  Trouver  le  point  également  éclairé  par  c 
lumières  sur  la  droite  qui  les  joint. 

Question  IL  Partager  un  trapèze  en  deux  parties  équ 
lentes  par  une  droite  parallèle  aux  deux  bases. 

Question  III.  Dans  un  cercle  inscrire  un  rectangle  ai 
ime  aire  donnée.  =  Maximum  de  ce  rectangle. 
Réponse  :  Le  rectangle  maximum  est  le  carré. 

Question  IV.  Trouver  les  côtés  d'im  triangle  rectai 
connaissant  le  périmètre  et  la  surface. 

Question  Y.  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectang 
connaissant  Thypoténuse  et  la  somme  obtenue  en  ajout 
la  hauteur  aux  deux  côtés  de  l'angle  droit. 

Question  VI.  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectang 
connaissant  la  hauteur  et  la  somme  des  côtés  de  l'angle  dro 

Question  VIL  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectaog 
connsûssant  le  périmètre  et  la  somme  de  l'hypoténuse 
de  la  hauteur. 

Question  VIII.  Couper  une  sphère  par  un  plan,  de  te 
sorte  que  le  segment  détaché  ait  un  volume  égal  au  cA 
ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  pour  base 
section  faite  dans  la  sphère  par  le  plan. 

Réponse:  On  mènera  le  plan  sécant  à  une  distance 
centre  égale  au  plus  grand,  segment  du  rayon  partagé 
moyenne  et  extrême  raison. 

Question  IX.  Dans  un  cône  droit ,  inscrire  un  cylin 
af ant  une  surface  latérale  donnée.  =  Maximum  de  a 
surface. 

Réponse  :  La  surface  latérale  est  maximum  quand  la  h 
teur  du  cylindre  est  moitié  de  celle  du  cône. 
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OcESTiON  X.  Dans  un  demi-cercle  inscrire  nn  trapèze  de 
périmètre  donné.  =  Maximum  de  ce  périmètre. 

OiTEsnoN  XI.  Circonscrire  à  une  sphère  un  cône  dont  la 
lase  repose  sur  un  plan  diamétral  et  qui  ait  une  surface 
donnée.  =  Minimum  de  cette  surface. 

Réponse  :  Le  cône  dont  la  surface  totale  est  minimum  est 
nhd  qui  a  pour  section  un  triangle  équilatéral.  Cette  sur- 
face minimum  égale  celle  de  la  sphère. 

OcEsmoN  XIL  Du  cercle  étant  inscrit  dans  un  angle 
droit,  mener  à  ce  cercle  une  tangente  telle  que  le  triangle 
ûisi  formé  ait  une  surface  donnée.  =  Minimum  et  maxi- 
Kom  de  cette  surface. 

Qmxioii  XIII.  Par  un  point  donné  dans  l'intérieur  d'un 
ttrcle ,  mener  deux  cordes  rectangulaires  telles  qu'en  joi- 
{Q^t  leurs  extrémités  on  forme  un  quadrilatère  ayant  une 
ÛB  donnée. 

Question  XIV.  Avec  un  levier  pesant  de  seconde  espèce,  on 
W  soulever  un  poids  donné  appliqué  à  un  point  donné. 
We  longueur  faut-il  donner  au  levier  pour  que  la  puis- 
ttnce  soit  minimum,  en  tenant  compte  du  poids  de  levier? 

Question  XV.  Cône  maximum  inscrit  dans  une  sphère. 

Question  XVI.  Triangle  isocèle  maximum  inscrit  dans 
ttn  cercle. 

Question  XVII.  Déterminer  les  dimensions  d'un  cône  ayant 
tin  volume  et  une  surface  donnés. 

QtJESnoN  XVIII.  Dans  un  manomètre  à  air,  on  suppose 
Tie  les  deux  sommets  de  la  colonne  de  mercure  sont  au 
même  niveau  quand  la  vapeur  a  une  tension  égale  à  une 
atmosphère.  Déterminer  la  position  du  sommet  de  la  colonne 
de  mercure  quand  la  vapeur  aura  une  tension  donnée. 

10 
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Question  XIX.  On  commence  à  faire  mouvoir  le  ] 
d'une  pompe  aspirante.  Trouver  à  quelle  hauteur  s'él 
Teau  dans  le  tuyau  d'aspiration,  après  le  premier,  le  se 
le  troisième...  coup  de  piston. 

AppLication  numérique.  La  section  du  corps  de  pompe  i 
0,0 1  mètre  carré,  celle  du  tuyau  d'aspiration  de  0,00a  ;  la  ( 
du  piston  de  o",/!,  la  longueur  du  tuyau  d'aspiration  de  8  n 
On  représentera  la  pression  atmosphérique  par  une  colon 
^"'.SSo. 

On  trouvera  pour  l'élévation  de  Teau,  après  chaque  co 
piston: 

Bêtret.  ibètrti. 

1*'   coup. I|07 1,07 

3* 1,08 3,16 

3* 1,09 3,35 

&* i»ii 4,36 

5* i,iA 6960 

6*  i 1,18 6,68 

7* »f«9 •    7f97 

Li  pompe  fonctionnera  après  le  huitième  coup  de  plstott. 


LIVRE    IV. 


PROGRESSIONS   ET   LOGARITHMES. 


CHAPITRE  PREMIER. 


PROGRESSIONS   ARITHMÉTIQUES. 


Dèflnilion. 

183.  On  appelle  progression  arithmétique  une  suite  de 
quantités  telles  que  la  différence  entre  deux  quantités  con- 
sécutives est  constante.  Ces  diverses  quantités  sont  les  termes 
de  la  progression.  L'excès  d'un  terme  quelconque  sur  le 
précédent  se  nomme  raison  de  la  progression. 

La  progression  est  croissante  lorsque  ces  termes  vont  en 
augmentant.  Dans  ce  cas ,  la  raison  est  positive.  Ainsi  la 
progression  croissante 

f  a  .  5  .  8  . 1 1  .  i4  •  17 .  30 

a  pour  raison  +  5 . 

Au  contraire  la  progression  est  décroissant  el  orsque  ses 
termes  vont  en  diminuant.  Dans  ce  cas ,  la  raison  est  néga- 
tive. Ainsi  la  progression  décroissante 

f  30 .  17 .  i4«  Il  .8.5.2. 

^  pour  raison— 3, 
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Théorème  I. 


184.  Dans  une  progression  arithmétique  ^  un  terme  d^ 
rang  quelconque  égale  le  premier  plus  autant  de  fois  la  rai — 
son  quil  y  a  de  termes  avant  lui. 

Appelons  a^by  Cy  dj les  différents  termes  de  la  pro — 

gression;  r  la  raison.  D'après  la  définition  même  de  la  pro- 
gression, le  second  terme  égale  le  premier,  plus  la  raison  ^ 

Le  troisième  terme  égale  le  second  plus  la  raison ,  et  paw 
conséquent  le  premier  plus  deux  fois  la  raison , 

Le  quatrième  terme  égale  le  troisième  plus  la  raison,  et  pax* 
conséquent  le  premier  plus  trois  fois  la  raison  , 

et  ainsi  de  suite.  En  général  le  terme  qui  occupe  le  n*  rang 
et  qui  par  conséquent  en  a  n —  i  avant  lui ,  égale 

a-\-{n — i)r. 

Ainsi  la  progression  arithmétique  peut  être  mise  sous  la 

forme 

fa.a  +  r.  «  +  ar .  a  +  3r 

186.  Remarque.  Les  termes  d'une  progression  arithmétique 
croissante  augmentent  indéfiniment  de  manière  à  devenir 
plus  grands  que  toute  quantité  donnée.  En  effet,  le  terme  de 
rang  n  sera  plus  grand  que  la  quantité  donnée  A ,  si  l'on  a 

a  +  (n  — i)r>  A, 
on  ^ 

[n —  i^r>  A  —  n , 


FROGKKSSIONS   AKITUMÉTIQUES.  2A5 

et,  en  divisant  par  le  nombre  positif  r, 

A  —  a 
n  —  i  > , 

r 

A  —  a   . 

n> Y  \. 

r 

Ainsi,  dès  que  le  rang  surpasse  la  quantité h  i,  le 

tI  tenne  surpasse  la  quantité  A,  si  grande  qu'elle  soit. 
^l     Considérons,  par  exemple,  la  progression  croissante  in- 
définie 

73*v*0«  11  ••••• 

I 

f 

Pour  avoir  un  terme  plus  grand  que  looo,  on  prendra 


c'est-à-dire 


1000  —  a    . 

«> i h  », 


n  >  355  -f  -. 
5 


Le  354'  terme  est  plus  grand  que  looo. 

186.  Insérer  entre  deux  quantités  données  un  certainnom- 
bre  de  moyens  arithmétiques.  On  appelle  moyens  arithmé- 
tiques, insérés  entre  deux  quantités  données ,  des  quantités 
qui  forment  une  progression  arithmétique  dont  les  deux 
quantités  données  sont  les  deux  extrêmes.  La  question  re- 
vient à  trouver  la  raison  de  la  progression. 

Soit  insérer  n  moyens  arithmétiques  entre  les  deux 
quantités  a  et  6.  Le  terme  b  de  la  progression  égale  le  pre- 
mi^  terme  a,  plus  autant  de  fois  la  raison  qu'il  y  a  de 
termes  avant  lui ,  c'est-à-dire  plus  n  -f  i  fois  la  raison.  On 

a  donc 

b  =  a-]-{n-{-  i)r, 

d'où  Ton  déduit 

b  — a 


n  -j-  i 
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Ainsi  on  obtient  la  raison  delà  progression^  en  diviiatU 
différence  des  deux  qiuintités  données  par  le  nombre  ( 
moyens  à  insérer  plus  un. 

Si,  par  exemple,  on  veut  insérer  5  moyens  entre  les  de 
nombres  2  et  20,  on  prendra 

ao  —  a 
et  Ton  formera  la  progression 

Ta.5.8..ii  .i4- 17. ao. 

Théorème  U. 

187.  Siy  entre  deux  termes  consécutifs  d'une  progressa 
arithmétique^  on  insère  le  même  nombre  de  moyens,  les  pr^ 
gressions  partielles  ainsi  obtenues  forment  une  seule  et  min 
progression. 

En  effet,  puisqu'on  insère  le  même  nombre  de  moyei 
entre  deux  termes  consécutifs  et  que  la  différence  de  0 
deux  termes  est  constante,  la  raison  est  la  même  dai 
toutes  les  progressions  partielles;  et  comme  le  demi 
terme  de  chacune  d'elles  est  le  premier  de  la  suivante ,  c 
progressions  partielles  se  continuent  de  manière  à  ne  form 
qu'une  seule  et  même  progression. 

Théorème  IIl. 

188.  Dans  toute  progression  arithmétique^  la  somme 
deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est  consîan 

Soit  la  progression 

"«"Cft  •   C/  •  C   ••••••••••  /»   •  A*  •  l  m 

m 

Je  considère  le  second  terme  et  Tavant-demier  ;  le  $ 
cond  terme  égale  le  premier  plus  la  raison , 

0  =  0-^^^ 
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ravaatrdoniier  ^;ale  le  dernier,  moins  la  raison, 

k  =  l  —  r. 
h  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre ,  on  a 

b+k=a+L 
On  a  de  même,  en  considérant  les  termes  c  et  A, 

d'où  l'on  déduit 

c-\-h  =  h+k. 
Et  ainsi  de  suite. 

Lorsque  la  progression  contient  un  nombre  impair  de 
termes,  il  y  a  au  milieu  un  terme  également  distant  des 
deux  extrêmes.  Deux  fois  ce  terme  égale  la  somme  des 
extrêmes. 

Ainsi  dans  la  progression 

T  a  .  5  .  8  .  11  .  14  •  17  •  20. 

les  termes  2  et  20,  5  et  17,  8  et  i4,  donnent  la  même 
somme  22  ,  qui  est  égale  à  deux  fois  le  terme  du  milieu  1 1 . 

Théorème  IV. 

189.  La  somme  des  termes  d'une  progression  arithmé- 
tique égale  la  moitié  du  produit  obtenu  en  multipliant  la 
i(nnme  des  extrêmes  par  le  nombre  des  termes. 

Soit  toujoxurs  la  progression 

appelons  n  le  nombre  des  termes,  s  la  somme  des  termes, 
^  écrivons  cette  somme  au-dessous  d'elle-même  en  ordre 

j  =  û+A  +  c +  A4.*  +  /, 

5  =  /  +  *+* '\'C-\-b-ita. 
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On  voit  que  les  deux  tennes  placés  Tun  âu-^essous  de  Tautri 
sont  également  distants  des  extrêmes  dans  la  progression 
et  que  par  conséquent  leur  somme  est  constante  et  égali 
à  la  somme  des  extrêmes  a+  I.  Si  donc  on  ajoute  les  deus 
sommes  terme  à  terme,  la  somme  totale  2s  se  composera 
de  la  somme  des  extrêmes  répétée  autant  de  fois  qu'il  y  s 
de  termes  dans  la  progression.  On  aura  ainsi 

d'où 

(0  s  =  ^^±^. 

Par  exemple ,  la  somme  des  termes  de  la  progressif' 

2  . 5 . 8  .  11 .  i4 .  17  •  20 

est  77. 

Si  Ton  remplace  le  dernier  terme  l  par  sa  valeur 

l  =  a  +  {n—i)r, 
on  obtient  cette  autre  formule 

(2)  5  =  «a  -| r. 

Applications,  i**  La  somme  des  n  premiers  nombres  entier 

1  +  2  +  3 +  n 

est  égale  à 

n(n+!i) 
2 

v/  La  somme  des  n  premiers  nombres  impairs 

1  +3  +  5.  ...  +(2n — 1), 
est  égale  à  n'. 

Ainsi 

,+3  =  2»,        1+3  +  5  =  5%        1+3  +  5  +  7  =  4%  elc 

3*  Trouver  le  nombre  des  termes  d'une  progression  arith- 
métique 9  connaissant  le  premier  terme ,  la  raison ,  et  la 
somme  des  termes. 
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^1    Appek»i8 1  la  somme  des  termes  ;  la  formule 
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n(n—  i) 
s=zna  -] — i •  r 


i? 


Il  ^^^^^^  P^^  déterminer  n,  une  équation  du  second  degré 

te  dernier  terme  étant  négatif,  les  deux  racines  sont  tou- 
jours réelles  et  de  signes  contraires.  On  rejettera  la  racine 
native.  Pour  que  la  racine  positive  soit  admissible,  il  faut 
qu'elle  soit  entière. 

4*  Trouver  cinq  nombres  en  progression  arithmétique , 

connaissant  la  somme  des  termes  et  celle  de  leurs  carrés. 

Appelons  a  et  6'  les  deux  sommes  données;  désignons 

par  X  le  terme  du  milieu  et  par  y  la  raison.  Les  différents 

termes  de  la  progression  s'écriront 

rx  —  lii/  .  X  —  y  .X .X  -{- 1/  .  X -\-  2y, 

et  Ton  aura  les  deux  équations 

5x  =:a  y 
5x*-p  ioy^  =  6^ 


CHAPITRE   II. 


PROCIESSIONS   GÉOMÉTUQUES. 


*. 

' 


Définition. 

190.  On  appelle  progression  géométrique  une  suite  de 
quantités  telles  que  le  rapport  de  deux  consécutives  est 
constant.  Le  rapport  de  chaque  terme  au  précédent  se 
.  nomme  raison. 

La  progression  est  croissante,  lorsque  la  raison  est  plus 
grande  que  l'unité.  Ainsi  la  progression  géométrique  crois- 
sante 

H  a  :  6 :  18  :  54  :  162  :  486  :  1458 

a  pour  raison  3. 

La  progression  est  décroissante,  lorsque  la  raison  est 
plus  petite  que  l'unité.  Ainsi  la  progression  géométrique 
décroissante 

ff  1458  :  486  :  i6a  :  54  :  18  : 6  :  a 


1 
a  pour  raison  ■=. 


Théorème  I. 


191.  Dans  une  progression  géométrique,  un  terme  de  rang 
quelco7iqu£  égale  le  premier  terme  multiplié  par  la  raison 
élevée  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  termes  qui 
précédent. 

Appelons  a,  6,  c,  d, les  différents  termes  de  la 
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progreasioii,  r  la  raison.  D'après  la  définition  même  de  la 
prc^r^ssion  géométrique,  le  second  terme  égale  le  premier 
multiplié  par  la  raison, 

Le  troisième  terme  égale  le  second  multiplié  par  la  raison , 
et  par  conséquent  le  premier  multiplié  par  la  seconde  puis- 
9aoce  de  la  raison, 

Le  quatrième  terme  égale  le  troisième  multiplié  par  la  rai- 
son, et  par  conséquent  le  premier  multiplié  par  la  troisième 
pmssance  de  la  raison, 

rf  =  cr  =  ar*r  =  ar*^ 

et  ainsi  de  suite.  £n  général  le  terme  qui  occupe  le  h*  rang, 
et  qui  par  conséquent  en  a  n —  i  avant  lui,  égale 

AiDsi  la  progression  géométrique  peut  être  mise  sous  la 
forme 

les  différents  termes  sont  égaux  au  premier  multiplié  par  les 
pmssances  successives  de  la  raison. 

li)2.  Remarques.  Les  termes  d'une  progression  gèomè- 
fn'ftM  troiisanit  augmentent  indéfiniment. 

Puisque  la  progression  est  croissante,  la  raison  r  est 
plus  grande  que  l'unité,  et  nous  pouvons  la  représenter 
par  1  -|-  a  (a  étant  une  quantité  positive,  aussi  petite  qu'on 
veut).  Considérons  d'abord  la  progression 

■H  1 : 1  +a :(!  +  «)«:  (i  +«)» 

formée  par  les  puissances  successives  de  la  raison.  Cher- 
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chons  la  diO'érence  entre  deux  termes  consécutifs  quel- 
conques. De  la  relation 

on  déduit 

le  facteur  (i  +  «)**,  dans  le  second  membre,  étant  plus  graiA 
que  l'unité,  il  en  résulte  que  la  différence  cherchée  est  ifijsm 
grande  que  a,  excepté  pour  les  deux  premiers  termes,  don^ 
la  différence  est  égale  à  a.  Ainsi,  les  termes  de  la  progressicw 
géométrique,  formée  par  les  puissances  successives  de  la 
raison,  sont  plus  grands  que  les  termes  correspondants  de 
la  progression  arithmétique 

Mais  ces  derniers  augmentent  indéfiniment ,  de  manière  àv 
devenir  plus  grands  que  toute  quantité  donnée  ;  il  en  est  d^ 
même  à  plus  forte  raison  des  premiers. 

Un  terme  quelconque  d'une  progression  géométrique 
croissante  a  pour  expression  a(  i  +  «)**;  nous  venons  de  dé- 
montrer que,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  (  i  +  «)**  augmente 
indéfiniment  ;  le  produit  a  (i  +«)**  de  cette  quantité  par  le 
premier  terme  a,  jouit  évidemment  de  la  même  propriété. 

193.  Remarque,  i"  Les  termes  d'une  progression  géomé- 
trique décroissante  tendent  vers  zéro^  quand  on  prolonge  in- 

* 

définiment  la  progression.  La  raison,  étant  plus  petite  que 

l'unité,  peut  être  représentée  par  ;  un  terme  quel- 

conque de  la  progression  sera 

a 


(i+ar 

Quand  n  croît  indéfiniment,  le  dénominateur  augmentant 
indéfiniment,  la  fraction  tend  vers  zéro. 
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194.  Insérer  entre  deux  nombres  un  certain  nombre  de 
moyens  géométriques.  On  appelle  moyens  géométriques, 
insérés  entre  deux  nombres  donnés,  des  nombres  qui  for- 
ment une  progression  géométrique  dont  les  nombres  donnés 
sont  les  deux  extrêmes .  La  question  revient  évidemment  à 
trouver  la  raison  de  la  progression. 

Soit  à  insérer  n  moyens  entre  a  et  6.  En  appelant  r  la 

raison  cherchée,  on  a 

b  =  ar""^^  ; 
d'où  Ton  tire 


="v/^ 


Ainsi,  on  obtient  la  raison  de  la  progression  en  extrayant 
au  quotient  des  deux  nombres  donnés  une  racine  ayant  pour 
ifiiice  le  nombre  de  moyens  à  insérer  plus  un. 

Théorème  IL 

195.  5t,  entre  deux  termes  consécutifs  d*une  progression 
géométrique^  on  insère  un  même  nombre  de  moyens^  les 
progressions  partielles  ainsi  obtenues  forment  une  seule  et 
^me  progression. 

En  effet,  puisqu'on  insère  le  môme  nombre  de  moyens 
entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progression,  et  que  le 
quotient  de  ces  deux  termes  est  constant,  la  raison  sera  la 
Blême  dans  toutes  les  progressions  partielles.  Et  comme  le 
dernier  terme  de  chacune  d'elles  égale  le  premier  de  la  sui- 
vante, ces  progressions  partielles  se  continuent  de  manière 
ine  former  qu'une  seule  et  même  progression. 

Théorème  III. 

196.  Dans  toute  progression  géométrique ^  le  produit  île 
if^x  termes  également  distants  des  extrêmes  est  constant  et 
^l/al  au  produit  des  extrêmes. 
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Soit  la  progression 

Je  considère  le  second  terme  et  ravant-demier  ;  le  secG 
terme  égale  lé  preinier  multiplié  par  la  raison , 

Tavant-dernier  égale  le  dernier  divisé  ps^  laraisoii, 

r 
On  a  donc 

bk  =-  al. 

On  a  de  même ,  en  considérant  les  deux  termes  c  et  A , 

d'où  Ton  déduit 

chzsihk, 
et  ainsi  de  suite. 

Lorsque  la  progression  contient  un  nombre  impair 
terme%  il  y  a  au  milieu  un  terme  également  distant  des 
irêroes.  Le  carré  de  ce  terme  égale  le  produit  des  extrèn 

Ainsi  dans  la  progression 

H  a:  6: 18:54: 162:486:  i458, 

les  termes  2  et  i458, 6  et  486,  18  et  162  donnent  le  mi 
produit  2916,  qui  est  le  carré  du  terme  du  milieu  54. 

Théorème  IV. 

197.  Le  produit  des  termes  d'une  progression  gèomélr\ 
égale  la  racine  carrée  du  produit  des  extrêmes  élevé  à 
puissance  marquée  par  le  nombre  des  termes. 

Soit  la  progression 

Appelons  n  le  nombre  des  termes,  P  le  produit  des  ten 
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ivons  ce  produit  au-dessous  de  lui-même  en  ordre  inverse. 

P  =  a6c ûW, 

P  =  ttÂ cba. 

voit  que  les  deux  facteurs  placés  Tun  au-dessous  de  l'autre 
it  des. termes  également  distants  des  extrêmes  dans  la 
agression,  et  que  par  conséquent  leur  produit  est  constant 
^al  au  produit  des  extrêmes  aï.  Si  donc  on  multiplie  les 
u  produits  l'un  par  l'autre,  le  produit  total  se  composera 
produit  des  extrêmes  élevé  à  une  puissance  marquée  par 
nombre  des  termes.  On  aura 

P«  =  (alf  ; 
ù  

p  =  s/{al)\ 
En  remplaçant  {  par  sa  valeur 

».  ^ 

obtient  cette  autre  formule 

_     _  -       flvn-l) 

i  n'exige  plus  l'extraction  d'une  racine  carrée;  car  l'ex- 
jant  n{n — i),  produit  de  deux  nombres  entiers  consécu- 
j ,  est  toujours  pair. 

Théorème  V. 

198.  On  oblieni  la  somme  des  termes  d'une  progression 
métrique  en  retranchant  du  premier  terme  le  dernier 
dtiplié  par  la  raison  et  divisant  la  différence  par  (unité 
>in$  la  raison. 
A^ppelons  S  la  somme  cherchée, 

S  =  a  +  ar  -f-  ûr* +  ar^-\ 

Multiplions-la  par  la  raison  r,  nous  avons 

Sr  =  /?r  +  or*  -for* -^nr^. 
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Si  nous  retranchons  cette  seconde  égalité  de  la  première , 
tous  les  termes  se  détruisent  dans  les  seconds  membres, 
excepté  le  premier  et  le  dernier,  et  il  vient 

S(i  — r)=^.a-^ar''j 
d'où  l'on  déduit 

a — ar** 

S  — , 

1  —  r 

ou 

1  — r 

On  emploie  cette  formule  telle  qu'elle  est  si  la  progression  - 

est  décroissante.  Mais  si  la  progression  est  croissante ,  les  ^ 

deux  termes  de  la  fraction  étant  négatifs,  on  changera  leurs  4 
signes,  et  l'on  aura 

Exemple  :  la  somme  des  termes  de  la  progression  géomé — 
trique  croissante 

^  2  :  6  :  i8  :  54  :  162  :  486  :  1458 

est,  d'après  la  formule  (2) 

1458x3  —  2 

S= =  2186. 

3—  i 

La  somme  des  termes  de  la  même  progression  écrite  en 
ordre  inverse  et  alors  décroissante  est,  d'après  la  formule  (  1  ) , 

i458  —  a  X  ^ 

S  = ^  =  2186. 

1 

Remarque.  On  obtient  aussi  les  formules  précédentes  en 
écrivant  la  somme  cherchée  sous  la  forme 

S  =  û(i  -{-r  +  r* +r^*) 

et  remarquant  que  la  parenthèse  est  le  quotient  de  1  —  r* 
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par  1  ~r  (n*  7&),  ce  qui  donne  immédiatement 

a{i  —  r*) 


S  = 


/• 


Théorème  YL 

1^.  La  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique 
décroissante  à  f  infini  tend  vers  une  limite  égale  au  premier 
terme  divisé  par  t unité  moins  la  raison. 

Supposons  que  la  progression  géométrique  décroissante 

TT  a  :  or  :  or*  :  

se  prolonge  indéGniment.  La  somme  des  n  premiers  termes 
est  donnée  par  la  formule 

(i)  8  = 


1  — r         1  — r       1  — r 

Si  Ton  prend  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand , 
là  raison  r  étaôt  plus  petite  que  l'unité  en  valeur  absolue, 
1«  terme  ar*  de  la  progression  décroissante  diminue  de 

plosen  plus,  et  tend  vers  zéro,  ainsi  que  la  quantité 


ar 


1  — r 
^  mesure  que  n  augmente  ;  donc  la  somme  des  termes  se 

''pproche  indéfiniment  de  la  quantité  fixe ,  de  ma- 
nière à  en  différer  aussi  peu  qu'on  voudra.  En  \m  mot,  la 
somme  des  termes  tend  vers  la  limite . 

Le  mode  de  convergence  de  la  somme  des  termes  vers  sa 
limite  n'est  pas  le  même  suivant  que  la  raison  est  positive 
ou  n^ative.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  pre- 
mier terme  a  soit  une  quantité  positive.  Lorsque  la  raison 
est  positive,  tous  les  termes  de  la  progression  sont  positifs  ; 

dans  ce  cas,  il  est  évident  que  la  somme  va  en  augmentant 

17 
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à  mesure  que  Ton  prend  un  plus  grand  nombre  de  temMa^ 
mais  elle  n'augmente  pas  au  delà  de  toute  limite,  car  ells^ 

reste  toujours  inférieure  à  la  quantité  fixe  — —  ;  elle  n 

peut  même  atteindre  rigoureusement  cette  limite ,  don' 
elle  se  rapproche  indéfiniment. 

Lorsque  la  raison  est  négative  «  les  termes  de  la  pn 
sien  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  ;  la  formule  (i 
montre  que  la  somme  des  n  premiers  termes  est  tantô— «^ 

plus  petite ,  tantôt  plus,  grande  que  la  quantité  fixe 

dont  elle  se  rapproche  de  plus  en  plus  ;  si  n  est  pair, 

différence est  négative ,  et  la  somme  plus  petit 

que  la  limite  ;  au  contraire ,  si  n  est  impaii* ,  la  différenc 
est  positive  et  la  somme  plus  grande  que  la  limite;  sdnsi 
dans  ce  cas ,  la  somme  des  termes  converge  vers  sa  limit 


a 


^  en  oscillant  de  part  et  d'autre. 


1  — r 

Applications,  i"*  La  somme  des  tenues  de  la  progres^ocr:^ 
décroissante 

2  +  4  + 8 +  --'^   . 


dont  la  raison  est  - ,  a  pour  limite 


1 

2 


1 
1 

2 


=  1. 


On  Voit  bien  sur  cet  exemple  comment  les  sommes  con* 
sécutives 

I      5      7      i5 

a'    4'    8*     i6* ' 
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obtenues  en  prenant ,  le  premier  terme,  les  deux  premiers, 
les  trois  premiers ,  etc. ,  tendent  vers  la  limite  i  ;  la  pre- 
mière somme  diffère  de  Timité  de  - ,  la  seconde  de  7 ,  la 

2  4 

troisième  de  ^,  la  quatrième  de  -^,  et  ainsi  de  suite. 

o  10 

s*  La  somme  des  termes  de  la  progression  décroissante 

3      3      3       5 

dont  la  raison  est ,  a  pour  limite 

3 
2 


■+î 


1. 


Dans  ce  second  exemple ,  la  raison  est  négative  et  les 
sommes  consécutives 

3     3     9      i5      35 

2'   4'    8'   Te'   3^' ' 

sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  li- 
Dûte  1  ;  la  première  surpasse  Tunité  de  - ,  la  seconde  eu 

diflère  de  y ,  la  troisième  la  surpasse  de  ^  >  la  quatrième  en 
4  5 

diflèrè  de  -^ ,  etc. 
16 

3'  Les  fractions  décimales  périodiques  sont  des  progres- 
sions géométriques  décroissantes.  Par  exemple ,  la  fraction 
décimale  périodique  simple 

0,355535  

peut  s'écrire 

55    ,     35     ,     35     , 

L I L- • 

100        100*        100'  '  ' 
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c'est  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  — . 
La  somme  des  termes  tend  vers  la  limite 


5j 

100  35 


100 


Cette  limite  est  ce  qu'on  appelle  la  valeui-  de  la  fraction  dé- 
cimale périodique. 


CHAPITRE   III 


LOGARITHMES. 


Définition. 

200.  Étant  données  deux  progressions,  Tune  géomé- 
trique commençant  par  l'unité ,  l'autre  arithmétique  com- 
mençant par  zéro, 

H  1  :  a  :  a*  :   a»  :  a*  : , 

T      O    •    b    m    2b        .56        .46        y 

les  termes  de  la  progression  arithmétique  sont  dits  les 
i(^Qriihme$  des  termes  correspondants  de  la  progression 
géométrique.  L'ensemble  de  ces  deux  progressions  constitue 
c^  qu'on  appelle  un  système  de  logarithmes. 

On  suppose  en  général  que  la  raison  a  de  la  progression 
Symétrique  est  plus  grande  que  l'unité ,  la  raison  b  de  la 
ptçression  arithmétique  étant  d'ailleurs  positive  ;  de  cette 
ïDanière  les  termes  de  la  progression  géométrique  augmen- 
tent indéfiniment ,  de  même  que  les  termes  de  la  progres- 
sion arithmétique. 

201.  Nous  avons  défini  de  la  sorte  les  logarithmes  des 
nombres  qui  font  partie  de  la  progression  géométrique  ;  il 
^t  facile  d'étendre  cette  définition  à  tous  les  nombres, 
^^ncevons  que  l'on  insère  un  très-grand  nombre  de  moyens 
géométriques  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progres- 
sion géométrique,  on  former^  une  nouvelle  progres^on 
géométrique  procédant  par  intervalles  beaucoup  plus  res- 
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serrés.  Si,  par  exemple,  on  insère  mille  moyens  géo 
triques  entre  deux  termes  consécutifs ,  la  nouvelle  prog 
sion  renfermera  mille  nombres  entre  i  et  a,  mille  enti 
et  a* ,  etc.  En  insérant  le  même  nombre  de  moyens  ar 
métiques  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progress 
arithmétique,  on  formera  une  nouvelle  progression  ar 
métique  qui  donnera  exactement  les  logarithmes  de  tous 
nombres  inscrits  dans  la  nouvelle  progression  géométriq 
et  approximativement  les  logarithmes  de  tous  les  au 
nombres. 

Soit  n  —  1  le  nombre  des  moyens  insérés.  Appelas 
la  raison  de  la  nouvelle  progression  géométrique ,  r  c 
de  la  nouvelle  progression  arithmétique  ;  on  a 

et  les  deux  nouvelles  progressions  s'écrivent 

fj  1  :  î  :  ç*  :   y»: , 

f  o.  r  .  ar  .  3r  

On  voit  que  la  raison  r  de  la  nouvelle  progression  ai 
métique  est  aussi  petite  qu'on  veut.  Je  vais  démontrer 
l'excès  de  la  raison  q  de  la  nouvelle  progression  géométri 
sur  l'imité  peut  être  aussi  rendue  plus  petite  que  toute  qi 
tité  donnée.  En  effet,  Tinégalîté 

Va  <  i  +a, 

sera  satisfaite  si  l'on  a 

a<{i+a)% 
ou 

(I  +  fxY  >  a. 

Or,  si  petit  que  soit  «,  on  sait  (n*»  192)  que  n  peut 
pris  assez  grand  pour  que  (1  +«)**  surpasse  la  quai 
donnée  a.  Pour  cette  valeur  fle  n  et  pour  toutes  les  val< 
plus  grandes,  la  raison  q  sera  donc  moindre  que  1  -f-a. 
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Soit  A  QD  nombre  positif  quelconque  plus  grand  que  l'u- 
nfté;  si  ce  nombre  fait  partie  de  la  nouvelle  progression 
géométrique,  le  terme  correspondant  de  la  progression 
arithmétîqTie  donnera  exactement  son  logarithme.  Si  ce 
flomlm  ne  fait  pas  partie  de  la  progression  géométrique , 
îwa  compris  entre  deux  termes  consécutifs  ç*  et  g*^*  ;  or 
h  différence  de  ces  deux  termes 

étant  moindre  que  A»,  puisque  g"*  est  plus  petit  que  A ,  et 
ç— 1  plus  petit  que  «,  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on 
Teat;  le  nombre  A  différera  donc  de  chacun  des  termes  qui 
le  comprennent  aussi  peu  qu'on  voudra.  On  prendra  approxi- 
mativement pour  le  logarithme  de  A  celui  de  l'un  d'eux , 
soit  mr,  soit  (m  +  i)r;  rerreiu*  commise  sur  ce  logarithme, 

étant  moindre  que  la  raison  r  ou  - ,  sera  aussi  petite  qu'on 

voudra. 

Propriétés  fondamentales  des  logarithmes. 

Théorème  I. 

202.  Le  logarithme  du  produit  de  plusieurs  facteurs  égale 
^  fomme  des  logarithmes  de  ces  facteurs. 
Considérons  les  deux  progressions 

^  i:  q:  q*:  q^  :  ?*: , 

^  moyen  desquelles  on  définit  les  logarithmes.  Nous  re- 
marquons que  les  termes  de  la  progression  arithmétique 
loties  multiples  successifs  de  la  raison,  et  que  les  termes 
de  la  progression  géométrique  sont  les  puissances  succes- 
sives de  la  raison.  Ce§  progressions  sont  disposées  de  ma- 
lière  que  les  termes  qui  occupent  le  même  rang  soient 
placés  l'an  au-dessous  de  l'autre;  on  voit  que,  dans  deux 
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termes  correspondants  9*"  et  mr^  le  même  nombre  m  ser 
la  fois  d'exposant  et  de  multiplicateur. 

Je  multiplie  deux  termes  quelconques  9*"  et  q^  de  la  pr 
gression  géométrique,  ce  qui  se  fait  en  ajoutant  les  exp 
sants  ;  le  produit  9*"^"  est  aussi  un  terme  de  la  progressic 
géométrique.  J'additionne  leurs  logarithmes ,  c'est-à-dii 
les  deux  termes  correspondants  mr  et  nr  de  la  progresse 
arithmétique  ;  la  somme  {m+n)r  est  aussi  un  terme  de  '. 
progression  arithmétique.  Or  on  voit  que  le  produit  9**"< 
la  somme  {m+n^r  se  correspondent  dans  les  deux  progre 
sions.  Donc  le  logarithme  du  produit  égale  la  somme  cl( 
logarithmes  des  facteurs. 

En  général,  soient  a  et  6  deux  nombres  quelconques,  c 

aura 

\og{a  Xb)  =  loga  +  log  6. 

Ce  théorème  s'étend  évidemment  à  un  nombre  quelco 
que  de  facteurs. 

Théorème  II. 

203.  Le  logarithme  d*un  quotient  égale  le  logarithme 
dividende  moins  le  logarithme  du  diviseur. 

Appelons  c  le  quotient  de  a  par  b  (a  étant  supposé  pi 
grand  que  b).  On  a 

a=zbxc, 
et,  d'après  le  théorème  précédent, 

log«  =log6  4*log^î 
d'où 

log  c  =  log  a  —  log  A. 
Ainsi 

log -  =  log /ï  — logé. 
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Théorème  III. 

.  Lb  logarithme  de  la  puissance  d'un  nombre  égale 
k logarithme  de  ce  nombre  multiplié  par  l'indice  de  la  puis-- 
HÊce. 

Ed  effet,  la  puissance  a**  étant  le  produit  de  m  facteurs 
igaox  à  a,  on  a 

û*  =  aXaXûX ; 


d'où 


logo*  =:  log  a  +  log tt  +  log  a  -|- 
logû*  =  m  log  a. 


Ainsi  le  logarithme  du  carré  d'un  nombre  égale  deux  fois 
e  logarithme  de  ce  nombre ,  le  logarithme  du  cube  égale 
trois  fois  le  logarithme  du  nombre,  etc. 


Théorème  IV. 

%5.  Le  logarithme  de  la  racine  d'un  nombre  égale  le 
logarithme  du  nombre  divisé  par  f  indice  du  radical. 
Appelons  6  la  racine  m'  de  a  ;  on  a 

^^  d'après  le  théorème  précédent. 


■d'où 


^hïsi 


loga  =  mlog6; 
m 


log  Va  = 


\oga 
m 


^àx  exemple ,  la  racine  carrée  ou  la  racine  cubique  d'un 
Nombre  a  poiu*  logarithme  la  moitié  ou  le  tiers  du  loga- 
'"'thitie  de  ce  nombre. 

206.  Remarque.  En  arithmétique,  on  apprend  à  effec- 
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tuer  six  opérations  sur  les  nombres  :  trois  opérations 
rectes  et  trois  opérations  inverses.  Les  trois  opérations 
rectes  sont  l'addition ,  la  multiplication  et  l'élévation  i 
puissances.  Les  trois  opérations  inverses  sont  la  soustn 
tion ,  la  division  et  l'extraction  des  racines.  La  soustracti 
est  l'opération  inverse  de  l'addition;  la  division  est  Topé 
tion  inverse  de  la  multiplication  ;  l'extraction  des  racb 
est  l'opération  inverse  de  l'élévation  aux  puissances. 

Il  y  a  ainsi  trois  ordres  d'opérations  »  comprenant  cli 
cun  une  opération  directe  et  une  opération  inverse.  I 
opérations  du  premier  ordre,  addition  et  soustraction,  s'» 
fectuent  facilement  et  avec  rapidité  ;  celles  du  second  ordj 
multiplication  et  division,  sont  déjà  plus  longues  et  pi 
difficiles  ;  enfin  celles  du  troisième  ordre,  puissance  etracîi 
deviennent  très-longues  et  très-pénibles.  Les  propriétés  è 
logarithmes,  que  nous  venons  de  démontrer,  permette 
de  remplacer  les  opérations  du  second  et  du  troisième  Oîi 
par  celles  d'un  ordre  moins  élevé.  Ainsi  la  multipUcati 
et  la  division  sont  ramenées  à  l'addition  ou  à  la  soustn 
tion  des  logarithmes,  la  puissance  revient  à  une  multip 
cation,  la  racine  à  une  division.  On  comprend  par  là  toi 
l'utilité  des  logarithmes. 

Logarithmes  vulgaires. 

207.  Les  deux  progressions  par  lesquelles  on  définit 
logarithmes  dont  on  fait  habituellement  usage ,  et  qu 
appelle  pour  cette  raison  logarithmes  vulgaires^  sont 
suivantes 

TT  1 :  10  :  100  :  looo  : , 

pans  ce  système,  le  logarithme  de  i  o  est  i ,  celui  de  i  qq 
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t,  celai  de  looo  est  3;  en  général  lo**  a  pour  logarithme 
le  nombre  entier  n. 

Od  nomme  base  d'un  système  de  logarithmes  le  nombre 
qui  a  pour  logarithme  l'unité.  Le  système  des  logarithmes 
?ol|gaires ,  que  l'on  appelle  aussi  logarithmes  de  Briggs ,  a 
pour  base  le  nombre  dix ,  qui  est  la  base  de  notre  système 
demimération. 

208.  Les  logarithmes  ont  été  calculés  en  décimales;  la 
partie  œtiëre  d'un  logarithme  s'appelle  caractiristique.  Il 
est  aisé  de  voir  que  la  caractéristique  du  logarithme  d'un 
wmbre  renferme  autant  d'unités  qu'il  y  a  de  chiffres  dans 
kfortie  entière  du  nombre  moins  un.  En  effet,  tout  nombre 
compris  entre  i  et  lo  n'a  qu'un  chiffre  à  sa  partie  entière  ; 
m  logarithme,  étant  compris  entre  o  et  i ,  aura  o  pour 
pirtie  entière  ou  pour  caractéristique.  Tout  nombre  com- 
pris entre  lo  et  loo  a  deux  chiffres  à  sa  partie  entière;  son 
logarithme ,  étant  compris  entre  i  et  2 ,  aura  1  pour  caracté* 
ristique.  Dé  même,  tout  nombre  compris  entre  100  et  1000 
it  3  chiffres  à  sa  partie  entière,  son  logarithme»  étant  com- 
pris entre  s  et  3 ,  a  2  pour  caractéristique.  En  général  tout 
nombre  compris  entre  10*  et  10"^*  a  n  +  1  chiffres  à  sa 
partie  entière  ;  son  logarithme,  étant  compris  entre  n  et 
a  + 1 ,  an  pour  caractéristique. 

209.  Le  logarithme  de  lo**  est  n.  Si  Ton  multiplie  un 
nombre  a  par  10*,  on  a 

log  (a  X 10*)  =  log  a  +  log  10"  =  log  a  +  n. 

Ia  partie  décimale  du  logarithme  reste  la  même  ;  il  suffit 
'ajouter  n  unités  à  la  caractéristique. 
Si  Ton  divise  un  nombre  a  par  1  o*,  on  a 

•og  — z  =  loga  —  log  lo*»  =  log  a— n, 
10* 
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La  partie  décimale  reste  la  même  ;  il  suffit  de  retrancher  s 
unités  de  la  caractéristique. 

Ainsi,  quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  un  nomtft 
par  10,  100,  1000...,  tl  suffit  d'augmenter  ou  de  dimt 
nuer  la  caractéristique  du  logarithme  d'une  ^  deux^  froii. 
unités. 

Il  en  résulte  que ,  lorsque  deux  nombres  décimaux  ne  dif^ 
fërent  que  par  la  place  qu'occupe  la  virgule ,  leurs  loga- 
rithmes ont  la  même  partie  décimale  et  ne  diffèrent  que  par 
la  caractéristique.  Ceci  est  important  pour  la  facilité  dei^ 
calculs ,  parce  qu'on  a  souvent  à  déplacer  la  virgule  dans- 
les  nombres  décimaux. 

Tables  de  Collet . 

210.  Les  tables  de  logarithmes  les  plus  usitées  en  Franoe 
sont  les  petites  tables  de  La  lande  et  les  grandes  tables  d6 
Callet. 

Les  tables  de  Lalande  contiennent  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  de  i  à  loooo,  avec  cinq  décimales. 

On  a  appris  en  arithmétique  l'usage  des  tables  de  La.- 
lande  ;  nous  ne  parlerons  ici  que  des  tables  de  Callet. 

Les  tables  de  Callet  contiennent  les  logarithmes  dei 
nombres  entiers  de  i  à  108000.  La  première  partie  de  1 
table ,  nommée  première  chiliade  (premier  mille) ,  contief3 
les  logarithmes  des  1200  premiers  nombres  avec  huit  dé 
cimales.  La  table  change  ensuite  de  disposition ,  et  doni» 
les  logarithmes  des  nombres  de  10200  à  100000,  av0 
sept  décimales;  à  la  fin,  la  table  se  prolonge  de  locoo^ 
à  108000,  avec  huit  décimales.  Dans  la  colonne  verticale  im 
titulée  N,  on  lit  les  dizaines  des  nombres  ;  les  unités  som 
inscrites  au  haut  de  la  page  et  en  tête  des  dix  colonnes  inti 
tulées  o,  1,  s,.. •  8,  9*  La  caractéristique  n'e^tpas  indi- 
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quée:  il  est  facile  de  l'ajouter  d'après  la  r^le  énoncée. 
Dans  la  colonne  voisine,  on  trouve  les  trois  premiers  chiffres 
décimaux  de  chaque  logarithme  ;  les  quatre  suivants  sont 
inscrits  dans  la  colonne  convenable.  Si  Ton  veut,  par 
exemple,  le  logarithme  du  nombre  35647,  dans  la  colonne 
verdcale  intitulée  N  on  descendra  jusqu'au  nombre  3564, 
puis ,  dans  cette  ligne  horizontale ,  on  s'avancera  vers  la 
droite  jusqu'à  la  colonne  intitulée  7,  et  Ton  écrira 

log  55647  ==  4^5520250. 

Le  nombre  ayant  cinq'  chiffres ,  on  commencera  par  écrire 
sa  caractéristique  4  ;  les  trois  premiers  chiffres  décimaux  552 
sont  conmiuns  à  un  assez  grand  nombre  de  logarithmes  ;  on 
trouve  les  quatre  derniers,  023o,  dans  la  colonne  verticale 
intitulée  7. 

Pour  effectuer  des  calculs  par  logarithmes,  il  faut  savoir 
résoudre  ces  deux  questions  ;  i*  trouver  le  logarithme  d'un 
nombre  donné  ;  a*  trouver  le  nombre  qui  correspond  à  un 
logarithme  donné. 

Trouver  le  logarithme  d'un  nombre  donné. 

211.  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre  entier.  Si  le 
nombre  est  dans  la  limite  des  tables,  s'il  est  plus  petit  que 
108000 ,  on  trouve  immédiatement  dans  les  tables  le  loga- 
rithme demandé. 

Si  le  nombre  surpasse  la  limite  des  tables,  on  l'y  ra- 
mène, en  le  divisant  par  une  puissance  de  10.  On  demande, 
par  exemple,  le  logarithme  du  nombre  356478.  Âfm 
de  rendre  ce  nombre  plus  petit  que  100000  ,  on  le  divise 
par  10,  ce  qui  donne  le  nombre  décimal  3564798.  La  ques- 
tion revient  à  chercher  le  logaritlime  de  ce  nombre  déci- 
oial;car,  une  fois  ce  logarithme  trouvé ,  en  ajoutant  1  à  sa 
caractéristique ,  on  aura  le  logarithme  demandé. 
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Les  tables  donnent  le  logarithme  de  la  partie 
95647-  l<a  différence  entre  ce  logarithme  et  celui  d 
bre  suivant  35648  est  122  unités  du  septième  ordi 
mal.  Les  accroissements  du  logarithme  ne  sont  pas 
tionnels  aux  accroissements  du  nombre  ;  mais ,  q 
s*agit  d'accroissements  plus  petits  que  Tunité,  et  p 
séquent  très-petits  par  rapport  au  nombre  lui-mè 
peut  admettre  la  proportion  sans  erreur  sensible.  * 
donc  :  puisque,  pour  une  augmentation  d'une  uni 
le  nombre  35647,  il  faut  ajouter  122  au  logarithm* 
une  augmentation  de  0,8  dans  le  nombre  il  faudra 
au  logarithme  les  ~  de  122,  soit  ^— ,  ou  98  ui 
septième  ordre ,  en  négligeant  les  unités  plus  petit 

Mais  on  trouve  cette  augmentation  toute  calcul 
les  tables  de  Callet  ;  car,  dans  la  dernière  colonne  \ 
à  droite,  on  voit,  au-dessous  de  la  différence  122, 
tableau  indiquant  les  augmentations  du  logarith 
correspondent  à  1,2,  3, 9  dixièmes.  Ainsi 

log  35647  =  4,552023o 
pour  0,8 98 

log  356478  =  4,5520328 

En  ajoutant  une  unité  à  la  caractéristique ,  on  a 

log  556478  =  5,5520328. 

Soit  encore  à  calculer  le  logarithme  du  nombre  ai 
En  divisant  par  100,  on  ramènera  le  nombre  pro 
nombre  décimal  25432,47*  La  table  donne  le  log 
de  la  partie  entière.  La  table  des  parties  proportii 
montre  qu^à  une  augmentation  de  0,4  dans  le  nom 
respond  une  augmentation  68  dans  le  logarithme. 
à  trouver  ce  qu'il  faut  encore  ajouter  pour  0,07. 
dans  la  table  qu'à  0,7  correspond  une  augmentât] 
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k  Ofùj  correspondra  donc  une  augmentation  dix  fois  plus 
|0tite«  soit  19.  Il  faut  donc  au  logaritlune  de  2543  a  ajouter 
{8+19,  c'est-àrdire  80.  Faisant  le  calcul  de  tète,  on 
écrira  de  suite 

log  35432,47  =  4,4o5388ô. 

Ed  ajoutant  2  unités  à  la  caractéristique ,  on  en  déduit 

log  2543247  =  6^4o53885. 

• 

212.  n  est  à  remarquer  que,  dans  le  calcul  de  l'aug- 

■entation  du  logarithme ,  on  doit  tenir  compte  seulement 

des  trois  premiers  chiffres  décimaux  du  nombre  proposé  ; 

•  négligera  les  suivants,  parce  qu'ils  n'ont  pas  d'influence 

lorles  sept  premiers  chiffres  décimaux  du  logarithme.  On  de- 

wnde,  par  exemple,  le  logarithme  du  nombre  1  io56,485s. 

kftbB  avoir  cherché  dans  les  tables  le  logarithme  de  1  io56, 

«a  dira ,  à  l'aide  des  parties  proportionnelles  placées  au- 

tesous  de  la  différence  SqS  :  à  0,4  correspond  iSj,  à  0,08 

correspond  3i,  à  o,oo5  correspond  2  ;  en  tout  190  qu*il 

laot  ajouter  au  logarithme  de  1  io56,  ce  qui  donne 

log  11056^485  =  4^0436170. 

Le  plus  souvent  même,  le  troisième  chiffre  décimal  n*a 
pas  d'mfluence  sensible  sur  le  résultat.  Soit  à  trouver  lé 
'ogarithme  de  46867,284.  Après  avoir  trouvé  le  logarithme 
<1b  46867,  on  voit  qu'à  0,2  correspond  une  augmentation 
it,  à  0,08  une  augmentation  7  ;  le  chiffre  des  millièmes 
^i pas  d'influence;  il  faut  donc  ajouter  18  4*  7  ou  25  au 
kprithme  de  46867 ,  ce  qui  donne 

log  46867,28  =  4,6708697. 

Quand  le  chiffre  des  millièmes  est  plus  grand  que  5 ,  on 
kn»  le  chiffre  des  centièmes» 

ils.  Trouver  le  logarithme  d^ur^  nombre  décimal  On  de- 
Qi&de  le  l(q;arithme  du  nombre  décimal  35,6478.  On  le 
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multipliera  par  une  puissance  de  lo,  de  manière  qu'il  se 
rapproche  le  plus  possible  de  la  limite  des  tables.  Si  l'on 
opère  avec  les  tables  de  Gallet,  on  multipliera  par  loooet 
on  cherchera  le  logarithme  du  nombre  35647*8  ;  puis  on 
retranchera  trois  unités  de  la  caractérisque  ; 

log  35647,8  =  4,552o328 
log  35,6478  =  i,55ao528. 


211.  IfouxitT  le  logarithme  d'un  nombre  fractionMire. 
Il  y  a  deux  manières  de  procéder  :  ou  bien  on  convertira  le 
nombre  fractionnaire  en  nombre  décimal  et  on  appliquera     1  ^ 
la  règle  précédente  ;  ou  bien ,  mettant  le  nombre  fraction' 
nsdre  sous  forme  de  fraction  ordinaire,  et  remarquant  qu'une 
fraction  égale  le  quotient  de  son  numérateiu*  par  son  déno^ 
minateur,  on  retranchera  du  logarithme  du  numérateur  1^ 
logarithme  du  dénominateur. 

Caracliristiques  négatives. 


215.  Les  deux  progressions  par  lesquelles  nous  avo 
défini  les  logarithmes,  nous  donnent,  avec  une  approxi 
mation  aussi  grande  qu'on  veut,  les  logarithmes  de  to 
les  nombres  plus  grands  que  l'unité.  Voici  comment  on 
définit  les  logarithmes  des  nombres  plus  petits  que  l'unité. 

Imaginons  que  Ton  prolonge  les  deux  progressions  vers 
la  gauche ,  comme  on  les  a  prolongées  vers  la  droite  ;  en 
ce  qui  concerne  la  progression  géométrique ,  chaque  terme 
étant  égal  au  terme  placé  à  sa  droite  divisé  par  la  raison , 
on  prolongera  la  progression  vers  la  gauche  en  divisant 
par  la  raison  ;  de  même ,  chaque  terme  de  la  progression 
arithmétique  étant  égal  au  terme  placé  à  sa  droite ,  moins 
la  raison,  on  prolongera  cette  progression  en  retranchant 
la  raison.  De  cette  manière,  les  deux  progressions  de- 
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les  nombres-,  -y, ,  plus  petits  que  l'unité,  auront  ainsi 

des  logarithmes  négatifs  —  r,  —  ar, 

La  propriété  fondamentale  des  logarithmes ,  savoir  que  le 
l<^rithme  d'un  produit  égale  la  somme  des  logarithmes  des 
facteurs  subsiste,  pourvu  que  Ton  entende  que  le  logarithme 
du  produit  égale  la  somme  algébrique  des  logarithmes  des 
facteurs.  En  effet,  dans  la  progression  géométrique ,  prenons 

d* abord  deux  termes  9*",  —,  le  premier  plus  grand  que 

runité,  le  second  plus  petit  ;  si  m  >  n ,  le  produit  de  ces 
deux  termes  sera  q""^  ;  la  somme  algébrique  des  termes 
correspondants  mr  et  —  nr  de  la  progression  arithmétique 
est  (m  —  n)r;  c'est  le  logarithme  du  produit.  Si  m  <  n,  le 

Produit  est  -;;r5  ;  la  somme   algébrique  des  logarithmes 

•^  (n  —  m)r  est  le  terme  correspondant  de  la  progression 
arithmétique  5  c'est  le  logarithme  du   produit.    Prenons 

^Qtiaintenant  deux  facteurs  -;;  et  —  plus  petits  que  l'unité; 

la  somme  des  logarithmes  —  mr  —  wr  ou  —  (m  +  n)r  est 

encore  le  logarithme  du  produit  -^^ .  Amsi ,  dans  tous  les 

^,  le  logarithme  du  produit  égale  la  somme  algébrique 
^es  logarithmes  des  facteurs. 

Le  théorème  relatif  à  la  multiplication  étant  ainsi  géné- 
ralisé, ceux  relatifs  à  la  division,  à  l'élévation  aux  puis- 
sances et  à  l'extraction  des  racines ,  qui  se  déduisent  du 

Premier,  ont  le  même  degré  de  généralité. 

18 
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Reprenons  maintenant  les  px*ogressions  qui  ont  aMÉ 
définir  les  logarithmes  vulgaires 


:  o^ooi  :  0,01  :  0,1  :  i  :  lo  :  loo  :  lopo  : 

—  3.  —  2.  — i.o.    I.      •^.        3» 


Qf  grp|png»ftns-:lp9  yer^  1^  droite,  pojnjiie  noijs  }'fHfpi|9  di 
on  voit  que  tous  les  nombres  compris  entre  i  et  o,i  o 
leurs  logarithmes  compris  entre  o  et  —  i ,  les  nombres  coj 
pris  entre  o,i  eto,oi  ont  leurs  logarithmes  compris  ent 
—  1  et  —  2,  les  nombres  compris  entre  o,oi  et  o,ooi  o 
leiirs  logarithmes  compris  entre — 2  et — 3 ,  et  ainsi  de  suit 

216.  Mais,  dans  la  pratique ,  on  ne  se  sert  pas  de  jp 
logarithmes  entièrement  négatifs  ;  on  laisse  positive  la  par 
décimale  et  on  rend  négative  seulement  la  partie  entil 
pu  la  caractéristique.  On  demande,  par  exemplei  le  Iqs 
rilbme  du  nombre  o,o3526i.  On  trouvera  dans  l^fM>l^ 
logarithme  du  nombre  entier  35261,  qui  est 

4,5472946. 

Le  logarithme  du  nombre  décimal  3,6261,  qui  n'a  qu' 
chi0Te  à  sa  partie  entière ,  est 

0,5472946. 

Pciur  pi^sseï*  de  c/^  dernier  nombre  à  U  fraction  décîiq 
proposée,  il  faut  diviser  par  lo'  et  par  conséquent  retn 
cher  2  imités  du  logarithme  ;  le  logarithme  du  nombre  ( 
(umal  Q|03§96i  e$t  donc 

0,5472946— a, 

ce  qu'on  écrit  plus  simplement 

3,5472946, 

1^  par^e  4éc^nM^  restant  pQsitiyp,  )^  du^acténs^ij^e  ^ 
s  étant  négative. 
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fin  ppDt  ieiiuffqiier  qm  la  cara$tiriêiiqm  uigëUffê  4m 
MmiÊtriUmê  étw^  fraction  décimaJe  est  igah  au  fang  du 
gÊnmiir  Aifffê  rigniHoalif  aprii  la  virguh. 

U  y  fi  tm  grand  avantage  à  laisser  ainsi  positive  la  partie 

décimale  du*  logarithme  d*un  nombre  moindre  que  Tunité; 

<îiiand  on  a  à  calculer  le  produit  de  plusieurs  facteurs ,  les 

«ils  phjui  grands  que  l'unité,  les  autres  plus  petits,  on 

^ditiûBnera  les  parties  décimales  de  tous  les  logarithmes 

et  on  retranchera  seulement  les  caractéristiques  négatives  ; 

M  qui  est  très-simple.  Et  d'ailleurs ,  c'est  sous  cette  forme 

que  Ton  obtient,  au  moyen  des  tables ,  les  logarithmes  des 

lum^res  plus  petits  que  l'unité. 

Nous  avons  écrit  le  logarithme  du  nombre  o,o35fi6i  sou| 
ii^  forme 

3,5472946, 

laissant  positive  la  partie  décimale  ;  en  effectuant  la  sous- 
^i^^ction ,  on  a  le  logarithme  négatif 

—  i,4527o54. 

lisds  si  Ton  employait  les  logarithmes  entièrement  néga- 
^a,  il  faudrait  additionner  les  uns ,  retrancher  les  autres, 
^  qui  aérait  beaucoup  plus  compliqué. 

Troutif  le  nombre  qui  admet  un  logaritkms  denni. 

21 7.  Trouver  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  4 ,  S  5  a  0  33i 
^Vec  les  tables  de  Callet.  On  regarde  dans  les  tables  quel 
^t  ]b  phis  grand  logarithme  contenu  dans  le  logarithme 
^^imé)  c'est  4i&&8093o  qui  correspond  au  nombre  356471 
^  nombre  cherché  est  donc  compris  entre  35647  et  3^648. 
1^  logarithme  donné  surpasse  le  logarithme  de  35647  de 
^.Q$  imités  du  septième  ordre  i  or,  la  différence  tabulaire 
^t  issf  c'est-à-dire  que  si  Ton  augmentait  le  logarithme  de 
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55647  de  1 23  nnités  du  dernier  ordre,  il  faudrait  augmo 
d'une  unité  le  nombre  35647  ;  si  Ton  suppose  les  accr 
sements  du  nombre  proportionnels  à  ceux  du  logarithi 
à  une  augmentation  102  dans  le  logarithme  correspoi 

dans  le  nombre  une  augmentation  égale  à  —  =  o, 

Mais  il  est  plus  commode  de  se  servir  de  la  petite  t^ 
des  parties  proportionnelles  :  cette  table  montre  qu'à 
augmentation  98  dans  le  logarithme  correspond  une  a 
mentation  0,8  dans  le  nombre.  Il  nous  reste  4  ;  à  l'a 
mentation  4o  dans  le  logarithme  correspond  une  augn 
tation  0,3  dans  le  nombre  ;  à  l'augmentation  dix  fois  ] 
petite  4  correspondra  donc  une  augmentation  OyoS.  A 
à  l'augmentation  102  dans  le  logarithme  correspond 
augmentation  o,83  dans  le  nombre.  Le  nombre  chei 
est  donc  35647*83  à  im  centième  près. 

218.  On  ramène  toujours  la  caractéristique  dulogaritl 
donné  à  être  égale  à  A,  sauf  à  multiplier  ou  à  diviser 
suite  le  nombre  trouvé  par  une  puissance  de  10. 

Exemples  :  1"  Trouver  le  nombre  qui  a  pour  logaritl 
5, 552033  2.  Je  retranche  1  de  la  caractéristique  pour  rame 
le  logarithme  dans  les  limites  des  tables ,  et  je  cherchi 
nombre  qui  a  pour  logarithme  4)5520332  ;  c'est  35647, 
Pour  revenir  au  logarithme  donné,  il  faut  ajouter  1  i 
caractéristique,  et  par  conséquent  multiplier  par  10  : 
nombre  cherché  est  donc  356478,3  à  un  dixième  près. 

2*  Trouver  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  i,552o3 
On  ajoutera  3  unités  à  la  caractéristique ,  et  l'on  chercl 
le  nombre  qui  a  pour  Iogarithme4»552o332  ;  c'est  35647, 
Pour  revenir  au  logarithme  proposé,  il  faut  retrancher  5  à 
caractéristique,  et  par  conséquent  diviser  par  1 000  ;  le  n 
bre  cherché  est  donc  35,64783  avec  cinq  décimales  exac 

On  voit  qu'il  y  aun  grand  avantage  à  augmenter  la  cara 
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rifitique  de  manière  à  opérer  dans  la  partie  la  plus  élevée  des 
tables  ;  si  Ton  avait  conservé  la  caractéristique  i ,  on  aurait 
trouvé  le  nombre  35,65  avec  deux  décimales  seulement, 
tandis  qu'en  opérant  comme  on  l'a  fait,  on  a  obtenu  cinq 
décimales. 

3*  Trouver  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  2,552o33a« 
Je  cherche  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  o,552o332; 
c'est  3,564783.  La  caractéristique  négative  2  indique  qu'il 
fauit  diviser  ce  nombre  par  1 00  ;  le  nombre  demiandé  est 
donc  o,o3564783. 

219.  n  est  aisé  de  voir  que  lorsqu'on  remonte  des  loga- 
ritlmies  aux  nombres  (avec  les  tables  de  Callet) ,  on  obtient 
les  nombres  avec  une  approximation  relative  égale  à  un 
qtuitre'fnillionième.  Soit,  par  exemple,  4^0359772  le  loga* 
lithme  donné.  Il  contient  le  logarithme  de  1  o863,  plus  la  diffé- 
rence 274,  qui,  divisée  par  la  différence  tabulaire  4oo,  donne 
r augmentation  o,685;  le  nombre  cherché  est  io863,685. 
Evaluons  maintenant  Tapproximation.  Quand  le  nombre 
varie  d'une  unité,  le  logarithme  éprouve  une  variation 
^ale  à  la  différence  tabulaire  4oo  imités  du  septième  ordre 

dédmal  ;  il  faut  donc  une  variation  de  -; —  dans  le  nombre 

400 

pour  produire  dans  le  logarithme  ime  variation  d'une  unité 

^  septième  ordre  décimal  ;  ainsi  on  obtiendra  le  nombre  à 

^oins  de  j —  près.  Le  nombre  étant  plus  grand  que  1 0000, 

1* erreur  relative  est  moindre  que  7 .  Dans  l'exemple 

^     4000000  ^ 

^tuel,  l'erreur  absolue  étant  moindre  que  -; —  ou  que 

400       ^ 

0,0025,  on  n'est  pas  sûr  du  dernier  chiffre  5  ;  cependaint 

comme  il  est  approché  à  moins  de  trois  unités ,  il  est  bon 

de  le  conserver. 
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L'errôur  absolue  augttieiite  à  mesure  qu'on  s'élëfi 
Ift  table  4  mÉÀê  rerreùr  relative  reste  la  tnèiûb.  Soi 
eimiple,  4,6010673  le  logarithme  deniié.  L^erreur  a] 

commise  sur  le  nombre  s'élève  ici  à  —  ;  mais  le  m 

109 

eat  pkili  grand  que  40000;  l'erreur  relative  esf'l 


inoindrë  que  -, 1 

^     4000000 


Remarques  sur  t emploi  des  logarithmes. 

200.  MuLTiPucATiON.  Lorsquc  les  facteurs  sont 
grands  que  Vunité ,  oii,  ajoute  leurs  logarithmes;  il 
là  aucune  difficulté. 

Lorsque  certains  facteurs  sont  plus  petits  que  l'i 
leurs  logarithmes  ont  des  caractéristiques  négatives  ( 
diquent  la  division  par  des  puissances  de  1 0  ;  on  aui 
de  retranéher  ces  caractéristiques  négatives. 

1^  Calculer  le  produit 

X  =  875,634g  X  61,82407. 

Où  cherchera  les  logarithmes  des  deux  facteurs  et 
ajoutera,  ce  qui  donne  le  logarithme  du  produit  ;  p 
éherchera  dans  les  tablés  le  nombre  correspondant. 

lôg  879,6349  =  2,94îî323o 
log  61,82407  =  1,7981261 

iogx  =  4î74o44o» 

X=:  55010,95. 

t""  Calculel^  le  produit 

X  =  87,56349  X  o,o628'24u7 
log  87, 56349  =  1^9423230 
log  0,06282407  =  2,7981261 

k)ga?r=o,74o44jji 
r  =  5,501095. 
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En  ajoutant  les  logaritbiilbé;  ëà  troutè  il  pëiil*  }wtlé  en- 
tière f  nais  comme  il  faut  retrancher  s ,  il  reste  o, 

3*  Calculer  le  produit 

X  =  87,5654g  X  0,006280407 
log  87,56349  =  i,9423îs3o 
log  0,606282407  =  5,798 1 261 

logx  =  1,7404491 

^  =  0,5501095. 

L'addition  des  Idgaritbmes  donne  2  pour  partie  entière  ; 
mais  comme  il  faut  retrancher  3,  on  ol)iient  la  caractéris- 
tique négative  1 . 

4'  Calculer  le  produit 

X  ±=  0,08756349  X  6,006282407 

lÔg  6,08756349  X  2,9423230 

lo^  0,066282407  =  3,7981261 
log  a?  =  5,7404491 
x=  0,0005501095. 

L'addition  des  logarithmes  donne  1  pour  partie  entière  ; 
^omme  il  faut  retrancher  2  et  3 ,  c'est-à-dlfè  5,  on  a  la  ca- 

^^téristique  négative  4. 

2îl;  Division.  On  sait  que  pour  effectuer  une  division,  il 
faut  du  logarithme  du  dividende  retrancher  le  logarithme 
^u  diviseur.  Lorsqu'on  n*a  qu'une  simple  division  et  faire 
On  peut  procéder  de  cette  manière;  mais,  quand  on  a  une 
Bérie  de  multiplications  et  de  divisions  à  effectuer,  il  est 
Jilus  commode  de  n'avoir  que  des  logarithmes  à  ajouter. 
Pour  cela  on  transfomie  les  logarithmes  à  retrancher,  de 
manière  que  leurs  parties  détsimales  deviennent  positives. 
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Soit^  par  exemple,  à  calculer 

236,59  Xia7/t6 
564,87 

II  faut  retrancher  le  logarithme  de  564987 ,  qui  ea 
8,7519485.  On  écrira 

—  2^7619485  =  —  2  —  0,7619485  =  —  3+1  —  0,7619485 

=  —  3  +  o,248o5i5  =      3, 248061 5. 

On  aura  donc 

log  256,59  =  2,3736291 
log  1 27,46  =  2, 1 053739 

—  log  564,87  =  3,248o5i5 

• 

logar=  1,7270545 
a:  =  53,54019. 

Quand  on  a  ainsi  rendu  positive  la  partie  décimale  c 
— log  564,87,  on  additionne  les  parties  décimales  destro 
logarithmes  ;  la  soustraction  ne  porte  plus  que  sur  la  c^ 
ractéristique,  ce  qui  est  une  grande  simplification. 
Soit  encore  à  calculer 

__  o,  23659  X  1,2746 

0,0066487 

Il  faut  diviser  par  le  nombre  0,0066487,  qui  a  po« 
logarithme  3,7619485.  On  écrira 

—5,7619485  =  +  3  —  0,7619486  =  2+1  —  0,7619485 

=  2,2480616. 
On  aura  donc 

log  0,25659  =  1,3756291 

log  1,2746  =  0,1055759 

— log  0,0066487  =  2,248o5i5 

log  x=  1,7270545 
â;  =  53,34019. 
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222.  Bemarquons  cette  manière  de  procéder  :  Pour  re- 
trancher un  logarithme ,  on  retranche  une  unité  de  la  carac-^ 
tiristique  changée  de  signe  et  l*on  écrit  à  la  suite  le  complet 
tnent  arithmétique  de  la  partie  décimale. 

Aiisi,  dans  le  premier  exemple,  au  lieu  de  retrancher 
s,75ig485,  on  a  ajouté  3,248o5i5.  La  caractéristique  s, 
changée  de  signe  et  diminuée  d'une  unité  donne  3  ;  en  pre- 
nant l'excès  de  rudité  sur  la  partie  décimale  7519485,  on 
obtient  248o5i5. 

Dans  le  second  exemple,  au  lieu  de  retrancher  3,75 1 9485, 
00  a  ajouté  2,248o5i5.  La  caractéristique  3,  changée  de 
signe  et  diminuée  d'une  unité,  donne  2. 

Quant  à  l'excès  de  l'unité  sur  la  partie  décimale  du 
logarithme,  ce  qu'on  appelle  le  complément  arithmétique,  on 
l'obtient  aisément.  De  1  il  faut  retrancher  0,7519486.  Or, 
une  unité  vaut  9  dixièmes  et  10  centièmes;  10  centièmes 
^nt  9  centièmes  et  1 0  millièmes,  etc.  L'unité  égale  donc 
0,999999  P^^^  1  ^  imités  du  septième  ordre.  En  effectuant 
^  soustraction  de  gauche  à  droite,  on  obtient  le  complé* 
ment  demandé  : 

o,999999«« 
0,7519435 


0^24805 1 5 

^,  pour  avoir  le  complément  de  la  partie  décimale  d*un 
^Sarithmey  on  retranche  tous  les  chiffres  de  9,  en  allant 
^  gauche  à  droite^  excepté  le  dernier  que  Ton  retranche 

Jfeio. 

Avec  un  peu  d'habitude ,  on  lit  immédiatement  le  com- 
plément daïis  la  table,  en  regardant  le  logarithme. 

223.  Puissances.  On  sait  qu'on  élève  un  nombre  à  une 
puissance  en  multipliant  son  logarithme  par  l'indice  de  la 
puissance. 
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1^  Calculer  *==  5* ^  On  cherchera  d'abord  le  Id 
de  5,  puis  on  multipliera  ce  logdrithnle  par  lo. 

log  5  =  0^6^97000 
log  0?  3=  6^9897000 
X = 9765624* 
s*  Galctda*  tf?a=:  MSteV 

16g  0,4526  :t=  T,636o865 
log  X  =  2^9083595 

X  =  o^o8o95794« 

En  multipliant  par  S  la  partie  âl  dmale  o,63( 
logarithme,  on  trouve  i,968^5t|S;  en  multipliant 
caractéristique  négatiTé  —  1 ,  ôti  A  —  S  ;  il  fàiit  don 
cbdr  S  de  la  partie  entière  du  logarithme ,  ce  ^ 

99908SIS95. 
5*  Calculer  â?=  f^j. 

log    2  =  o,3o  i  o5ooo 
—  log  37=  2,43179828 


log  ^  =  2,73282828 
log  a?  =  7,6641414 

X  =  0,0000004614677. 

En  multipliant  par  5  la  partie  décimale  du  log 
on  trouve  3  pour  partie  entière.  La  caractéristiq 
tive  —  2 ,  multipliée  par  5  ,  donne  —  10;  en  ret 
10  de  la  partie  entière,  on  obtient  la  caractéristiq 

tive  7. 

22ft.  BagInes.  On  extrait  la  racine  d'un  nomint 
sant  son  logarithme  par  l'indice  de  la  racine. 
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i'GileaIera;  =  v478988 

logajïr^8g84a34 

s*  Calculer  x = ^0,054597 

log  0^054327  =  â,735oi57 
logx  =  1,5783386. 

Afin  de  rendre  la  caractéristique  négative  divisible  par  3^ 
je  retranche  et  j'ajoute  une  unité  1,  et  je  suppose  le  loga-< 
ritlime  écrit  sous  la  forme 

—  8+  i,75Soi57. 

En  divisant  par  3  la  partie  négative  et  la  partie  positive, 
ODa 

—  I  +  0,5783386  =  7,5783386. 

I    3*  Gakmler  x  s=  y  040000098763 

16^  O96060098763  =  6,9945943 
log  x  =  3,9989189 

x  =  0,09975 137. 
k  suppose  le  logarithme  écrit  sous  la  forme 

—  10  +  4,9945943, 

^  de  rendre  la  partie  négative  divisible  par  5.  En  divi- 
^  par  5  les  deux  parties,  on  a 

225.  Remarques  sur  les  accroissements  des  logarithmes. 

Ko  examinant  dans  les  tables  la  colonne  des  différences,  on 

^^  ces  différences  aller  sans  cesse  en  dimindànt.  Par 

^iQBpie,  les  Ic^arithmes  des  nemibres  486  et  487  diffèrent 


■  J- 

*■ 
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entre  eux  de  8937  unités  du  septième  ordre,  tandis 
ceux  des  nombres  48624  et  486s  5  ne  diffèrent  pins  qn 
89  unités  du  même  ordre.  Il  est  facile  d'expliquer  la  a 
de  cette  diminution.  Soient  a  et  a  +  1  deux  nombres 
tiers  consécutifs,  la  différence  de  leur  logarithmes  est 

log(a  +  1)— loga  =  log  ^ii.  =  log  (i  +  H; 

or,  à  mesure  que  a  augmente ,  1  +  -  diminue  et  tend  ^ 

l'unité  :  la  diflérence  tabulaire  diminue  donc  et  tend  ' 
zéro.  Si  l'on  prolongeait  les  tables  indéfinûnent,  cette  d 
rence  deviendrait  infiniment  petite. 

Je  donne  au  nombre  a  un  accroissement  constant  q 
conque  h;  l'accroissement  du  logarithme 

log(a  +  A)  —  log  a  =  log  (^^)  =  log  (i  +  A 

sera  d'autant  plus  petit  que  a  sera  plus  grand.  Ainsi,  j 
un  môme  accroissement  absolu  donné  au  nombre,  l'aca 
sèment  du  logarithme  diminue  à  mesure  que  le  non 
augmente.  Mais  si  l'on  donnait  au  nombre  un  même  acci 
sèment  relatif  (j'entends  par  accroissement  relatif  le  1 
port  de  l'accroissement  absolu  au  nombre  lui-même  ; 
nombre,  par  exemple,  éprouve  un  accroissement  relati 
j^  si  on  l'augmente  de  la  j^  partie  de  sa  valeur),  1 
croissement  du  logarithme  serait  constant.  En  désigi 

par  k l'accroissement  relatif,  fc  =  -,  l'accroissement  di 

garithme  devient  log  (  1  +  '^)  ;  c'est  une  quantité  consta 
si  l'accroissement  relatif  reste  le  même. 

226.  Dans  la  recherche  des  logarithmes  des  nombi 
on  a  supposé  les  accroissements  du  logarithme  pro] 


p 
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tionnels  à  ceux  dn  nombre  ;  cette  proportion  n'est  pas 

exacte.  En  effet ,  si  Ton  donne  au  nombre  a  raccroisse- 

I     ment  h ,  le  logarithme  subit  un  certain  accroissement  ;  si 

\     Ton  donne  au  nombre  a  +  A  le  même  accroissement  A,  le 

^     logarithme  subit  un  nouvel  accroissement  plus  petit  que  le 

r     premier;  ainsi,  quand  l'accroissement  du  nombre  devient 

i     double,  l'accroissement  du  logarithme  est  tm  peu  moindre 

'     que  le  double  ;  et  réciproquement,  quand  l'accroissement  du 

nombre  devient  moitié,  l'accroissement  du  logarithme  est  un 

peu  plus  grand  que  la  moitié.  L'emploi  de  la  proportion 

demie  donc  dans  le  passage  des  nombres  aux  logarithmes 

des  résultats  un  peu  trop  faibles ,  et  dans  le  passage  des 

logarithmes  aux  nombres  des  résultats  un  peu  trop  forts. 

Mais  si  Ton  a  soin  d'employer  toujours  la  partie  la  plus 
âevée  des  tables,  l'erreur  commise  sur  les  logarithmes 
n'affectera  pas  les  unités  du  septième  ordre  décimal  ;  et  en 
effet,  dans  les  tables  de  Gallet,  on  voit  que  la  même  diffé- 
rence tabulaire  existe  entre  plusieurs  couples  de  logarithmes 
Consécutifs.  Par  exemple,  du  nombre  68596  au  nombre 
69744  la  différence  tabulaire  est  la  même.  Dans  cet  inter- 
valle, pour  une  unité  d'augmentation  dans  le  nombre,  le 
logarithme  subit  un  accroissement  constant  63  ;  pour  deux , 
trois...  unités  d'augmentation  dans  le  nombre,  le  loga- 
^thme  subit  donc  un  accroissement  deux,  trois...  fois  plus 
graod,  et  par  conséquent  les  accroissements  du  nombre  sont 
proportionnels  à  ceux  du  logarithme ,  du  moins  au  degré 
d*2ipproximation  des  tables. 
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â27.  Ordinairement  les  intérêts  d*un  capital  prêté  9 
payent  chaque  année  et  constituent  une  i*ente  ;  mais  il  arrin 
quelquefois  qu'on  laisse  les  intérêts  s'ajouter  au  capital,  d 
manière  que  le  capital  s'accroisse  d'année  en  année  :  c'tt 
là  ce  qu'on  appelle  capitaliser  les  intérêts,  ou  placer  à  â;^ 
rêls  composés. 

On  a  appelé  taux  de  l'intérêt  ce  que  rapportent  i  oo  frann! 
dans  un  an  ;  mais  dans  le  calcul  des  intérêts  composés,  : 
est  plus  commode  de  prendre  pour  taux  l'intérêt  de  tin  frai) 
en  \m  an,  intérêt  que  pour  abréger  nous  désignerons  pari 
lettre  r.  Ainsi,  placer  à  5  pour  loo,  c'est  la  même  chot 
que  placer  à  o,o5  pour  i;  dans  ce  cas  r  =  o,o5;  placer 
4,5o  pour  100,  c'est  la  même  chose  que  placer  à  o,oi 
poiur  1  ;  dans  ce  cas,  r  =  o,o45. 

pS.  \a  c^pitfd  m  franc ,  augmenté  de  son  inté^^t,  viff 
lèpres  upç  année ,  i  +  r»  un  capital  2460  franco  y^ 
ii46o  fq)aplu3, c'es^à-dire  [\  +r)  X94Q0  ou  9460  (1  4>i 
En  général,  si  l'on  représente  pa^  a  un  capital  qi^çon^q 
sa  valeur  au  bout  d'un  an ,  par  l'addition  des  intérêts,  se 
a(i  +  f).  Ainsi,  on  obtient  la  valeur  d*un  capital  après  u\ 
année  en  multipliant  ce  capital  par  ïunité  augmentée  1 
f  intérêt  de  un  franc. 

Par  exemple ,  le  capital  ^/^6o  francs  placé  à  5  pour  te 
vaut  an  bout  d'un  an  2460  x  1  ,o5  =  9583. 
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P9M  mi^ttw^\  que  le  capital  n  ao)t  placé  pen- 
«te,  Après  )uie  Mfq^e  ce  capital  ^e^mt  ff  (i  +  f)  V 
»{iit|d  dû  à  la  fm  4e  }fk  preiiuère  VM^é%  et  gui  pro- 
têt pendant  la  seconde  année.  Vovfi  f^veir  ce  qw 
3  capital  a(i+r)  par  l'addition  des  intérêts  de  la 
nnée ,  il  faut  le  multiplier  par  i  +  r ,  ce  qui  fait 
i+f)  ou  a(i  +  r)';  tel  est  le  capital  dû  à  la  fin 
3nde  année,  et  qui  produit  intérêt  pendant  la  troi- 
lée.  Pour  savoir  ce  que  devient  ce  capital  a(i  +0*9 
ition  des  intérêts  de  la  troisième  année ,  il  faut  le 
r  par  i+r ,  ce  qui  fait  a(i  4-r)'(i  +r)  PU  q{i  +f)*; 
capital  dû  à  la  fin  de  la  troisième  année,  et  gui  prq- 
"et  pendant  la  quatrième  apnée.  Le  n^ême  raison- 
leut  être  continué  indéfiniment  ;  et  conmie  chaque 
^uvelle  introduit  un  nouveau  facteur  i  +  f  »  la  va- 
apital ,  après  n  années,  sera  a  (i  +r)\  Ainsi ,  on 
9  wleur  i'un  capital^  placé  à  inUféts  compoits, 
Cfrlain  nombre  d'anné^s^  en  multipliant  ce  capitql 
ileur  d'un  franc  après  un  an,  élevée  à  une  puissance 
par  le  nombre  des  années. 
c  l'on  désigne  par  A  la  valeur  du  capital  après  n 
>n  a  la  formule  générale 

k  =  a(i+r)\ 

formule  établit  une  relation  entre  les  quatre  quan- 
réaentées  par  a,  A,  n,  r ,  relation  qui  détermine 
alconque  d^entre  elles ,  quand  on  connaît  les  trois 
Où  peut  donc ,  à  l'aide  de  cette  relation,  résoudre 
ces  questions  suivantes. 

Pboblème  I.  Quelle  est  la  valeur  d'un  capital  placé 

Is  composés,  au  taux  r,  après  n  années? 

la  question  traitée  précédemment  :  on  calculera  A 

lithmes. 
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Exemple.  Trouver  la  valeur  du  capital  12640  francs 
placé  à  intérêts  composés ,  à  5  pour  1 00 ,  après  7  ans. 

Je  suppose  dans  tout  ce  qui  suit  que  Ton  opère  avec  1( 
tables  de  Gallet. 

log  ia54o. s=  4>0983g75 

log  i^o5  =  0^02118930 
7  log  i^o5 =  o,i483a5i 

log  A =:  4,a466aa6 

Asr  17645,04. 

2S0.  Problème  II.  Quel  est  le  capital  qui^  placé  à  tnlérA 
composée^  au  taux  r,  acquiert  après  n  années  une  valeur  Al 
La  formule  précédente  donne 

_      A      . 

Exemple.  Quel  est  le  capital  qui,  placé  à  intérêts  coi^po- 
ses,  à 4*75  pour  cent,  vaut  24600  francs ,  après  12  années' 

log  24600 =4^3909351 

log  1^0475  =  0,0201540 
12  log  1,0475 =  0,2418480 

logû =  4,1490871 

a=  14095,70. 

231.  Problème  III.  A  quel  taux  faut^il  placer  un  capUdlk 
à  intérêts  composés,  pour  qu'après  n  années  il  acquière  m 
valeur  A?  L'inconnue  ici  est  r;  de  la  formule  fondamentah 
on  déduit 


i  +  r 


-slh- 


On  calculera  de  cette  manière  la  quantité  1  +  r  ;  retr* 
chant  1  du  résultat,  on  aura  r . 
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MK&  A  quel  taux  faut41  placer  le  capital  i4og5,7o 
u*aprës  19  aimées  il  vaille  214600  francs? 

log  a46oa =  4,3909351 

log  14095,70 =  4,1490867 


log  A  —  log  a  =  o,!i4ia484 
log  (1  +  r)      =  o^oaoi54o 

i+r  =  1,0475, 
r= 0^0475. 

placer  le  capital  à  4^75  pour  loo. 

.  Problème  IV.  Pendant  annbien  d*annie$  fatU^il  placer 
ital  a,  au  taux  r,  à  intiritê  compo$i$f  pour  qu'il  ae- 
une  valeur  A  7 
connue  est  n;  jde  la  formule  fondamentale ,  on  déduit 

prenant  les  logarithmes, 

n  log  (  1  +  r  )  =  log  A  —  log  û  ; 

^_logA  — logg 
log{i  +  r)  • 

Remarque.  La  formule  des  intérêts  composés  a  été 

dans  l'hypothèse  où  le  capital  reste  placé  pendant 
obre  entier  d'années.  Lorsque  le  capital  reste  placé 
it  un  certain  nombre  d'années,  plus  une  fraction 
d,  on  cherche  d'abord  sa  valeur  après  le  nombre  en- 
innées  par  la  formule  des  intérêts  composés ,  puis  on 

les  intérêts  simples  de  ce  nouveau  capital  pendant 
ion  d'années. 

il  sera  plus  simple  d'appliquer  la  formule  ordinaire 

A=a(i+r)% 

19 


280  LIVRS  lY.  —  GHàP*    IV. 

dans  laquelle  en  donnei*a  à  n  des  valeurs  fractto 
di&ërencë  des  résultats  est  négligeable* 

Exemple  L  Quelle  est  la  valeur  du  capital  i25 
placé  à  intérètd  bbiliposés  à  5  pour  loo,  après  7  ài 

Après  7  ans,  le  capital  devient  17645,04;  o 
capital  rapporte 688^17  enSmois  :  donc  après7  ^ 
le  capital  devient  i6^33,ao. 

En  donnant  à  n  la  valeur  fractionnaire  7  +  ît  « 
18238,40;  la  différence  est  4»8<^;  c'est  une  qua] 
tivement  très-petite  ;  elle  est  {dus  petite  que  le  : 
grandeur  cherchée. 

fism^  II.  Pendàiit  Mtttbiien  ff  ïhuèes  ibttt^il 
ci^tal  à  intérêts  comitoBés  à  S  pour  100,  pour 
quière  une  valeur  double  7 

Gomme  la  gratideur  du  càjiital  n'a  aucune  InQii 
la  question,  je  suppose  qu'il  s'agisse  du  capital  1  o< 


log  i.o5' 


log  a       r=:o^3oio5oo 
log  i^oS  =  o^oai  1893 


log  o^5oio5      =  1^ 
logo^oaiiSgS  =  3, 

logn  =  1. 
n=  149207. 


Après  14  années  le  capital  n'est  pas  encore  dou 
i5  aimées  il  tet  plus  que  dotiblé.  Après  i4  ^tùn 
pitaî  1000  francs  devient  1-979,93 -,  si  l'on  che 
combien  de  jours  le  capital  1 997,93  produira  ce  q 
pour  tfïe  te  capital  t)lpiniitif  sfolt  doublé,  c'est-à-ïî 
on  trouvé  74  jours.  Alûsi  à  S  pour  100,  le  capital 
en  1 4  ans  74  jours. 

Si  l'on  prend  la  valeur  fractionnaire  n  =  i&,'a 
par  le  calenl,  on  trouve  i4  ans  75  jours.  Là  difféî 
que  d'un  jour. 
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Exemple  III.  A  quel  taux  faut-il  placer  un  capital  de 
isB  ooo  fhincs  à  intérêts  composés,  pour  qu'il  acquière  une 
vflLlear  de  18000  francs  après  9  ans  5  mois? 

Dans  la  fbrmule  des  intérêts  composés ,  on  donnera  à  n 
la.  valeur  fractionpaire  g  +  ^.  Il  serait  très-diflQcile  de  ré- 
soTiidre  autrement  la  question. 

S3i.  Problème  Y.  Qn  a  deux  billets ,  l'un  d'une  somme 
a  payable  dans  1  an  ;  l'autre  d'une  somme  b  payable  dans 
&  ans ,  et  on  veut  les  convertir  en  un  seul  payable  dans 
5   ans. 

Cherchons  la  valeur  de  chacim  des  deux  billets  dans 
(  ans  à  l'échéance  du  troisième  billet.  À  cette  époque, 
2  ans  après  son  échéance,  le  premier  billet  vaudra 

i  cette  même  époque,  2  ans  avant  son  échéance,  le  second 
billet  vaijt 


(i+r)«- 

Si  Ton  appelle  x  la  somme  qui  doit  être  inscrite  siu*  le 
^'Xiisième  billet,  c'est-à-dire  la  sonmie  à  toucher  dans 
*   ans,  on  aura 

236.  Problème  YI.  La  population  d'un  État  est  de  4o  mU' 
*^Ofw  d^habitants ,  elle  s* accroît  chaque  année  de  ^  de  sa 
^^olnir;  on  dema^nde  quelle  serc^  la  population  de  cet  État 
^<Mns  un  siècle. 

l'appelle  P  la  population  après  un  certain  nombre  d'an- 
^^s;  l'année  suivante  elle  sera 


P  +  5^o=Px('+3^)  =  P>^ 


Soi 
3oo* 
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Ainsi  la  population  croit  année  par  année,  comme  les  t 
d'une  progression  géométrique  dont  le  premier  terz 
4o  millions  et  la  raison  ~.  On  demande  le  loi*  ten 
la  progression  :  en  désignant  par  x  ce  terme,  on  a 


5oiy*« 
3oo/ 

X  =  55793600. 


X  =  4<>ooeooo  X  (  ^TT  ) 


236.  Problème  VII.  Les  populations  de  deux  États 
Vune  de  ao  millions  d*habilants^  Vautre  de  3o  ntilliof 
première  s' accroît  chaque  année  de  ~^,  la  secofide  é 
Dans  combien  de  temps  les  deux  populations  seron 
égales  ? 

rappelle  n  le  nombre  d'années  cherché  ;  après  ce  m 
d'années,  les  deux  populations  étant  égales,  on  aura 

/aoi\*     ^  /3oiV 

aooooooo  X  I 1  =  00000000  X  (  -= —  )  : 

\2oo/  \3oo/ 

d'où 

ax( )  =3X  (;r—     , 

\  aoo/  \3oo/ 

/aoiX5oo\"_5 
\aooX3oi/        a' 

/ôoSX^^S^ 

si  l'on  prend  les  logarithmes ,  il  vient 

n(Iog6o3 — Iog6oa)=log3 — loga, 

log  3  —  loga 

""logôoS — log  60a' 

fî  =  a44  sJ^s  et  une  fracUon. 


ANUriTÉS.  SOS 

QUESTIONS  d'annuités. 

237.  Phoblème  Vin.  Une  personne  place  chaque  année  une 
imme  a  pendant  n  années ,  et  laisse  Us  capitaux  et  les  tn- 
tirUs  s*aeeumuler.  On  demande  quelle  sera  la  valeur  totale 
iitous  ces  placements  après  ces  n  années? 
Le  premier  versement ,  étant  placé  pendant  n  années , 
iqniert  une  valeur  égale  à  a(i  +f)";  le  second,  étant 
fboé  pendant  n — i  années,  acquiert  une  valeur  égale  à 
f  (i-f  O^'S  etc.  ;  enfin  le  dernier,  ne  restant  placé  qve 
feodant  un  an ,  vaut  a  (i  + 1*)*  La  valeur  totale  après  les 
•  années  est  donc 

û(i  +r)  +  ô(i  +r)« +  ô(i  +  r^; 

cfest  la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique 
doDtIa  ndson  est  i  +  ^s  cette  somme  égale 

^  ^^a(t+rri-fl(i+r)^a(i+r)[(i+r)'>-i]^ 

r  r  ' 

D  est  impossible  de  soumettre  directement  cette  formule 
tt  calcul  logarithmique  ;  on  est  obligé  de  fiûre  deux  calculs 
*^és.  On  calculera  d'abord  la  quantité  (i+r)",  puis  A. 

£x£]fPLE  :  On  place  chaque  année  looo  francs  pendant 
«0  ans  à  5  pour  loo. 

A i,o5(i,o5"— i)  ^^.     g^       » 

A  =:  looo  -^ — 2-i — ^ Lz=i  aioooX(i,o5*'  —  i). 

o,o5  ^  ' 


Gocal  «e  IM*^' 


log  i^o5  =  0,02118930 
*^  log  i,o5  =  0,4237860 
i,o5"  =  2,6533 


GalcBl  ie  A. 

log  :iiooo   =  4>3a2aig3 
log  1,6533  =  o,ai835i7 


log  A  =  4>54o57io 
A  =  34719^,30 
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238.  Problème  ]%.  Unf  p.er^qnn^  emprunte  €iciuettêr^ 
une  somme  A,  et  voudrait  se  libérer  en  n  années  par  n  pi 
tTi^ff  éçjavff  ^ffee^^é$  à  Ic^  fin  de  chç^q^^  annéf.  Pfi  dam 
q^el  (fof(  (tre  le  montant  de  chacun  des  payements  ? 

Je  désigne  par  x  le  montant  de  chaque  payement  e 
suppose  qu'on  règle  les  comptes  à  fin  de  la  n'  année  ; 
spqp^  due  ^t  alors  ^(i  4^  f)*"*  Le  premier  yerseme 
^y^fît  été  f§it  n  —  1  années  auparavant^  vaut,  au  moni 
du  r^leipent,  55(1  +  r]"'*  ;  le  second  ver3eipent,  fiy 
été  f^t  f»r-a  années  auparavant ,  vaut  !ç[\  +  r)  , 
ainsi  d^  si^te  ;  l'avant-demier  verseipent ,  ayant  été  fai 
y  a  un  an ,  vaut  0^(1  +  f*)  )  enfin  le  dernief,  étant  fait 
moment  même,  vaut  x,  La  valeur  totale  des  n  payeme 
annuels  est  donc ,  au  moment  ^u  règlement  de  compte 

ou,  en  faisant  la  sonune, 

r 

Pour  qup  la  dette  soit  acquittée,  il  fa^it  (juq  cettiç  1^ 
totale  soit  ^gale  à  la  spmpie  duQ  :  on  a  donc 

(i  4.  r)*  —  1 
r 

d'où 

Ar(i+r)* 


ar=: 


(i+rr— r 


Cette  formule  présente  le  même  inconvénient  qu< 
précédente  ;  il  est  impossible  de  la  soumettre  directen 
au  calcul  logarithmique.  On  «calculera  d'abord  (1+^ 
puis  X. 
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Risolution  de$  éqiuztions  du  premier  degré  *. 

Noos  allons  tnontrer  l'usage  qu'on  peut  ûûre  des  loga- 
rithmes pour  résoudre  des  équations  du  premier  degré»  dans 
ksqueUes  les  coefficients  sont  des  nombres  décimaux. 

Soient  les  trois  équations  du  premier  degré  à  trois  in- 
OQDoues, 

(i)         ft,S4aa?-^  o,067y  +  i^ôm —  10^640  s±  o, 
(a)  o,o48x — i,43oy+o,586z+   8^235=6^ 

(5)  0^8670?  —  o»687y  +  o,43az  —    2,908  =  0. 

On  sait  que  la  méthode  consiste  à  éliminer  l'une  des  in- 
coQimes  en  tirant  sa  valeur  de  Tune  des  équations,  comme 
si  les  deux  autres  étsdent  connues,  et  la  substituant  dans 
les  deux  autres  équations.  Lorsque  les  coefficients  sont  des 
nombres  simples ,  il  est  indifférent  de  résoudre  par  rapport 
à  l'une  ou  l'autre  des  inconnues  ;  mais  quand  les  coefficients 
sont  des  nombres  déchnaux  compliqués^  il  est  préférable  de 
résoudre ,  par  rapport  à  l'inconnue  qui  est  affectée  du  plus 
grand  coefficient,  afin  de  ne  pas  augmenter  les  erreurs,  fit 
^e&t,  lorsqu'on  aura  trouvé  les  valeurs  des  deux  autres  in- 
<^Oiumes  avec  une  certaine  approximation,  û  l'on  substitue 
^  valeurs  dans  la  formule  qui  donne  la  première  inconnue, 
plus  le  dénominateur  sera  grand,  plus  l'approximation  sera 
P^nde.  Au  contraire,  si  ce  dénominateur  était  très-petit, 
l'erreur  serait  considérablement  augmentée. 

Dans  l'exemple  actuel ,  de  la  première  équation  on  tirera 
^  valeur  de  «, 

.  10,640 +  0,667. y— i,4ofi.3 

<^^    ^= i:543 ^ 

^e  Ton  substituera  dans  les  deux  autres*  ce  qui  donnera 
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deux  équations  à  deux  inconnues , 

(5)  —  i,4i74ioy  +  0,55953682  +  8,435834  =  o , 

(6)  —  0,4595958^  —  0,04599211  +  0,699557  =s  o. 

De  la  première  de  ces  deux  équations,  on  tirera  la  y; 
dey, 

_  8,455834  +  o,5595368z 
1,417410 


b)  y= ^T7^^. 1 


que  Ton  substituera  dans  la  seconde,  ce  qui  donnen 
quation  à  une  inconnue 

(8)  —  0,3374^312  —  3,035765  s=  o  ; 

d'où 

3>o35765  o    ^  ^o 

z  = ^— y— =  —  8,951483. 

0,3274331 

Portant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  (2),  on  trc 

y  =  2,417897. 

Portant  les  valeurs  de  z  et  de  y  dans  l'équation 

on  a 

x= 9,753328. 

Pour  abréger,  on  effectuera  les  calculs  à  l'aide  des  le 
rithmes.  Gomme  les  mêmes  logarithmes  servent  plusi( 
fois ,  il  est  bon  de  disposer  les  calculs  de  manière  que 
puisse  retrouver  sans  peine  les  logarithmes  dont  c 
besoin.  Voici  la  disposition  que  l'on  peut  adopter  : 

« 

Tableau  du  calcul. 

(1)  3,5432:       — o,667y       +*»4o3^       '— 10,640=0, 
L 040534642; — 1,8341 358y+o,i46748oz — 1,0269416; 

{3)  0,048a?        — i,43oy        -|-o,586z        +8,335=0, 
L 3,68 1 34 1 3X — o,  1 553360^+7,76789762  ; 

(3)  0,8672;        — o,687y        +0,4032        —2,928=0, 
L i,938oi9ix— ï,8369567y+T,63548372. 


1  "  .  ' 
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On  a  placé  au-dessous  de  chaque  équation  les  loga- 
rithmes des  coefficients. 
De  réqoation  (i),  on  tire 

io,64o  +  o,66y.y— i,4oa.z^ 
^^'  a,543  ' 

Exp.  log.dex x=o,6ai595a  +  ï»4i87794y — 1,74140»^-- 

On  obtient  cette  expression  logarithmique  de  x  en  ajou- 
tant—log  9,543  aux  logarithmes  de  io,64o,  0,667,  i,4oa, 
que  Ton  trouve  dans  le  tableau  précédent. 

On  en  déduit  aisément  les  expressions  logarithmiques  de 
o,o48xetde  0,867^; 

L o,o48â;  =  T^3oa8364  +  â,  loooaoôy  —  â,42a64a8.z , 

L o,867X  =  0^5596143  +  T,3567985y  —  T,6794ao72. 

U  suffit  pour  cela  d'ajouter  à  chacun  des  termes  de  Tex- 
pres^on  logarithmique  de  x  le  logarithme  de  o,o48  ou 
de  0,867. 

En  revenant  aux  nombres ,  on  a 

o,o48j:  =  o^aoo8356  +  o,oi2534B5y  —  0^026460222 , 
0,867a:  =  3,627557  +o,aa74o4ay   — 0,47799212. 

Sn  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a)  et  (3) , 
^  obtient  les  deux  équations  à  deux  inconnues 

(5)  -.  i,4i74ioy  +  0,55955682  +  8,435834  =  0, 

(6)  —  0,4595958^  +  0,04599215  +  0,699557  =  o. 

^A  résoudra  ces  deux  équations  de  la  même  manière  : 

—  i,4i74ioy   +  0,55953685  +  8,435834  =  0 , 
**••.,.  —  0,1514955^  +  ^^74782862  +  0,9261280; 

—  0,4595958^  —  0,04599212  +  0,699557  =  o , 

L. ,  ^ ..  _  i,662376oy  —  2,66a68332. 

20 
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De  l'équatioi»  (5)  on  tire 

.  .  8,435834  +  0,55955668s 

'^^  y  =  ^ TÂ^^o î 

Exp.  log ^  =  0,7746325  + i>5g6333i- 

L o,4595858y  =  0,4370085  +  1,35870915. 

En  revenant  aiu  nombres ,  on  a 

o>4^95%=^  a,735323  +  0^181432. 

Substituant  dan»  Téquatio»  (6),  on  obtient  Téquatio 

une  inconnue  . 

(8)  —  o,5>««f4a3ia  —  3,35765  =  0, 

j,  ,  2,035765 

d'où  5  = — : 

0,2274221 

log  ( —  z)  =  0,3089277  — 1,3568327  =  0,95  iSgoo, 

En  portant  log  ( — z)  dans  l'expression   h^arithmi 
de  y,  déduite  de  l'équation  (7),  on  a 

L y  =0,7746325  —  0,5482281, 

et,  en  revenant  aux  nombres, 

y  =  5,9Si  584  —  3,533687  =;=  2)417897 . 

En  portant  lQg(— js)  et  log  y  dans  Texpression  logar 
mique  de  x^  déduite  de  l'équation  (4)  >  on  trouve 

L x  =  0,6215952  4"  i>8o 23 172- +0,6932966, 

et ,  en  revenant  aux  nombres , 

X  =  4,184034  +  0,634 186&  +  4,935 107  =  9,7533279. 

On  obtient  ainsi  les  valeurs  des  inconnues  avec  cinq 

cimales 

X  =      9,75335 

y  =     2,4 1790 
5  =  . —  8,95148. 
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Vérificatiou. 

près  avoir  trouvé  les  valeurs  des  inconnues,  il  est  bon 
es  vérifier  en  les  substituant  dans  les  équations  propo- 
i.  Si  l'on  effectue  les  multiplications  par  la  méthode 
êgée  à  0,00001  près,  on  trouve 

2/1,80272  —  1 ,6 1 274  —  1 2,549î)8  —  1 0,640  =  o , 
0,46816 —  3,4^7^^  —  5,24556  +  8,235  =  o , 
8,45614  —  1,66110 —   5,86704 —   2,928  =  0. 

-.es  premiers  membres  des  équations  doivent  se  réduire 
es  quantités  très-petites ,  et  c'est  par  la  petitesse  de  ces 
intités  que  Ton  juge  du  degré  d'approximation  des  iu- 
mues.  Ici,  les  premiers  membres  se  réduisent  exacte- 
nt  à  zéro  quand  on  néglige  les  millionièmes.  Ainsi ,  les 
îmiers  membres  des  équations  se  réduisent  à  des  (luantités 
>indresque  0,00001.  Il  est  très-probable,  d'après  cela, 
e  les  valeurs  des  inconnues  sont  elles-mêmes  approchées 
Î1O0001. 
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" i ■ 
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Toute  fraction  rationnelle  jj-r:  est  décomposable  en  une  partie 

entière  et  en  diverses  fractions  simples.  —  La  décomposi- 
tion ne  peut  se  fure.  aye  d>u^  seula  auj^y^ei  rr-  Moyens 
de  Tcffectuer  quand  on  connaît  les  lacteurs  Dinômes  qui 
divisent  le  d^B,9pf}pfttQifrV{i,f}^p  ^j.,.^.„  .  ^f{/.i^>l,V/.  •  •    • 

APPENDICE.  Note  A.  Résolution  de  deux  équations  du  second 
degré  à  deux  inconnues  (i).«  •  «... « 

Note  B.  Usage  de  la  règle  à  calcul i • 

(1]  r.ette  question  fait  partie  du  programme  de  géométrie  analytique. 

Nota.  Les  renvois  à  la  première  partie  ùa  l'Algèbre  le  rapportait 
4*  édition. 
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CHAPITRE   PREMIER. 

COMPLÉMENT  DES  ÉLÉMENTS  D'ALGÈBRE. 


NOTIONS   SUR  LES  NOMBRES  INCOMMENSURABLES. 


Définition, 

t  Lorsqu'on  veut  mesurer  une  grandeur,  on  jcherche 
6 commune  mesure  entre  cette  grandeur  et  l'unité.  Si, 
'  exemple,  la  commune  mesure  est  contenue  7  fois  dans 
tiité  et  4  fois  dans  la  grandeur  que  Ton  veut  mesurer, 
te  grandeur,  étant  égale  à  4  fois  la  septième  partie  de 
lité,  sera  représentée  par  la  fraction  *. 
fais  il  arrive  quelquefois  que  la  grandeur  et  l'unité  n'ad- 
ttent  pas  de  commune  mesure,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe 
I  de  grandeur,  si  petite  qu'elle  soit,  contenue  exac- 
lent  dans  la  grandeur  et  l'imité.  Dans  ce  cas,  on  dit 
3  la  grandeur  est  incommensurable^  et,  comme  il  est  im- 

1 


2  CHAPITRE   I. 

possible  de  la  mesurer  exactement,  on  se  boroe  à  une  évi- 
luation  approximative.  Imaginons  Tunité  partagée  «fi  é 
grand  nombre  de  parties  égales,  par  exemple,  en  Bufli 
parties  égales,  et  cherchons  combien  la  grandeur  à  mesa 
rer  contient  de  ces  parties  ;  elle  en  contient,  je  suppose 
728,  plus  un  reste  plus  petit  que  Tune  des  parties;  lagna 
deur  à  mesurer,  étant  plus  grande  que  j^ ,  mais  plus  pe 
tite  que  ^^^,  sera  représentée  par  Tune  ou  l'autre  de  ce 
deux  fractions,  avec  une  erreur  moindre  que  1  miDièfflC 

Si  Ton  avait  partagé  l'unité  en  un  million  de  partie 
égales,  on  aurait  obtenu  la  mesure  de  la  grandeur  ave 
une  erreur  moindre  que  1  millionième. 

Le  nombre  fractionnaire  qui  mesure  une  grandeur  incoB 
mensurable,  avec  une  approximation  aussi  grande  qa'o 
veut,  s'appelle  un  nombre  incommensurable. 

2.  Les  racines  des  quantités  qui  ne  sont  pas  puissance 
parfaites,  donnent  aussi  naissance  à  des  nombres  incoa 
mensurables.  Appelons  A  un  nombre  entier  non  puissaiM 
n"  parfaite,  et  plus  généralement  une  fraction  ordinweii 
réductible  dont  les  termes  ne  sont  pas  des  puissances  k 

parfaites  ;  je  dis  qu'il  n'existe  pas  de  nombre  fractionnaire 

qui,  élevé  à  la  n*  puissance,  reproduise  exactement  A.  l 

effet ,  la  n*  puissance  de  la  fraction  y  est  —  ;  comme  t 

peut  supposer  la  fraction  -  irréductible,  c'est-à-dire  l 

deux  nombres  a  et  6  premiers  entre  eux,  les  deux  pin 
sauces  a**  et  V  seront  aussi  premières  entie  elles  et  la  to 

tion  -T-  irréductible.  On  voit  d'abord  que  cette  fractii 
irréductible  ne  peut  ôtre  égale  à  un  nombre  entier  A.  El 


NOMBRES  INGOMMEJ^SURABLES.  3 

j^  peut  Qon  plus  'être  égale  à  une  fraction  irréductible  dont 
Jp  t&rmds  ne  sont  pas  des  puissances  parfaites  ;  car  deux 
lilbctions  irréductibles  ne  sont  égales  que  si  elles  ont  leurs 
^eux  termes  égaux  respectivement;  la  fraction  proposée 

iDFait  ainsi  ses  deux  termes  puissances  parfaitesi  ce  qui  est 

I 

.jpDtraire  à  l'hypothèse. 

'    Hais  on  peut  trouver  des  nombres  fractionncdres  r  ^ 

■-^ — ,  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  d'ime  quantité  aussi 

petite  qu'on  veut  -  (6  étant  très-grand) ,  et  dont  les 

«"  puissances  comprennent  A.  Écrivons  en  effet  la  quantité 
proposée  À  sous  la  forme 

et  désignons  par  a  le  plus  grand  nombre  entier  dont  la 
%'  puissance  soit  contenue  dans  A  x  ft**  ;  la  quantité  A  x  6" 

A  ^^  6" 
étant  comprise  entre  oT  et  (a  +  i)**,  la  quantité  — j^r- 

,  ou  A  sera  évidemment  comprise  entre 


(I)"  «  (4^)" 


Chacun  de  ces  nombres  fractionnaires  -  et    "T    ,  dont  la 

0  0 

différence  est  aussi  petite  qu'on  veut,  et  dont  les  puissances 
coraprennent  la  quantité  proposée  A ,  est  ce  que  Ton  ap- 
pelle la  racine  approchée  de  A  ;  on  la  désigne  par  le  sym- 
bole v'X 


^'  est  aisé  de  voir  que  ce  nombre  fractionnaire  j  ou 


a+  1 


6  6 


4  M..    '    CM4l^Wfirilv>l;|HKO/ 

rep]îé$ente,  avec  une  approxim^cni  l^ls^l(,gcwfjf6;  q[^*j 
veut,  une, çertaiiie  grandeur  incQmme2|s^ra))let,;|Cooff^ 
rons  en  effet,  d'une  part,  les  no^ibreç  dpnt  }ipi;».,CMlHlJ! 
sauces  sont  inférieures  à  A;  d'aujtij'e  p9it^,,çf;ttz  4ffl{fbj| 
puissances  sont  supériem*e8  à  A»  et  iifff^w9,^ef,4ffflilrt 
ries  de  grandeurs  commensurables  de  mèii)^,e^p^^|;fg||| 
sentées  par  ces  nombres.  Les  grandeurs  de  la^  première  ri 
rie  sont  plus  petites  que  celles  de  la  seconde  ;  la  différm 

^  entre  une  grandeur  ^  de  la  première'  sêrïe  et) umign 

deur  ^'t'^  de  ,1a  seconde  série  peut  être  vendue iiMl 

petite'  qu^On  veut.  On  conçoit  îdonc  (jù'entre  ■' ces  tm 
séries  de  grandeurs  comméîisurâbïés/il' existé  unci^^ 
déuFîncômiiiensurabïe  unique  et  déterminée  qui  ^îié^i 
limite  '  coihiiîune  ;  c'est  cette'  grandeiir  incomâiëtisuiw 

que  représente  le  synabole  y  A. 

;3i  On  a  vu,  en  géométrie,  plusieurs  exemples  de  gnol 
deurs  iflcofùmensurs^Ies.  Ainsi,  on  a  démontré  que  la  4ii 
gonale  d'ua  carré  est  incommensurable  par  rapport  at  oM 

prispouv  unité  :  elle  est  représentée  pàï»  le  symbole  \/iIt 
même  la  ciîcoiiférencë  d'un  cercle  est  incommensuraM 
par  mpport  au  diamètre  pris  pour  unité;  maïs  le  noDatt 
incclmm^ensurable  qui  mesure  la  cit^conférence  ne  '^ 
commet  le  précédent,  être  obtenu  par  des  extràctSiMH  1 
racines;  on  le  désigne  par  la  lettre  it.  :;:•'.' 

Cclculdes  nombres  inoommensuriibletk'  iiMnoi 


I  ■  t 


.;■         '.      ,1  ;H  *» 

à.  Le  calcul  des  nombres  incommensuraiblesn'oirea 
outt^  diiBquké«   Les  nombrei^  /ineommeDSttnMes  jilMa 
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ÙSè  Skéiié/'^xitJ^^^SBS  dôndbred  fractiotinaires  approchés, 
*W'-claii'''llîtè  feë  ôpértttiofis  portent  f^nt  ces  nombres 

■ 

Moiifaàk%sfi'  le  résultet  sera  Ini-même  un  nombre  frac- 
iotedife ^iiplprochél  ^î  représentera,  avec  tine  erreur 
fifflttiîtit  'ï)ettté;  ùtfé  grahdenr  détefminé^,  en  général 
il!littiilëi»tifablë.''' 

iSWK/um..'  Supposons  d*abord  qu'il  s'agisse  d'additionner 
Sa' noîiiBres  incommensurables.  Si  l'on  prend  les  deux 
on^cBs.  par  défaut^  puis  par  excès,  on  a  une  première 
)mme  plus  petite  que  la  seconde;  d'ailleurs  ces  deux 
MfiDM  ■  diffèrent  entre  elles  aussâ  peu  '  qu'on  v^ut;  donc 
|bf  çpmpxfpnent  une, grandeur  déterminée  qu'elle^  re- 
[j^teut  avec  i^pe  approximation  indéfinie.  Cette  gran- 
ejir^est  la  somme  des  deux  grandeurs  incommensurables 
^résjButéeis  par  le^  .  nombres  in  commensurables  ..  pro- 
oséa. 

Simstraction.  Il  en  est  de  rnème  de  la  soustraction  :  si 
in4)PeDd  le  phis  gnuod  nombre  par  défaut,  le  secotid  par 
ikèê;  ou  y  réciproquement,  le  premier  par  excès,  k  secorid 
»  défaut^  on  »  ^ne  première  diiTérence  plus  petite  <jae  la 
IcoD^e,  et  ces  deux  différences  diffèrent  entr^Ç:  elles  d'une 
WBtitë  aussi  petite  qu'on  veut;  donc  elles  comprennent 
Wl  grandeur  qu'elles  représentent  avec  une  approximation 
l^jinie.  Cette  grandeur  est  la  différence  des  grandeurs 
icoDopensurables  q^^  représentent  les  deux  nombres  in- 
)iDmensurables  proposés. 

5.  Multiplication.  Soit  à  faire  le  produjt  de  deux  nombres 

icommenanrables;  par  exenipte  VT^X  sfb.  Si  l'on  prend 
s  deux  nombres  par  défaut,  puis  par  excès,  on  a  un  prê- 
ter ^produit  pins  petit  que  le  second;  d'ailleurs  ces  deux 
mdmts  cfifférent  entie  eux  d'une  quantité  aussi  petite  qu'on 


É 
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veut;  donc  ils  comprennent  une  grandeur  qu'ils  rcprt 
tent  avec  une  approximation  indéfinie. 

Il  est  clair  que  le  produit  de  plusieurs  nombres  im 
mensurables  ne  change  pas  quand  on  intervertît  Te 
des  facteurs;  car  le  produit  des  nombres  fractiomi; 
approchés  ne  change  pas.  Ce  théorème  fondamental  éti 
aux  nombres  incommensurables,  toutes  ses  conséque 
le  sont  par  là  même;  ainsi  on  peut  grouper  deux 
teurs  en  un  seul,  décomposer  au  contraire  un  facteu 
deux,  etc. 

Division.  Si  Ton  prend  le  dividende  par  défaut,  k 
viseur  par  excès,  ou,  réciproquement,  le  dividende 
excès,  le  diviseur  par  défaut,  le  premier  quotient 
plus  petit  que  le  second,  et  comme  leur  différence  es 
Animent  petite,  ils  comprennent  entre  eux  une  grau 
déterminée  qu'ils  représentent  avec  une  approxim 

indéfinie. 

Les  propriétés  des  fractions  algébriques,  et  en  gé: 
toutes  les  règles  de  calcul  algébrique,  subsistent  évi< 
ment  quand  les  lettres  désignent  des  nombres  incommi 
râbles.  (Voyez  Y  Algèbre  ^  première  partie,  livre  I.) 

DIVISION   DES   POLYNÔMES. 

.  I 

Gettç  question  a  été  traitée  avec  tous  les  développei 
nécessaires  dans  la  première  partie  de  l'algèbre  du  i 
au  n**  70.  Il  est  inutile  d'y  revenir. 

BÉSOiimON    DES    ÉQUATIONS   GÉNÉRALES   DU   1*'    DfiG 

A   PLUSIEURS  INCONNUES. 

On  développera  les  calculs  relatifs  au  cas  de  deux  i 
lions  et  à  celui  de  trois  équations.  On  fera  connaître  la 
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générale  pùur  former  le  dénominateur  commun  et  pour  en 

déduire  les  finmérateun.  —  Discussion  complète  des  formules 

propres  au  cas  de  deux  équations. 

Nous  avons  exposé  dans  la  première  partie  de  Talgëbre 

^  117, 118,  119)  la  résolution  de  deux  équations  géné- 

nks  du  premier  degré  à  deux  inconnues,  et  nous  avons 

discuté  en  détail  (n"  120  et  121)  les  formules  trouvées. 

Boas  avons  opéré  aussi  (n°'  122,  123  et  124)  la  résolution 

de  trois  équations  générales  à  trois  inconnues ,  et  nous 

ayons  discité  sommairement  les  formules  trouvées  (n**  125). 

Hous  nous  occuperons  actuellement  de  la  résolution  d'un 

nombre  quelconque  d'équations  générales  du  premier  degré 

renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues. 

6.  Dn  système  de  n  équations  générales  du  premier  de- 
gré à  n  inconnues  peut  être  mis  sous  la  forme  suivante 

aX'\'by  -\-cz -\-gu  -\-hv  =k^ 

a'x+Vy+c'z +g'n  +h'v=k', 

a^x  +  b'^y  +  c^z +g"u  +  h"v  =  k% 


On  appelle  fonction  alternée  de  plusieurs  lettres  xme 
^pression  qui  change  de  signe  en  conservant  la  même  va- 
^  numériquei  quand  on  permute  deux  lettres.  Le  déno- 
nrinateur 

ad'  —  ba', 

î^  se  rapporte  à  deux  équations,  est  une  fonction  alternée 
'w  deux  lettres  a  et  6  ;  car  si  Ton  permute  ces  deux  lettres, 
'  ^Jevient  6a'  —  ab\  et  change  de  signe  en  conservant  la 
^0^  valeur  numérique.  De  même  le  dénominateur  trouvé 


pour  trois  équations  .j^-i,i\  j,|  aiio.-  oii  tjjI  i.- 

-(..râ'?*P-  ,<ïfif|fHTOÇ<»flPes,\dç..ç3pieMfflW>j|  J§ipolplme 

nque.  -m  m'u^Iji  e:»I   »(:ob  i:  no  jlijif  JiiLn/al) 

Les  termes  d'une  fonction  alteraée  se  déduisent  fadle- 
ment  ^ù'premïer,  en  permutant  les  ïetlres^dèiuf  à  deux  de 
toutes  les  manières  possibles,  et  changeant  le  signe  à 
chaque  permutation.  En  effet,  si  le  polynôme  contient  le 
terme  a6'c'',.i|  dpît  contenir  ausQ^  ^e  tei^e  rrr.çK'fr"  obtenu 
en  permutant  les  deux  lettres  b  et  c,  puisque  le  polynôme 
"^  'dbëiige  ^è^'Sl^-'ïyiiiJ  ^Wi^erànmhiir  Hë  riiéinfe  'lé'  ^tenne 
.^.^ck'W'^ûmm^WH^inef-\^''khi^^^^         p^rriiïiiaîîiii'lles 
^'i'-aeta-"fet<<^'tt%'é,^tc/'''^^^'''*''  ''  '  ^   '"^  .-.i.n-.i.ul 
-^''i»  Rôttife^dnâ '4iië;  ï8l^qUë^'d^k'tiiiefoncti(itf*à'lto^ 
^ït^lHée^Wne^tefti^'tiàF  uôë  àiitrê,  Sàné^rèiii^ïàcë^  cëU^ 
par  la  pfem|ëre>  Texpression  devient  nuile^  Bdmplaçon^^^ 
par  exemple,  a  par  b  sans  remplacer  6  par  a;  à  ud'Yenn^ 
que)cpn4i^W4:^  correspond,  comme  nou^  l'avons  dit.  n^ 
terme  —  ba'c\  Obtenu  en  permutant  les  lettres  a  et  6;  or-ss 
?.oi8i')«|BtA'ïtea(p}aoé  Ipar  b^  >  <tes  termes  devietimnt  égâu&'et  d^ 
./idigndSi^ntraiiieBr  aûftsi  les  termes'  du  ipélynôme:  8e><d&^ 
-  ;!t»^is«Bi?|i  deux  à. deua:."  ■■•.•■•' ■:     ■'<  ■«•■.'•'"'■•   '    '      -j-mi 
mI)   irGonaMéron^  màintenaiit  le  polynôme  ahemé> fortMi"  AVe:^ 
ifies*  fi>  ièttesd^w&y  (T^  .......  gi^  A,  et  ayant  pouri^teier 

pbfterme-  1  i-vj  ■  ,    ■     :    ;  ..•  -i  -i; 

abV' h^^'\  ■       ..;.î 

iK,^  W»3ç^Qtpn§iP^r,;I>  ce  polynôme.  Tous  l^iteniies  conte- 
,^,  pdg^ 4%4gttf p„f  uç|e  ifpis  et . seulement  ïine  foiâ^  jsoua  poir- 
.-^b ^fflM^?W?r.ÇÇ  polynôme  par  rapport  km,  a!,vHM*«^\ 
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et  J'écrire  sous  la  forme 

Dfer  Au  +*AV  +  k'a" +  A<"-«ûf"-», 

00 kg  qnantitéb  A,  A\.....  ne  contenant  plus  la  lettre  a,  niais 

Ifliilea autres  lettres  h^c, h.  Nous  savons  que,  si  Ton  rèm- 

h^jkceh'lMM'b'fiBLT  l'une  des  autres  lettres,  le  polynôme 
devient  nul  ;  on  a  donc  les  relations 

ÂA  rf- AV  +  A"*^ +A^^W''^=:0, 

■*''  '         Ac  +  AV  +  AV +  A^--*^'-*^  =  o, 

"""         AA  +  A'A' +  A'A'^ +  A'"-' A  »-*' =  o. 

©..'.  ■     .   ■■  ^  • 

g.^, .Cela posé,  multiplions  les  équations  pioposées,  lajire- 

^^,mière  par  A,  la  seconde  par  A',  la  troisième  par  A", , 

la  dernière  par  A^""*^  et  ajoutons  :  le  coefficient  de  «  eyera 
fri.^  (olyAÔme  D  ;  les  coefiicients  des  autres  inconnues»  d'à- 
j.j  ipès  les  relations  précédentes,  seront  nuls  ;  on  aura  dope 


.,?^i  ■     .■Di*  =  A*  +  A'*'  +  A''r ^Ain^i)k^n^)^   • 


JpMm 


'  •      «-.f 


AA  +  A'A'  +  A'T -fA'-'W»-" 


f| 


fin  ^       J*  Cj       m ■■■■ w..- ■    ■     ■»     .1 ,       "J* 

Aa  +  AV  +  AV +A<"-*y*»-*î 

^  Ce  mode  de  résolution  s'applique  à  l'une  quelconques  des 
inconnues.  Ainsi,  le  dénominateur  commun  est  le  poly- 
^toie  alterné  formé  avec  les  lettres  a,  fr,  c, gr,  ft,  pdly- 

'^'^t&e  que  nous  avons  représenté  par  D;  le  numérateur  de 
!  chaque  inconnue  s'obtient  en  remplaçant  dans  le  dénomi- 

^teur  les  coefficients  de  cette  inconnue  par  les  seconds 

Membres, 

7.  Remarque.  Le  dénominateur  commun  se  compose  d'un 
^ï'tain  nombre  de  termes  qui  sont  les  permutations  que 
*  <Hi  peut  faire  avec  les  lettres  a,  6,  c, ft,  servàût  de 
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coefficients  aux  inconnues.  Ainsi,  pour  trois  inconnues, 
dénominateur  contient  six  termes,  les  six  permutations 
trois  lettres  a,  6,  c,  et  nous  avons  appris  (1'**  partie,  n*l; 
à  former  ce  dénominateur  au  moyen  des  permutations 
deux  lettres. 

De  même  pour  quatre  inconnues,  le  dénominateur  ce 
tiendra  »24  termes,  les  permutations  des  quatre  lettres 
6,  c,  d.  On  le  formera,  au  moyen  du  précédent,  en  metU 
dans  chacun  des  termes  la  lettre  d  à  toutes  les  places 
droite  à  gauche,  donnant  au  premier  terme  de  chac 
groupe  le  signe  du  terme  qui  Ta  fourni ,  et  alternant 
signes  dans  ce  groupe.  Voici  ce  dénominateur  : 

ab'c"d'"  —  ab'dY"  +  adVc''  —  daTc'' 

—  acVd'"  +  ac'd"b"'  —  ad'c'V  +  ddh^c'" 
+  caVd'"  —  cald'V  +  cd'a%'"  —  dda^lf 

—  hdd'd'"  +  hcld"c"  —  hd'd'c'"  +  dé'aV 
4.  hc^a'^d"  —  bc^ra!"  +  bd:&'a'"  —  dbVa 

—  cVd'd'"  +  chd"o!"  —  cdVà!''  +  ddb^'oT. 

La  première  lettre  de  chaque  terme  n'a  pas  d'accent 
seconde  est  affectée  d'un  accent,  la  troisième  de  deux 
quatrième  de  trois. 

LORSQUE,  DANS  l' ÉQUATION  OX'  +  tOJ  +  C  =  0,  a  TEND  1 
ZÉHO,  l'une  des  racines  GROiT  INDÉnNIMENT.  GAI 
NUMÉRIQUE   DES  DEUX  RACINES  QUAND  a  EST  TRÈS-PET. 

Foj/ez  la  première  partie,  n"  157  et  158. 

ÉQUATIONS  RÉDUCTIBLES  AU  2*  DEGRÉ. 

Foj/e*  la  première  partie,  n**"  177  et  182. 
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CALCUL  DES  VALEURS  ARITHMÉTIQUES  DES  RADICAUl. 

8.  On  appelle  en  général  racine  n'  d'un  r^rabre  positif 
I,  un  nombre  positif ,  commensurable  ou  incommensurable, 
jui,  élevé  à  la  n''  puissance,  reproduit  le  nombre  proposé. 
Test  là  ce  qu'on  entend  par  valetir  arithmétique  d'un  radi- 

:al  ;  on  la  désigne  par  le  symbole  y  a.  Le  nombre  n  est  l'in- 
lîce  du  radical.  On  est  convenu  de  ne  pas  écrire  l'indice 
ijuand  il  s'agit  d'une  racine  carrée  :  dans  ce  cas,  on  sous- 
întend  l'indice  a 

Avant  d'aborder  le  calcul  des  radicaux,  nous  allons  poser 
quelques  lemmes  sur  les  puissances  : 

Lemme  I.  On  élève  un  produit  à  une  certaine  puissance 
en  élevant  clinque  facteur  séparément  à  cette  puissance. 
En  elTet, 

Lemme  II.  On  élève  une  fraction  à  une  certaine  puissance 
en  élevant  les  deux  termes  séparément  à  celte  puissance. 
En  effet, 

(a\** a       a       a  «** 

b)    '^b^b^b^ ~"6^- 

Lemme  III.  Élever  un  nombre  à  deux  puissances  succès- 
sives  revient  à  Pélever  à  une  puissance  ayant  pour  exposant 
le  produit  des  exposants. 

En  effet , 

(a"»)**  =  û"»  X  a"*  X  a*  X =a* 


ftMN 


Corollaire  I.  On  élève  un  monôme  à  une  certaine  puis- 
tance  en  élevant  son  coefficient  à  cette  puissance  et  multi- 
pliant tous  les  exposants  par  l'indice  de  la  puissance. 


.  I  .»jij'.'H.'.>il!  n!)  ïiJrj/  i!  j  .  jîjTl'j  nu  , j"  ii*> 
Corollaire  II.  Un  monôme  est  une  puisance  n*  parfaite 

lorsque  son.  coefficient  est  une  pui^an^ ji'Tî^^fite  et  qa 

tous  ses  exposants  sont  divisioles  par  n.  Dans  ce  cas,  o 

9ht1askt\\iBnr$tàaeA^  An  HionduËe-pitipodS,  i«ii iextvdya&i  1 

exposants.  .oni>'OT'^  ^^«'^'v  «a 

Venons  maintenant  au  calcul  des  radicaux,  -l'p  >*!*  •'' 


9.  Théorème  I.  Le  prdtùil  de  plusieurs  radicaux  t 
même  indice  égale  la  racine  du  produit  des  quantités  ph 
céés^eptài  làs  iyD!ilàiomxio\my\(\  '>i  't/''»l^^  i^o'i  i'     '"'fi--  •'..1 

-njoanoicifînc]  )l  Jr-iiiA  .it«i  t-jnr^-'.;.,  ':  ...  .  .Hii  ihrt'.M'Mrj' 
C^  ^i(^i^^>^ilQ|  pjiî^mier  m^mbvej  :  à  k  «^  f)ui8saiiee ,  « 
qui  se  fait  en  élevaptcbi^ue  f^ct^ur  à  cette  ptiîaaanocg'C 
reproduit  la  quantité  abc;  donc  ce  premier  membre  esX  1 
racine  n  oe  aoc» 

,  10.  Théorème  II.  Le  quotient  de  deux  radtcottix  de  mtm 
maicé  e^a/e  la  racme  du  qiiotient  des  deux  quan^ités  nlacéi 
sous  les  radicaux. 
Je  dis  que 

Car  si  1  on  élève  le  premier  membre  à  la  n*  puissance, 
qui  se  fait  en  élevant  séparén;^ent  le  numérateur  et  le  dén 

minuteur,  on  reproduit  la  fraction  -. 


^ 
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m/ T&Jofttt»  IN.  0ntlèf>0  iàh  faiicàl  i^hikè  cf^ttftne 
pttisiance  en  élevant  à  téitè  puie^éntè  ^a^UéîiiUi^'ptàklii 
um  le  radical. 

On  a,  en  effet ,  en  vertu  du  théorème  I , 

/.liSé  /IcfiûRlME  IV4  lOn.eâDliYiél  te  rédne  dfum  radiiolàê 
mUflianl  VMi^^fl^adioat^ritiùdicBde  tàrmineqme 
hnveut  extraire.  -:.  .^..  yr^ 

Jedisque  :/«/••. 'ï1»'.>  > -i*  :.    ii.o  '.f»-  jiip.ii'niiii;rn -:fn«ii'»/ 

m .  ^ 

•»'-\  /.MnttTM^p  z>\)  \s\\\iy'n\  ^s\\  'utr^D'v  \>J  Mï\\>S  n^ii^nt  '»«<Nm 

En  effet ,  si  l'on  élève  le  premier  œiAbne  'ii  htf optn»:) 

sance  m,  on  trouve  s/7;  si  l'oii'^ttèv^'yHsdîW^i^i^^tà't  à 
la  puissance  n ,  on  obtient  a  ;  ma^  ceci  revient  à  élever  le 
P^er  membre  à  la  puissance  mn.  Ainsi ,  le  premier  mem- 

l»eLQii.iiBe'<qumtiltô  quiV  élevée- ft'ràî[i)di»^té'<f)^r  ^ 
Pw^àritiri  c'est dono la 'raciûiB  wi^  deitti '"''•  •»  '  J'S^  ••"  '"P 

lo.  THÉORÈME  V.  Oa  ne  change  pas  la  vqJ^rd  un  rao?- 
^  9uand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  par  un  tnême 
^^>^mrt  l  xndxce  du  radical  et  l  exposant  de  la  quanttti  plofiée 
**^  «e  radical. 

îH)it  le  r^cal  ,     , 

Je  dis  qu'en  multipliant  par  ui»  |dême  nombre  entier  p 
1  indice  n  et  l'exposant  m,  on  obtient  un  second  radical    ., 

*^  r  I 

A^.  .        «      -;•,  ;.'ML,r."ll   ».(  Jilj(»n;m'n  no  /imiJJflifU 

^ai  au  premier.  En  effet,  d  après  le  théofeme  précédent, 
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le  second  radical  peut  s'écrire 


Mais 

donc 

y  «•»*»  =  y  a«». 

Corollaire  I.  On  simplifie  un  radical  en  divisant  1' 
dice  et  l'exposant  par  leur  plus  grand  commun  diviseï 
Ainsi 

Corollaire  II.  On  réduit  plusieurs  radicaux  au  mif 
indice  en  prenant  pour  indice  commun  le  produit  des  ii 
dices ,  ou  plus  simplement  leur  plus  petit  multiple.  Cet 
réduction  est  nécessaire  quand  on  veut  multiplier  ou  dil 
ser  deux  radicaux  d'indices  différents.  Ainsi 

mr-  ni-         mni —  mn/ —         n^n, 

V «  X  y ^  =  V^*"  X  V'^*'*  =  V ft"^*". 

4/-  8/—  12/ —  12/' —  Hy 

EXPOSANTS   FRACTIONNAIRES. 

De  finition, 

M\.  On  a  vu  que ,  pour  extraire  la  racine  d'une  quanti 
^ffectée  d'un  certain  exposant,  il  suffit  de  diviser  l'expi 
sant  par  l'indice  de  la  racine,  lorsque  cette  division  e 
possible.  Ainsi 

Si,  par  extension ,  on  applique  la  même  règle  dans 
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A  OÙ  Texposant  n'est  pas  divisible  par  Tindice  de  la  ra- 
ie, on  obtient  un  exposant  fractionnaire.  Soit  le  radi- 

I  y  a';  l'exposant  7  n'étant  pas  divisible  par  l'indice  5, 

est  impossible  d'extraire  la  racine;  mais  si  Ton  applique 

7 
règle  énoncée  plus  haut,  on  est  conduit  au  symbole  a', 

lel'on  adoptera  comme  représentant  le  radical  proposé. 

En  général,  on  est  convenu  de  représenter  un  radical 

RtooDqae  Va""  par  le  symbole  a**.  Le  dénominateur  de 

îxposant  fractionnaire  remplace  ainsi  le  signe  ^    ,  et  les 
^pressions  irrationnelles  prennent  la  forme  d'expressions 
Uionnelles. 
D'après  cette  convention ,  les  radicaux 


ya 

s'écriront 

a" 

r^ 

1 
a» 

si'? 

3 

3/— 

V  (r 

fi 
a' 

œ'b-c 

1  1 

L'emploi  des  exposants  fractionnaires  ne  sera  vraiment 
ile  que  s'il  est  permis  de  remplacer  un  exposant  fraction- 
dre  par  un  autre  égal  au  premier.  Or  c'est  ce  qui  a  lieu 
Fectivement;  car  multiplier  ou  diviser  par  un  même 
imbre  les  deux  termes  d'un  exposant  fractionnaire,  re- 
ent  à  multiplier  ou  diviser  par  un  même  nombre  l'indice 
un  radical  et  l'exposant  de  la  quantité  placée  sous  le  ra- 
cal,  ce  qui,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  ne  change  pas 

valeur  du  radical. 

On  pourra  donc,  si  l'on  veut,  réduire  un  exposant  frac- 
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tionnaire  à  sa  plus  «impie  expression.  Soit ,  par  ezempl 

11/ —  ^ 

le  radical  y  a**,  qui  s'écrit  symboliquement  a*  ^  ;  en  ^ 

plifiant  l'exposant  fractionnaire  f|,  on  obtient  le  fspn 

1  iy 

bole  a*,  qui  représente  le  radical  ya',  ^;al  au  premier. 


Cakul  des  expoiants  fraclionfiairei. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  les  règles  du  cd 
cul  des  exposants  entiers  s'appliquent  aux  exposants  fnc 
tionnaires. 

16*  MulUpUcation.  Nous  avons  démontré  que,  pour  mal 
tiplier  deux  puissances  entières  d'un  même  nombre ,  il  sol 
fit  d'ajouter  les  exposants.  La  même  règle  s'applique  aa 
exposants  fractionnaires. 

Je  dis ,  par  exemple ,  que 

En  effet,  les  deux  puissances  fractionnaires  a*  et  a*  n 

présentent  par  convention  les  deux  radicaux  y  a*  et  y  a' 
pour  multiplier  ces  deux  radicaux ,  on  les  réduira  d'abor 
au  même  indice,  ce  qui  donne 

nq, nq. nq 114, 

y  û««  X  y  û"'  =  \a^  X  û"'  =  y  a*«*"'. 
Or  ce  dernier  radical,  produit  des  deux  premiers,  s'écr 

mq-^-np 
a     "« 
OU 
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en  remarquant  que  l'exposant     **  est  la  somme  de^ 


nq 


deux  fractions  —  et  -.  On  a  donc 

fi      q 


m  p  ^     P 


Exemples. 


1              9 

A' 

a»xa'  =  û. 

1         s 

«• 

a  xa*  =  a% 

i        »        i 

y 

fl»  X  a"  =  a% 

1      8      t             jM            7 

4» 

a*  a*  «•  =  a**  =  «* 

f6.  Dîvtstoti.  La  règle  de  la  multiplication  étant  étendue 
W  exposants  fractionnaires,  celle  de  la  division  l'est  par 
cdaméme.  Ainsi,  pour  diviser  Tune  par  l'autre  deux  puis- 
8*0068  quelconques  d'un  même  nombre,  il  suifira  de  re- 
toucher l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 

fc  dis  que 


ar    « 


^»  si  l'on  multiplie  le  quotient  par  le  diviseur,  ce  qui  se 
**îtcn  ajoutant  les  exposants,  on  reproduit  le  dividende 


Exemples. 


n\ 


H 
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a* 

a*        1 

3"      -j  =  a', 

o' 
40      ^  =  a". 

17.  Puissance.  Nous  avons  démontré  que  Ton  él 
nombre  à  deux  puissances  entières  successives  en  1* 
:\  une  puissance  ayant  pour  exposant  le  produit  des 
sants.  Nous  allons  faii-e  voir  que  la  même  règle  s'a] 
aux  exposants  fractionnaires. 

Considérons  l'expression 

(lotte  expression  signifie 

9 


m, 


ou  


Vfv/^)", 


ni 


Il  faut  élever  la  quantité  y^a*"  à  la  puissance  p  et  ] 
l;i  racine  q  du  résultat.  On  sait  que  Ton  élève  un  n 
une  puissance  en  élevant  à  cette  puissance  la  quant 
cée  sous  le  radical  ;  on  a  donc 

/  w/ \v         n- 

(Va*")  =Va'"''. 
et  par  suite 


V  (y/a'")''  =  V  V^»*""* 
On  sait  d'autre  part  que  l'on  extrait  la  racine  d'un 
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en  multipliant  Tindice  du  radical  par  l'indice  de  la  racine, 
œquidoDne 


q ,    

'  «/ nqr 


On  arrive  ainsi  à  l'égalité 

UnêkÛ^\fcP  pouvant  être  représenté  pBi  «^,  on  a 
finalement 

L'exposant  du  résultat  est  le  produit  des  deux  exposants 

A      p 

-et^ 

A     q  • 

Exemples. 


1' 


9 
t\4 


EXPOSANTS  INGOMMENSUIABLBS. 


18.  PreoMs  comme  exemple  l'expression  «''^  Soimt 

^et— i-l,  deux  nombres  fractionnaires,  dont  les  carrés 
*       n 

compreonent  2  ;  l'expression  a/^  désignera  la  limite  com- 
"iune  des  deux  quantités  a"  et  a~^ \  quand  la  différence 

j^l«vient  de  plus  en  plus  petite.  Mais,  pour  compléter  cett« 
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définition ,  il  faut  démontrer  que  les  deux  quantités  a*  e 

a  *"  tendent  effectivement  vers  ime  limite  commune  :  c'es 
ce  que  nous  ferons  voir  plus  tard,  quand  nous  auroQ 
établi  quelques  propriétés  des  puissances  servant  à  la  défi 
pition  des  logarithmes. 

Admettant  pour  le  moment  l'existence  de  cette  limite 
nous  remarquerons  que  toutes  les  règles  démontrées  pou 
le  calcul  des  exposants  fractionnaires  s'étendent  évidem 
ment  aux  exposants  incommensurables. 

Ainsi 

EXPOSANTS    NÉGATIFS. 


Définition. 

19.  Nous  savons  que  pour  diviser  l'une  par  l'autre  de 
puissances  d'un  même  nombre ,  il  suffit  de  retrancher  l'e 
posant  du  diviseur  de  l'exposant  du  dividende,  lorsque  Ye 
posant  du  diviseur  est  plus  petit  que  celui  du  dividende. 

Si  Ton  applique  la  même  règle  lorsque  l'exposant  c 
diviseur. est  plus  grand  que  celui  du  dividende,  on  ol 

tient  im  exposant  négatif.  Soit  le  quotient  ~  ;  l'exposant  c 

diviseur  étant  plus  grand  que  celui  du  dividende ,  la  di^ 
sion  est  impossible;  mais,  si  l'on  applique  la  règle  énonc 
plus  haut,  on  est  conduit  au  symbole  a  ';  le  quotient  pf 
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po9é,  simplifié,  devient  -y;  ainsi  le  symbole  a-'  peut  être 


adopté  comme  représentant  le  quotient  -j. 

En  général ,  on  est  convenu  de  représenter  le  quotient 

-,  dans  lequel  l'exposant  m  est  quelconque,  entier  ou 

fractionnaire,  par  le  symbole  a*".  L'exposant  négatif  rem- 
place sdnsi  le  signe  de  la  division. 

« 

Calcul  des  exposants  négatifs. 

Nous  allons  faire  voir  que  les  règles  établies  précédem- 
ment pour  le  calcul  des  exposants  positifs  s'étendent  aux 
exposants  natifs. 

20.  Multiplication^  Pour  multiplier  deux  puissances  d'un 
même  nombre,  il  suffit  d'ajouter  algébriquement  les  expo- 
sants, quels  que  soient  ces  exposants,  positifs  ou  négatifs. 

1*  Considérons  d'abord  le  cas  où  l'un  des  exposants  est 
poâtif ,  l'autre  négatif.  Soit  à  multiplier  à"*  par  a""  (m  et 
»  étant  deux  nombres  positifs  quelconques,  entiers  ou  frac- 
^Humaires,  ou  même  incommensurables)  ;  puisque  a  **  par 

convention  représente  -;,  on  a 

...     _-       -.      *       û** 
a*  X  a"*= a**  X  —  =  — ; 

a*      a* 

^  le  quotient  —  est  représenté  dans  tous  les  cas ,  que 

^  soit  plus  grand  ou  plus  petit  que  n ,  par  le  symbole 
«*^;  donc 
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L'expodaat  du  i^roduit  est  la  somme  algébiî^ 
exposants. 

2^  Supposons  miiateaaiit  les  deux  exposiMB 
Soit  à  multiplier  a"**  par  a"^.  Puisque  les  sym 

ar^  désignent  les  ({uotients  -^  et  -^ ,  on  a 


__  1111 


Mais  cette  dernière  expression  est  représentée 
ou  ar^"^.  On  a  donc 

a-*Xtf^=tf"^'*^. 

L'exposant  du  produit  est  encore  la  somme  aJg 
exposants* 

!•  a*  X «*  =  «•, 

2»  «-•xa*  =«^, 

y  «■  X  «"*  =  «•  =  1, 

*•  o^»  X  a"*  =  «"'. 

21.  Division.  La  règle  de  la  multiplication  et 
aux  exposants  négatifs,  celle  de  la  division  Y( 
même.  Pour  diviser  Tune  par  l'autre  deux  puisa 
conques  d'un  même  nombre ,  il  suffit  de  retrai 
briqueœent  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du 
car,  en  multipliant  le  quotient  ainsi  oLtonu  par 
on  reproduit  le  dividende.  Remarquons  que  c 
à  transformer  le  diviseur  en  multiplicateur  par 
ment  de  signe  de  son  exposant. 
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Exemples. 


«» 


or* 
a-* 


• 


22.  IHiifMitictf*  Pour  élever  un  nombre  à  dent  puis- 
sances soccessives ,  il  suflSt  de  multiplier  entre  eux  les  deux 
exposants ,  quels  que  soient  leurs  signes. 

l' Considérons  d'abord  le  cas  où  le  premier  exposant  est 
négatif,  le  second  positif*  Soit  Texpression  {ar^)\  Pmsque 

û"*  représente  —,  on  a 


(«-)"=  (^)*  =  ^; 


2Wis  ce  résultat  peut  être  représenté  p^r  a"^*  ;  donc 

2"  Supposons  le  premier  exposant  positif,  le  s^eottd  ne- 
8^.  Soit  l'expression  (a*")'";  par  convention,  cette  ex- 
piBsdon  représente  le  quotient 


m\i»^ 


(a") 
îïi  est  égal  à  4s»  et  qui  peut  être  représenté  par  a"". 
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Donc 


k-mn 


(a**)"^  =  a' 

S""  Supposons  enfin  les  deux  exposants  négatil 
pression  (a**)""  représente  le  quotient 


(ar^f 


=  a 


donc 

Ainsi  I  dans  tous  les  cas ,  l'exposant  du  résulta 
produit  algébrique  des  deux  exposants ,  conformén 
règle  des  signes. 

Exemples. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  calcul  des  e: 
fractionnaires  et  négatifs,  peut  se  résumer  en  deu 
fondamentales  : 

m  et  n  désignant  des  exposants  quelconques ,  en 
fractionnaires ,  positifs  ou  négatifs. 


SÉRIES.  25 
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i  DES  PROGRESSIONS  ET  DES  SERIES  EN  GÉNÉRAL 


PROGRESSIONS  ARITHMETIQUES   ET   GÉOMÉTRIQUES. 
SOMMATION    DES  TERMES. 


!     Voyez  la  première  partie  du  n*  183  au  n*"  199. 
^     CE  qu'on  appelle  série,  convergence  et  divergence* 

f 

\ 

33.  On  appelle  série ,  en  mathématique ,  une  suite  indé- 
i    finie  de  quantités  qui  se  déduisent  les  imes  des  autres, 
''    soivaDt  une  loi  déterminée.  Ces  quantités  sont  les  termes 
de  la  série. 
Lorsque  la  somme  des  termes  de  la  série  tend  vers  une 
'    Gmite  finie  et  déterminée ,  on  dit  que  la  série  est  couver- 
)m(e.  Dans  le  cas  contraire ,  on  dit  qu'elle  est  divergente. 
lions  désignerons  les  termes  successifs  d'une  série  par 


«0»  ^17  ^ty  «<s^ 


^  par  S.  la  somme  des  n  premiers  termes  : 

S,  =  t<p  +  Wj  +  tt,+ +tt«-f 
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Si  la  somme  des  n  premiers  termes  tend  vers  une 
finie  S,  lorsqu'on  prend  un  nombre  de  termes  de  p 
plus  grand  »  la  série  est  convergente  ;  sinon ,  elle  est 
gente. 

Il  importe  de  bien  préciser  la  définition  des  série 
vergentes.  Quand  on  dit  que  la  somme  des  termes  d( 
rie  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  S,  cela  g 
que  Ton  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  la  soti 
des  n  premiers  termes ,  et  chacune  des  sommes  su 

Sn+, ,  Sn+j , ,  diffère  de  la  limite  S  d'une  q 

moindre  qu'une  quantité  donnée ,  si  petite  qu'elle  se 

UJVE    PROGRESSION    GÉOMÉTRIQUE    EST    CONVERGENTE, 
RAISON  EST   PLUS  PETITE   QUE  L* UNITÉ  ;  DIVERGENTE, 
RAISON  EST  PLUS  GRANDE  QUE  l'uNITÉ. 

24.  La  progression  géométrique,  prolongée  à  I 
nous  donne  un  premier  exemple  de  série.  Soit  a  le  p 
terme ,  r  la  raison  ;  la  série  s'écrit 


a,  aVf  ar^y  ar\ 


La  loi  de  formation  de  la  série  est  très-simple  ;  on 
chaque  terme  du  précédent  en  le  multipliant  par  un  t 
constant  r. 

Si  la  raison  r,  en  valeur  absolue ,  est  plus  gran< 
Tuniié,  les  termes  de  la  série  vont  en  augmentant  in 
ment;  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  la  somme  des 
ne  peut  tendre  vers  une  limite  déterminée  ;  la  série 
vergente. 

Si  la  raison ,  en  valeur  absolue ,  est  plus  petite  que  1 
les  termes  de  la  série  diminuent  indéfiniment,  de  n 
à  devenir  plus  petits  que  toute  quantité  donnéet 
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iv(»ss  trouvé  pour  la  somme  des  n  premiers  termes  (I**  par- 
ie, n*  199) , 

bn  — • 


1  —  r       1  —  r 


S  Ton  prend  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand, 

a  quantité     devenant  plus  petite  que  toute  quantité 

lonnée,  on  voit  que  la  somme  des  termes  tend  vers  une 
imite  finie  et  déterminée 


insiv  dao&ce  <^^9  la  série  est  converg^te;  cette  limite 

û 
■~  est  ce  que  Ton  appelle  la  somme  des  termes  de  la 

Srie. 

Qai&d  la  raison  r  est  positive ,  ainsi  que  le  premier  terme 
*  tous  les  termes  étant  positifs ,  la  somme  des  termes  va 
)DStamment  en  augmentant  à  mesure  qu'on  en  prend  un 
mbre  plus  grand ,  et  elle  se  rapproche  de  plus  en  plus 
i  la  limite  S.  Quand  la  raison  est  négative ,  la  somme  est 
temativement  plus  grande  et  plus  petite  que  la  limite  S , 
Kit  elle  se  rapproche  en  oscillant  de  part  et  d'autre  {voyez 
Impartie,  nM 99). 

s  TERMES    d'une    SÉRIE    PEUVENT   DÉCROÎTRE    INDÉFINIMENT 
SANS  QUE  LA  SÉRIE  SOIT  CONVERGENTE. 

25.  Une  première  condition  nécessaire  pour  qu'une  série 
it  Convergente ,  c'est  que  ses  termes  tendent  vers  zéro, 
vais  faire  voir,  en  effet ,  que ,  dans  toute  série  con ver- 
Qte,  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  terme 
et  chacun  des  termes  suivants  Wn+i,  Un^^y soit  plus 
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petit  qu'une  quantité  donnée  a,  si  petite  qu'elle  soit.  Puis- 
que la  série  est  convergente,  on  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  chacune  des  sommes 


^n>    ^n+l^    ^n+j> 


diffère  de  la  limite  S  d'une  quantité  moindre  que-.  Les 
deux  sommes  Sn  et  S^^j,  différant  de  la  limite  S  d'une 

a 

quantité  moindre  que  - ,  diffèrent  entre  elles  d'une  quan- 

tité  moindre  que  a  ;  mais  la  différence  de  ces  deux  sommes 
est  le  terme  u„  de  la  série  ;  on  en  conclut  que  ce  terme  u» 
est  plus  petit  que  a.  De  même,  les  deux  sommes  S^,  et 
S^^j,  différant  de  la  limite  S  d'une  quantité  moindre  que 

- ,  leur  différence,  c'est-à-dire  le  terme  u^^^  de  la  série, 

est  moindre  que  «,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  chacun  des 
termes 


^n  y    ^nrhi  }    ^n+j  » 


est  moindre  que  la  quantité  donnée  «,  ce  qu'on  exprime 
en  disant  que  les  termes  de  la  série  tendent  vers  zéro. 

C'est  ce  qui  a  lieu  dans  la  progression  géométrique  dé- 
croissante; ses  termes  deviennent  en  effet  plus  petits  que 
toute  quantité  donnée. 

Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante;  les  termes 

d'une  série  peuvent  tendre  vers  zéro  sans  que  la  série  soit 
convergente.  Un  exemple  très-simple  mettra  cette  proposi- 
tion en  évidence.  Considérons  la  série 


1 ^a^3^4^ 


formée  de  fractions  ayant  pour  numérateurs  l'unité,  et  pour 
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»minateurs  les  nombres  entiers  consécutifs;  le  terme 
rai  -  tend  vers  zéro ,  et  cependant  la  série  est  diver- 


ti 


enons,  en  effet,  le  troisième  et  le  quatrième  terme 

mplaçons  v  par  la  quantité  plus  petite  y ,  nous  au- 
o  4 


simplement 


3  +  4^4"^4~4' 


1,1       1 
.)      4       3 


enons  maintenant  les  quatre  termes  suivants 

mplaçons  chacun  des  trois  premiers  par  la  quantité 
petite  ô  9  nous  aurons 

o 

5  +  0^7^8^  8""  a- 

i  prenant  de  même  les  huit  termes  suivants,  et  rem- 

mt  cbacim  d'eux  par  77-,  on  aurait 

01 

Il  i'       B  _  1 

H      71  -^  ~7^  —      » 

9       10  10       10      2 

Qsi  de  suite  indéfiniment.  Nous  formons  ainsi  une  infi- 

de  groupes  dont  chacun  est  plus  grand  ([ue  -  ;  donc  la 
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Ce  théorème  nous  indique  le  moyen  que  Ton  emploie 
pour  reconnaître  si  une  série  est  convergente  ;  on  com- 
pose la  série  proposée  à  une  aaixe  déj<\  connue  et  que  Ton 
sait  être  convergente.  La  progression  géométrique  décrois- 
sante étant  la  seule  série  convergente  que  nous  connaissons 
jusqu'à  présent ,  c'est  aux  progressions  géométriques  que 
nous  comparerons  les  séries. 

29.  Théorème  III.  Lorsqu*à  partir  d'un  certain  rang  k 
rapport  d'un  terme  au  précédent  est  comtammmt  inférieur  à 
un  notnbre  déterminé  plus  petit  que  V unité,  la  série  est  con- 
vergente. 

Supposons  qu'à  partir  du  terme  de  rang  n,  le  reftpari 
d'un  terme  au  précédent  reste  constamment  inférieur  à  an 
nombre  déterminé  k  plus  petit  que  l'unité  ;  je  dis  que  la 
série  est  convergente.  Faisons  abstraction  des  n  premiers 
termes  dont  la  somme  a  une  valeur  finie  et  bien  détermioée 
et  considérons  la  série 


formée  par  les  termes  suivants. 
On  a 


De  la  première  inégalité  on  déduit 


I 
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»nde  donne 

Ton  remplace  le  terme  w„+i  par  la  quantité  plus 
kuny  on  a  à  fortiori 

luit  de  même  de  la  troisième 

remplaçant  t(„.j  par  la  quantité  plus  grande  k*ti,., 

â  de  suite. 

îsulte  de  là  que  les  termes  de  la  série 

espectivement  moindres  que  Içs  termes  correspon- 
de la  progression  géométrique  décroissante 

a  raison  k  est  inférieure  à  l'unité.  En  vertu  du  théo- 
;)récédent,  on  conclut  que  la  série  est  convergente. 
;,  par  exemple,  la  série 

i  .  _L.  .  .J_  + 1L.  + 

1  1.2  1.2.3  1.2.5.4 


pport  du  second   terme  au  premier  est  -,dutroi- 

au  second  = ,  du  quatrième  au  troisième  7 ,  et  ainsi 
0  4 

te;  ce  rapport  étant  constamment  égal  ou  inférieur  k 
série  est  convergente. 


J 
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Quand  on  prend  les  n  premiers  termes  de  la 
posée  et  qu'on  néglige  les  suivants,  Terreur  con 
la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la  série  (1)  es 
que  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la  progrc 

30.  Corollaire.  On  facilite  beaucoup  Tapplicat 
théorèine  par  les  considérations  suivantes,  Ordin^ 

rapport  -^^^  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  i 

déterminée,  que  nous  désignerons  par  X,  lorsque  n 
indéfiniment.  Il  y  a  trois  cas  à  distinguer,  suivant  q 
mite  X  du  rapport  est  inférieure,  supérieure,  ou  égal< 
l*"  X  <  1 .  Choisissons  un  nombre  arbitraire  m 
miné  ft,  compris  entre  i  et  X,  c'est-à-dire  plus 

l'unité,  mais  plus  grand  que  k.  Le  rapport  -^^ , 

chant  indéflniment  de  sa  limite  X,  restera/;  à  partir 
tain  rang,  constamment  inférieur  au  nombre  k; 
vertu  du  théorème  démontré,  la  série  est  converg 

2*  X  >  1 .  Le  rapport  -^^ ,  se  rapprochant  ini 

de  sa  limite  X,  restera,  à  partir  d'un  certain  rang 
jîient  supérieur  à  T unité  ^  les  termes  de  la  série  i 
en  augmentant  indéfmiment  et  la  série  sera  divei 
Soit,  par  exemple,  la  série 


X    ,     x^     .      X* 


=•  +  -— +  — — +  ; 

1        i.a        i.a.3 


dont  le  terme  de  rang  n  est 


X"" 


i.a.5 n 
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k  rapport  de  ce  terme  au  précédent  est 

X 


9 


ce  rapport  a  pour  limite  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment; 
donc  la  série  est  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x* 

Si  la  valeur  de  x  est  plus  granie  que  Tunité ,  les  termes 
commencent  par  augmenter;  mais  à  partir  d'un  certain 
rang  plus  on  moins  éloigné,  ils  vont  en  diminuant.  Par 

exemple ,  si  a?  =  lo  +  -,  les  termes  augmentent  jusqu'au 

dixième  terme;  mais  au  delà,  le  rapport  devenant  plus 
petit  que  l'unité ,  les  termes  diminuent.  A  partir  du  ving- 
tième terme,  les  termes  décroissent  plus  rapidement  que  les 

tenues  d'une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  -. 

Considérons  encore  la  série 


X   .   X*   ,   x^ 


7+T+T+ 


^fà  a  pour  terme  général 

"^  • 

n 

^  rapport  de  ce  terme  au  précédent  est 


n —  1 

X         ou 

n 


{'-^h 


^^Pour  limite  x,  quand  n  augmente  indéfiniment.  Ainsi, 
^^îe  est  convergente  quand  la  valeur  absolue  de  a?  est 
P^^  petite  que  l'imité;  divergente,  quand  elle  est  plus 
^^^e  que  l'unité. 
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Si ,  par  exemple ,  a?  =  i ,  i ,  les  termes  commencent 
croître  à  partir  du  onzième  terme  et  croissent  indéfinimei 

8*  X  =  1 .  Quand  le  rapport  d'un  terme  au  précède 
tend  vers  une  limite  égale  à  l'unité ,  il  y  a  ambiguïté  ; 
série  est,  tantôt  convergente,  tantôt  divergente.  Le  théorèi 
précèdent  est  insuffisant  pour  décider  la  convergence  de 
série  ;  il  faut  alors  recourir  à  des  moyens  particuliers. 

Exemples. 
l*"  Soit  la  série 

Le  rapport  du  terme  général  -'au  précédent  — 

est ou  1 ,  et  a  pour  limite  l'unité.  Cette  se 

n  n 

est  celle  que  nous  avons  étudiée  au  n*  25  ;  à  l'aide  d 
groupement  convenable  des  termes ,  nous  avons  recoi 
qu'elle  est  divergente. 
T  Soit  la  série 

'  +  r'  +  3ï  +  4''  + 


Le  rapport  d'un  terme  au  précédent 


("-?)■= (-^)" 


a  encore  pour  limite  l'unité,  et  la  question  de  converge 
reste  indécise.  Mais  on  peut  démontrer  aisément  que 
série  est  convergente,  en  groupant  les  termes  d'une  man 
analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  dans  l'exeu 
précédent.  Prenons  d'abord  le  second  et  le  troisième 
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mes ,  et  remplaçons  le  troisième  ^^  par  une  quantité  plus 


3' 


grande  -, ,  nous  aurons 

2 


Formons  im  second  groupe  avec  les  quatre  termes  sui- 
vants et  remplaçons  chacun  d'eux  par  une  quantité  plus 

grande  ji ,  nous  aurons  de  même 

On  formera  le  troisième  groupe  avec  les  huit  termes  sui- 
vants, en  remplaçant  chacun  par  le  premier  d'entre  eux, 
ce  qui  donne 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  voit  par  là  que  la  somme 
des  termes  de  la  série  est  plus  petite  que  la  somme  des 
termes  de  la  progression  décroissante 

■+i+i+i+ 

Donc  la  série  est  convergente. 
3°  Soit  la  série 

sj-x       v'3        V4 

Les  termes  de  cette  série  étant  respectivement  plus  grands 
qae  ceux  de  la  série  divergente 

la  somme  augmente  à  T infini ,  et  la  série  est  divergente. 


le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  ici  alternat: 
-  et  =•;  il  ne  tend  pas  vers  une  limite  détermina 

3  0 

comme  il  ne  surpasse  pas  la  quantfté  -  qui  est  plu 

que  l'unité,  la  série  est  convergente. 

11  n'est  pas  nécessaire  pour  la  convergence  des 
qu'à  partir  d'un  certain  rang  le  rapport  d'un  te 
précédent  reste  constamment  inférieur  à  un  nofti! 
plus  petit  que  l'unité.  Prenons  comme  exemple  la  p 
sion  décroissante 


•+î  +  4-  +  5  +  l^  +  è  + 


dont  nous  permutons  les  termes  deux  à  deux ,  ce  qv 
la  série 

î+>+î+^+s+^+ 

Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  ici  alte 
ment  2  et~;  il  ne  reste  pas,  à  partir  d'un  certai; 
inférieiur  à  une  Quantité  moindre  aue  l'unité  •  et  00* 
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mt  periHfê  ë$î  convergente ,  si  loh  affëeie  les  termes  de 
i^  qutkùnqUes  i  la  série  reste  convergente! 

Jus^'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  des  séries 
dont  tous  les  termes  sont  positifs.  Quand  les  termes  sont 
affectés  de  signes  différents ,  on  examine  si  la  série  obte- 
lue,  en  prenant  tous  les  termes  positivement,  est  conver- 
gente; alors  on  peut  affirmer  que  la  série  proposée  est  aussi 
coDTergeùte.  Parmi  les  n  premiers  termes  de  la  série  pro- 
posée, les  uns  sont  positifs ,  les  autres  négatifs  ;  appelons 
P,la  somme  des  termes  positifs,  Q^  celle  des  termes  néga- 
tifs; nous  aurons 

Sn  =  Pn-Qn. 

Mais  si  Ton  prend  tous  les  termes  avec  le  signe  -|-,  la 
somme  des  n  premiers  termes  devient  égale  à  P„  +  Qn  ; 
cette  somme  totale  conservant  une  valeur  finie ,  les  sommes 
partielles  P^  et  Q^  conservent  aussi  des  valeurs  finies  et 
tendent  vers  des  limites  déterminées  P  et  Q  ;  il  est  clair 
que  leur  différence  S„  tend  vers  une  limite  égale  à  P  —  Q. 
Donc  la  série  proposée  est  convergente. 

Corollaire.  Le  théorème  III  peut  être  étendu  aux  séries 
dont  les  termes  sont  affectés  de  signes  quelconques.  Si  à 
partir  d'un  certain  rang,  la  valeur  absolue  du  rapport  d'un 
^erme  au  précédent  reste  constamment  inférieure  à  un 
nombre  déterminé  moindre  que  Tunité,  la  série  est  con- 
vergente. Et,  en  effet,  nous  savons  que,  dans  ce  cas,  la  série 
foTmée  de  tous  les  termes  pris  positivement  est  conver- 
gente; donc  la  série  proposée  est  elle-même  convergente. 

Séries  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs, 

33.  Théorème  V.  Lorsque  les  termes  (ïune  série  décrois- 
sant indéfiniment  et  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  » 
**  9érie  est  convergente. 
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Parmi  les  séries  dont  les  termes  sont  affectés  de 
différents ,  il  faut  remarquer  en  particulier  celles  do 
termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  Soit 

Wo  — «i  +  «î  — tt,+  .  .... 


une  série  de  cette  sorte  ;  lorsque  les  termes  tenden 
zéro  et  en  outre  diminuent  continuellement,  de  manié 
chacun  soit  plus  petit  que  le  précédent,  on  peut  ai 
la  convergence  de  la  série. 

Si  Ton  prend  un,  deux,  trois,  quatre,  terme 

obtient  les  sommes  successives 

Si  =  Wo, 

S,  =  t/o— Wj, 

83  =  ^0  — w^  +  w,, 

84  =  1/0  — «*i  +  w,  —  W3, 


Considérons  d'abord  les  sommes  composées  d'un  n( 
pair  de  termes  ;  on  peut  les  écrire  sous  la  forme 

S,  =  K  — «^i)> 

84  =  ^  — wJ  +  K  — w,). 


en  groupant  les  termes  deux  à  deux  par  des  parent 
im  terme  quelconque  étant  plus  petit  que  le  préc 

r.hiiLr.iinp  Hpq  nflrpntli^QPQ  n  iinp  vnlpnr  nnQÎtîvp.  ppaH' 
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âîes;  car  on  a 

S,  =  S,  +  tt„    S,  =  S,  +  î/,, 

i  on  les  écrit  sous  la  forme  suivante 

S,  =  Ko  — K  — wj, 

85  =  t^o  —  (W,  —  W,)  —  («5  —  U,), 


ivoit  qu'elles  vont  en  diminuant  de  plus  en  plus. 
On  a  ainsi  deux  séries  de  sommes,  qui  vont ,  les  premières 
I augmentant,  les  secondes  en  diminuant.  D'ailleurs  chaque 
mme  de  la  seconde  série  est  plus  grande  que  Tune  quelcon- 
le  de  celles  de  la  première  série  ;  comparons,  par  exemple , 
i  sommes  S^  et  S^,  ;  S, ,  étant  plus  grande  que  S„  qui  est 
aie  à  S„  +  u,j,  est  évidemment  plus  grande  que  S,,, 
in  autre  côté,  la  différence  entre  deux  sommes  consé- 
ives  S^,  S„+j,  qui  est  le  terme  tin,  devient  aussi  petite 
on  veut.  On  en  conclut  que  ces  deux  séries  de  sommes 
dent  vers  une  même  limite  S ,  finie  et  déterminée. 
jes  sommes  successives ,  obtenues  en  prenant  im  nombre 
termes  de  plus  en  plus  grand,  sont  alternativement 
}  grandes  et  trop  petites ,  et  tendent  vers  la  limite  en 
illant  en  quelque  sorte  de  part  et  d'autre. 
A  limite  S  étant  toujours  comprise  entre  deux  sommes 
sécutives  S^  et  S„^j ,  la  différence  entre  la  somme  S„  et 
limite  S  est  moindre  que  la  différence  entre  les  deux 
unes  consécutives  S„  et  S„^j ,  c^st-à-dire  moindre  que 
«rme  m„.  Ainsi ,  quand  on  prend  les  n  premiers  termes 
la  série,  Terreur  commise  est  moindre  que  le  terme  sui- 
it  u^  ;  la  sonune  des  termes  négligés  est  ime  fraction  de 
terme  ±  u„  et  a  même  signe  que  ce  terme. 


indéiinimeDt  est  convergente.  Les  sommes 


1 


1 
0^5 


1  —  i  +  i  =  0,8333 

2*3 

^  +  ^-^  =  0.5833 


sont  alternativement  trop  grandes  et  trop  ^petites. 
série  converge  très-lentement;  car  si  l'on  prend 
premiers  termes ,  l'erreur  étant  moindre  que  le  ter 
vant  ou  que  j^ ,  on  n'a  qu'un  chiffre  décimal  exact  ; 
prend  les  cent  premiers  termes,  on  a  une  approi 
de  ^,  ou  deux  chiffres  exacts;  etc. 

Nous  avons  vu  (n°  32)  que,  lorsque  les  terme 
série  sont  affectés  de  termes  différents ,  si  la  série  < 
obtient  en  prenant  tous  les  termes  positivement  e 
vergente,  la  série  proposée  est  aussi  convergent 
cette  condition  n'est  pas  nécessaire.  Ainsi  la  série 


11       1 
*-â  +  3-4  +  -- 
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2*  La  série 

J: L.4._î 

i.a       i.a.3       1.11.3.4 

converge  beaucoup  plus  rapidement. 

Si  Ton  prend  les  dix  premiers  termes,  l'erreur  commise 
étaot  moindre  que  le  terme  suivant 

1 


i.a 12 


=  o,oooooooo3 ; 


m  a  la  somme  par  défaut  avec  huit  décimales  exactes. 
Si.  Étude  de  la  série 

'      1  1.2  1.23 

Les  deux  premiers  termes  donnent  une  somme  égale  à  2 . 
Les  termes  suivants  sont  respectivement  moindres  que  les 
tenues  de  la  progression  géométrique 

u^.+^+ 

2      2       2 


[oe  Ton  obtient  en  remplaçant  chacun  des  facteurs  3,4) 

) par  un  facteur  plus  petit  2,  ce  qui  augmente  les 

nctions  ;  ainsi ,  d'après  le  théorème  II ,  la  série  est  conver- 
!eDle,et  la  somme  des  n  premiers  termes,  abstration  faite  des 
ièu  premiers,  tend  vers  une  limite  moindre  que  la  limite 
le  la  somme  des  termes  de  la  progression ,  c'est-à-dire 
Qoindre  que  l'unité.  La  somme  totale  tend  vers  une  limite 
omprise  entre  2  et  3. 

Cette  limite  est  un  nombre  incommensurable.  Suppo- 
>n8,  en  effet,  qu'elle  soit  égale  à  une  fraction  ordinaire 

'  9  on  aurait 

fl  1  1.2  1.2.d 


i  nous  écrivons  d'abord  les  n  +  1  premiers  termes»  et  si 
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nous  mettons  les  suivants  sous  la  forme 

_i_r_^  .  __J__+ 1 

1.2.3 nL«+  i       (w+  0(^+2)  J' 


nous  aurons 


-  =  i  H h i 

n  1       1.2  1.2 


I     '    r  ^    I        '       I 1 

Multiplions  ensuite  tous  les  termes  de  l'égalité  par  le  j 

duit  1.2.5 n ,  le  premier  membre  devient  un  m 

bre  entier   i .  a .  5 (n  —  i  )  m;  les  n  +  »  prem 

termes  du  second  membre  deviennent  aussi  des  nomi 
entiers,  dont,  pour  abréger,  nous  désignerons  la  son 
par  N  ;  on  obtient  de  la  sorte  l'égalité 

1.2 (n  —  l)»W  =  N  +1  —. h  7 ; TT ; :  +  .  .  .  . 

'  tn+1    •    (n+i)(n  +  2) 
La  quantité  entre  parenthèse  est  une  fraction  moii 
que  l'unité  ;  car  ses  termes  sont  respectivement  moiiw 
que  ceux  de  la  progression 

n+i  ^(n+i)«^(n  +  i)'^ 

obtenue  en  remplaçant  chacun  des  facteurs  n+2 ,  n+î 
par  le  facteur  plus  petit  n  +  i  >  ce  qui  augmente  chac 
des  fractions;  la  somme  des  termes  de  cette  progrès 

étant  égale  à  -,  la  quantité  entre  parenthèse  est  moir 

que  -  ;  c'est  donc  une  fraction  proprement  dite.  On  ai 

donc,  dans  l'égalité  précédente,  un  nombre  entier  ég 
un  nombre  fractionnaire,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  termes  de  la  s 
proposée  est  un  nombre  incommensurable  compris  enti 
et  5  ;  ce  nombre  joue  un  grand  rôle  en  mathématiques: 
le  désigne  par  la  lettre  e. 
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Appelons  R  le  reste  de  la  série,  ou  Terreur  commise 
luand  OD  prend,  les  n  +  i  premiers  termes  » 

la  parenthèse  étant  moindre  que  - ,  d'après  ce  qui  vient 


cl'être  dit ,  on  a 


n 


R  <-  • = 

n     i»a.o n 


Ainsi ,  quand  on  prend  n  +  i  termes ,  Terreur  commise 
îst  moindre  que  la  n'  partie  du  dernier  terme  calculé. 
Voici  le  calcul  de  e  avec  sept  chiffres  décimaux. 


2 

—  =  0,5 

1.2 

— ^  =  o,i6GG  GG67 
1.2.3    ^ 

;—■=  0,0416  660; 

1.2.0.4 

=  ()^oo83  3355 

l«JS.....d 

-=o.ooi3  8880 

i.2;....o 

=  0,0001  0841 

1.2 7 

=  0,0000  2480 

1.2 8 

1  ^ 
=  0,0000  0270 

1-2 9 

r=  0,0000  0028 

1.2 10 

=  0,0000  ooo5 

1.2 11 


0,7182  8184 


hô  CHAPITRE   II. 

Les  termes  se  déduisent  les  uns  des  autres  pordivisioBf 
successives.  Nous  avons  pris  les  douze  premi^*s  tennei; 
les  trois  premiers  sont  exacts ,  et  nous  avons  calculé  kft 
autres  avec  huit  décimales,  par  défaut  ou  par  excès,  de 
manière  que  l'erreur  commise  sûr  chacun  d'eux  soit  moin- 
dre qu'une  demi-unité  du  huitième  ordre  déciinal  ;  sii  ont 
été  calculés  par  excès,  trois  par  défaut.  D'ailleurs  la  sonune 
des  termes  négligés  est  moindre  que  la  1 1  •  partie  du  der- 
nier terme  calculé,  et  par  conséquent  moindre  aussi  qu'une 
demi-imité  du  huitième  ordre  décimal.  Pour  corriger  h 
somme  obtenue ,  il  faudrait  donc  la  diminuer  d'une  quantité 
plus  petite  que  5  unités  du  huitième  ordre  décimal,  et 
l'augmenter  d'une  quantité  plus  petite  que  2  imités  dn 
môme  ordre ,  ce  qui  donne 

e>  2,718a  8181 
€  <  2,7182  8186; 

On  a  ainsi ,  par  défaut,  avec  sept  décimales  exactes, 

e  =  2,7182  818  . 

Théorème  général. 

35.  Tous  les  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  surb 
convergence  des  séries  sont  compris  dans  un  théorème  gé- 
néral qu'il  est  bon  de  connaître. 

Théorème  VI.  Pour  quune  série  soit  convergente  ^  ilf^ 
nécessaire  et  il  suffit  que  Von  puisse  rendre  n  assez  jffl»^ 
pour  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  m^^ 
infini  à  la  suite  des  n  premiers  soil  moindre  qu*une  quanti^ 
donnée. 

Soit  la  série 
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Htm  ayons  désigné  par  S„  la  somme  des  n  premiers 
srmes, 

S«  =  ««  +  t*i  +  M, +  W..-1; 

lenons  à  la  suite  un  nombre  quelconque  m  de  termes  et 
Ipekms  s  leur  somme 

1  ijoatant  cette  somme  <  à  la  première  somme  S^ ,  nous 
rtiendrons  la  somme  S^+n,  des  n-i-m  premiers  termes  de 
Btriè.  Or,  si  la  série  est  convergente ,  on  peut  prendre  n 
M  grand  pour  que  la  somme  Sn  et  la  somme  S^^^  diffè- 

lotde  la  limite  S  d'une  quantité  moindre  que  -,  et  par 

)D96quent  diffèrent  entre  elles  d'une  quantité  moindre  que 
;  la  somme  $  des  m  termes  pris  à  la  suite  des  n  premiers 
8t  donc  moindre  que  a ,  et  cela  est  vrai  si  grand  que  soit 
i.  Ainsi,  dans  une  série  convergente,  on  peut  prendre  n 
isez  grand  pour  qu'un  nombre  quelconque  de  termes, 
iime  infini ,  pris  à  la  suite  des  n  premiers ,  aient  une 
Hune  moindre  qu'une  quantité  donnée ,  si  petite  qu'elle 

Ht. 

La  réciproque  est  vraie  :  lorsque  cette  condition  est  rem- 
lie,la  série  est  convergente.  Eu  effet,  prenons  n  tel  que 
•  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  à  la  suite  des 
premiers  soit  moindre  que  «  en  valeur  absolue  ;  il  est  clair 
ne  toutes  les  sonunes 


^n+ii    ^n+J  »    ^n-H> 


ri  se  composent  des  n  premiers  termes ,  plus  un ,  deux , 
ois, ... ,  termes  à  la  suite,  seront  comprises  entre  S^  —  « 
S, -fa.  Prenons  maintenant  un  nombre  plus  grand  que  n', 
I  que  la  sonune  d'un  nombre  quelconque  de  termes  à  la 
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suite  des  n!  premiers  soit  moindre  que  la  quantité 
petite  que  a;  les  sommes 

Sn'+i,   Sn'+i,   Sn'+s, 

seront  de  même  comprises  entre  S,f  —  «'  et  S»r4 
général,  la  quantité  S»r  —  »'  sera  plus  grande  que  ; 
la  quantité  S»f + *'  pl^  petite  que  S^  +  *  ;  ^t;  l'on  au 
resserré  l'intervalle  qui  comprend  toutes  les  somn 
vantes.  On  pourra  encore  le  resserrer  davantage  et 
qu'on  voudra ,  ce  qui  montre  bien  clairement  Teusl 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  termes  de  1 
Il  pourrait  arriver  cependant  que  la  quantité  S^ 
plus  grande  que  S^-fa;  mais,  comme  on  sait 

sommes  S»'+i,  S|,/^.s, sont  plus  petites  que  S„- 

conserverait  cette  dernière  quantité  et  l'on  dirait 
sommes  sont  comprises  entre  Sn'  —  «'  et  S«  +  a.  Il  ] 
arriver  de  môme  que  la  quantité  S»'  —  «'  fût  plus  pe 
Sn  —  a  :  dans  ce  cas ,  on  dirait  que  les  sommes  so 
prises  entre  S^  —  a  et  8»^  +  «'.  Dans  tous  les  cas, 
formé,  dans  le  premier  intervalle  2a,  un  second  in 
plus  petit  que  le  premier  et  comprenant  toutes  les 
suivantes.  Dans  le  second,  on  en  formera  un  ti 
encore  plus  petit ,  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  conduit  n< 
rement  à  une  limite. 
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CHAPITRE  III. 

FORMULES  DU  BINOMK  ET  SES  APPLICATIONS. 


ABEAIYGEMEIfTS  ^    PERMUTATIONS   ET   COMBINAISONS* 


Arrangements. 

36.  Je  suppose  que  Ton  ait  m  objets  distincts.  On  appelle 
QfTongemenls  de  m  objets  n  à  n  les  différentes  dispositions 
que  Ton  peut  former  avec  ces  m  objets,  en  les  prenant  n  à 
n  de  toutes  les  manières  possibles ,  et  les  plaçant  les  ims 
à  côté  des  autres  sur  une  ligne  droite.  Deux  arrangements 
diffèrent,  par  la  nature  des  objets  qui  les  composent,  ou 
seulement  par  Tordre  dans  lequel  ils  sont  placés. 

Par  exemple ,  avec  les  trois  lettres  a,  6,  c,  prises  deux  à 
^  de  toutes  les  manières ,  on  peut  former  les  six  arran- 
S^ents  suivants 

aby  aCy  bûy  bCy  cttf  cb. 

^  premier  et  le  troisième  ne  diffièrent  que  par  Tordre  des 
lettres  ;  de  même  le  second  et  le  cinquième,  le  quatrième  et 
'^^'^ième. 


lliugtsiiitsuis  4Ut:  1  un   peut  itriuici   aveu  i.c9  m  ujjjcii 

à  n  de  toutes  les  manières  possiblq8. 

On  obtient  évidemment  les  arrangements  des  n 
une  à  une ,  en  prenant  chacune  d'elles  séparément 
donne  m  arrangements 

n,   by  Cy A. 

Ainsi 

A^  =  wi. 

Nous  obtiendrons  les  arrangements  des  m  lettres 
deux  en  mettant  à  la  suite  de  la  première  lettre  a  si 
vement  chacune  des  autres  lettres ,  à  la  suite  de  la  \ 
lettre  6  successivement  chacune  des  autres ,  et  ainû  i 
ce  qui  donne  le  tableau  snivant  : 

aby  acy  ad, >  ûA:, 

ba,  bcj  bd, y  bky 

rrt,  cby  cdy 9  ck» 

ka,  kby  kCy ,  kk. 

La  première  ligne  horizontale  contenant  tous  les  s 
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contenu  danâ le  tableau  est  tn(m  —  i) ;  on  a  donc 

Aj^  =  m(m —  i). 

De  même,  si  à  la  suite  de  chacun  des  arrangements  deux  à 
deux  on  place  chacune  des  m  —  2  autres  lettres,  on  forme 
les  arrangements  trois  à  trois  : 

abCf  abd, y    abk^ 

acb,  acdy ^    ack, 

bac  y  bddy ,    bak  y 


>  I  <  • 


A  la  suite  du  premier  arrangement  ah  de  deux  lettres ,  nous 

avons  écrit  chacune  des  autres  lettres  c ,  d , fc  ;  de 

iDime,  à  la  suite  du  second  ac^  chacune  des  autres  lettres 

ti  d, fc,  etc.  On  a  formé  ainsi  tous  les  arrangements 

trois  à  trois  ;  car  un  arrangement  de  trois  lettres  se  com- 
pose nécessairement  d'un  arrangement  de  deux  lettres 
suivi  d'une  autre  lettre.  Le  même  arrangement  n*est  pas 
répété  deux  fois  ;  car  les  arrangements  d'une  même  ligne 
Iwrizontale  diffèrent  par  la  troisième  lettre ,  et  deux  arran- 
gements de  deux  lignes  différentes  par  l'arrangement  des 
deux  premières  lettres.  Chaque  ligne  horizontale  contient 
w— 2  arrangements ,  il  y  a  #/i(m  —  1)  lignes  horizontales, 
autant  que  d'arrangements  deux  à  deux  ;  donc  le  nombre 
des  arrangements  de  m  lettres  trois  à  trois  est  m{fn — 1) 
(m— 2);  on  a  donc 

k\  =  m[m  —  \){m  —  a). 

£n  continuant  le  même  raisonnement ,  on  arriva  à  la  for- 
mule générale 


h2  CHAPITRE  iir. 

Le  nombre  des  arrangements  de  m  objets  nàn  est  égal  ov 
produit  de  n  nombres  entiers  consécutifs  décroissants  à  con^ 
mencer  par  m . 

37.  Il  est  bon  de  s'assuier  que  la  formule  précédente, 
écrite  par  induction,  est  générale.  Supposons  que  Fod  ait 
formé  les  arrangements  de  m  lettres  n  —  i  an  —  i ,  et  que 
Ton  veuille  former  les  arrangements  n  à  n  ;  à  la  suite  de 
chacun  des  arrangements  n  —  i  à  n  —  i ,  on  écrira  succes- 
sivement chacune  des  m  —  n  +  i  autres  lettres.  On  ob- 
tiendra de  la  sorte  tous  les  arrangements  n  an;  car  un 
arrangement  de  n  lettres  se  compose  d'un  arrangement  de 
n —  1  lettres  suivi  d'une  autre  lettre.  Le  même  arrange- 
ment ne  se  trouve  pas  répété  deux  fois  ;  car  deux  quelcon- 
ques des  arrangements  ainsi  obtenus  diffèrent  par  la  der- 
nière lettre  ou  par  l'arrangement  des  n — i  premières  lettres. 
Chaque  arrangement  ancien  donnant  m  —  n  +  i  arrange- 
ments nouveaux ,  on  a  la  relation  générale 

On  en  déduit ,  en  donnant  successivement  à  n  les  valeurs 
2»  3,  4» n, 

A*=A»x(m-3), 


A;  =  A;-^X(m-n+i); 

Si  Ton  multiplie  toutes  ces  égalités  entre  elles,  les  '^' 
teurs  intermédiaires  disparaissent,  et  l'on  obtient  la  îotf^^ 

Ajjj  =  m(m — i) (m  —  n-j-i). 
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Àpplicalians..  1*  Quel  est  le  nombre  des  arrangements 
de  sept  lettres  trois  à  trois?  c'est  le  produit  de  trois  nom- 
bres entiers  consécutifs  décroissants,  à  commencer  par  7. 

A*  =  7.6.5  =  210. 

2*  Combien  y  a-t-il  de  nombres  composés  de  deux  chif- 
Très  significatifs  différents?  Autant  qu'on  peut  former  d'ar- 
rangements avec  les  neuf  chiffres  signicatifs  deux  à  deux. 

Aj=9.8  =  73. 

S*  Combien  y  a-t-il  de  nombres  composés  de  cinq  chif- 
fres significatifs  différents?  Autant  qu'on  peut  former  d'ar- 
rangements cinq  à  cinq  avec  les  neuf  chiffres  significatifs. 

A^  =9.8, 7,6.5  =  i5iao. 

Permutations. 

S8.  On  appelle  permutations  de  m  objets  les  différentes 
dispositions  que  Ton  peut  donner  à  ces  m  objets,  en  les 
plaçant  les  uns  à  côté  des  autres  sur  une  ligne  droite. 
Chaque  permutation  contient  tous  les  objets  et  deux  per- 
mutations ne  diff(*rent  que  par  l'ordre  des  objets. 

Ainsi,  avec  deux  lettres  a  et  ft,  on  peut  former  deux  per- 

inutations 

ab,  ba. 

Nons  désignerons  en  général  par  P„  le  nombre  des  pcr- 
aiutations  de  m  objets.  Il  résulte  de  la  définition  que  les 
permutations  de  m  objets  ne  sont  autre  chose  que  les  arran- 
jernents  de  ces  m  objets  pris  tous  ensemble,  c'est-à-dire 
'»*  àiîi;  on  a  donc,  suivant  la  notation  habituelle, 

P«  =  Aj[J  =  m(m  — i)(m  — 2) 3.a.i, 


sa  CHAl>lTRE   III. 

OU,  si  Ton  change  Tordre  des  facteurs, 

P^=  i.a.3.4 'w. 

Le  nombre  des  permutations  de  m  objets  égale  le  proàwi 
des  m  premiers  nombres  entiers. 

Applications.  1*  Combien  peut-on  former  de  -mots  de 
trois  lettres  avec  trois  lettres  données?  C'est  le  nombre  des 
permutations  de  trois  lettres 

P,=  i.a.3  =  6. 

2!^  De  coml^en  de  manières  peut-on  disposer  dix  soldats 
en  ligne?  C'est  le  nombre  des  permutations  de  dix  objets: 

P,jj  =  1. 2. 3.4«5. 0.7.8.9.10  =  0628800 

39.  Nous  avons  déduit  la  formule  des  permutations  de 
celle  des  arrangements  comme  cas  particuliCT.  Voici  com- 
ment on  peut  établir  cette  formule  directement. 

On  ne  peut  évidemment  donner  qu'une  disposition  à  une 

lettre  a;  ainsi 

P,  =  i. 

Avec  deux  lettres  a  et  6,  on  peut  former  deux  permuta- 
tions 

et  Ton  a 

Pj  =  1.2. 

Si,  dans  chacune  des  permutations  précédentes,  on  ^^' 
troduit  la  lettre  c  à  toutes  les  places,  à  la  fin,  au  milieu,  ^ 
commencement,  on  obtient  les  permutations  de  trois  lettre^ 
a,  6,  c, 

abCf  acb,  cab, 
bac,  bca,  cba. 

On  a  formé  ainsi  toutes  les  permutations  de  trois  lettr^^ 
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car  une  permutation  de  trois  lettres  se  composé  d'uîie  per- 
mutation des  deux  premières  lettres  a  et  6  à  laquelle  ôh 
ijoate  la  troisième  lettre  r.  La  même  permutation  ne  se 
Toove  pas  répétée  deux  fois  ;  car  deux  permutations  quel- 
conques diffèrent,  soit  par  la  place  de  la  lettre  c,  soit  pas 
la  disposition  des  deux  autres.  Chacune  des  permutations 
précédentes  donnant  trois  permutations  nouvelles,  on  à 

P,  =  P,X3=  1.2.3. 

De  même,  si  dans  chacune  des  permutations  des  trois 
lettres  a,  6,  c,  on  introduit  la  lettre  d  à  toutes  les  places, 
îtil  y  a  quatre  places,  deux  intermédiaires  et  deux  ex- 
Tèmes,  on  obtient  les  permutations  des  quatre  lettres 
^  i,  c,  d  ;  chacune  des  permutations  précédentes  donnant 
[uatre  permu^tions  nouvelles,  on  a 

P^  =  F,  X4=  1.2.3.4. 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  arrive  à  la  for- 
mule générale 

P^=  1.2.3 m. 

Combinaisons. 

iO.  On  appelle  combinaisons  de  m  objets  n  à  n  les  diffé- 
înts  groupes  que  Ton  peut  former  avec  ces  m  objets  en 
»  prenant  n  à  n,  de  toutes  les  manières  possibles,  de  façon 
ne  deux  groupes  diffèrent  au  moins  par  la  nature  d'un 
bjet.  Dans  les  combinaisons  on  n'a  pas  égard  à  la  disposi- 
on  des  objets. 

Si  Ton  a  m  lettres  et  que  Ton  imagine  qu'elles  repré- 
îîtent  dés  quantités  différentes,  on  peut  concevoir  les 
lUbinaisons  de  ces  m  lettres  nk  n  comme  les  différents 


tandis  que  ion  a  six  arrangements. 

Nous  désignerons  en  général  par  C^  le  nombre  < 
binaisons  de  m  objets  n  à  n.  La  formule  des  comi 
se  déduit  de  celle  des  arrangements  et  de  celle  des 
tations.  Imaginons  en  efîet  les  combinaisons  de  i 
n  k  n  formées.  Si  nous  donnons  aux  n  lettres  c 
posent  chacune  de  ces  combinaisons  toutes  les 
tiens  possibles,  c  est-à-dire  si  nous  permutons  ces  i 
nous  obtiendrons  les  arrangements  des  m  lettres 
Nous  aurons  ainsi  tous  les  arrangements;  #ar  u 
gement  quelconque  est  une  combinaison  dans  laq 
n  lettres  qui  la  composent  sont  disposées  dans  ui 
ordre;  et  nous  n'aurons  pas  deux  fois  le  même: 
arrangements  fournis  par  une  même  combinaison 
par  Tordre  des  lettres,  et  ceux  qui  sont  fournis 
combinaisons  différentes  diffèrent  au  moins  par  1 
d'une  lettre.  Chaque  combinaison  donnant  un  nomj 
rangements  marqué  par  Pn,  on  a 

d'où 

C  =  — , 
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applications.  Pour  appliquer  la  formule,  on  écrit  d'a- 
rd  au  dénominateur  les  n  premiers  nombres  entiers,  puis 
écrit  au  numérateur  autant  de  nombres  entiers  décrois- 
its,  à  commencer  par  m. 
1*  Nombre  des  combinaisons  de  5  objets  »  à  ai. 

•  1.2 

V  Nombre  des  combinaisons  de  i  o  lettres  4^4- 

,         10-0.8.7 
^.A  = =-7"  =  aïo. 

^^       1.2.3  4 
3*  Nombre  des  combinaisons  de  i  o  lettres  ti  à  6. 

_,  10.9.8.7.6.5        io.().8.7 

t, .  = „  ,  -  n  =  — *^  n,    =  210. 

*••!     1.2.3.4.3.6        1.2.34. 

tf  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  une  à  une 

tt  m,  ce  qui  est  évident  à  priori. 

S*  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  m  à  m  est 

^ _  m(m---2)  (m  —  3; 3.2.i 

1.2.3 m 

88t  évident  en  effet  que  si  Ton  prend  toutes  les  lettres, 
œ  peut  former  qu'une  seule  combinaison. 

41.  ProbabilUé.  On  appelle  probabilité  d'an  événement 
rapport  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombre  total 
9  cas  possibles ,  lorsque  tous  ces  cas  sont  également 
saibles.  Je  suppose  qu'une  urne  renferme  12  boules, 
blanches  et  ô  noires.  On  tire  une  boule  au  hasard,  et 
D  demande  la  probabilité  pour  chaque  couleur.  Il  y  a 
cas  possibles  et  également  possibles  :  7  pour  les  blan- 
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7 
ches,  5  pour  les  noires.  La  probabilité  est  donc  —  pour 

5 

la  sortie  d'une  blanche,  —  poui*  la  sortie  d*une  noire. 

12  ^ 

La  loterie  se  composait  de  90  numéros  ;  à  chaque  tirage 
il  en  sortait  5  au  hasard.  Une  personne  désigne  un  ira- 
mèro,  par  exemple,  le  numéro  20  ;  si  le  numéro  désigné 
se  trouve  parmi  les  5  numéros  sortants,  la  personne  a  ga-  ' 
gné;  sinon  elle  a  perdu.  C'est  là  ce  qu'on  appelait  prendre 
un  extrait.  Il  est  facile  d'évaluer  la  probabilité.  Puisqu'on 
tire  5  numéros  à  chaque  fois,  le  nombre  des  cas  possibles 
est  le  nombre  des  combinaisons  de  90  numéros  5  à  5, 

p5   90.89.88.87.86 

«9  ~"      1.2.3.4.5 

Les  cas  favorables  sont  les  combinaisons  qui  contiennent 
le  numéro  désigné  2  0  ;  pour  les  former,  imaginons  que 
Ton  ôte  ce  numéro  20  et  que  l'on  combine  les  89  autres 
numéros  4  à  4?  puis  que  Ton  ajoute  à  chacune  de  ces  com- 
binaisons le  numéro  30;  on  aura  de  cette  manière  toutes 
les  combinaisons  qui  contiennent  le  numéro  20.  Ainsi,  le 
nombre  des  cas  favorables  est  le  nombre  des  combinaisons 

de  89  numéros  4  ^4» 

^   _  89.88.87.86 

«»  "~     1.2.3.4 

La  probabilité  de  la  sortie  d'un  numéro  désigné  ou  le 
rapport  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombre  total  des 

cas  possibles  est  le  quotient  de  C^^  par  C^ ,  soit  —  ou  ry 

Ainsi ,  sur  1 8  cas  possibles ,  il  y  en  a  1  favorable  à  la  per* 
sonne  qui  prend  l'extrait,  et  17  pour  la  loterie.  Il  faudrait 
donc  parier  1  contre  17.  La  loterie,  au  lieu  de  lyfo^s, 
ne  donnait  que  i5  fois  la  mise. 
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ors(iu'oD  désigne  deux  numéros,  on  prend  ce  qu'on 
îlle  un  ambe  ;  si  les  deux  numéros  désignés  sont  tous 
:  parmi  les  cinq  numéros  sortants ,  on  a  gagné  ;  sinon 
perdu.  Les  cas  favorables  sont  les  combinaisons  qui 
lennent  les  deux  numéros  désignés;  on  les  formerait 
ombinànt  les  88  autres  numéros  3  à  5,  et  ajoutant 
iacone  des  combinaisons  les  deux  numéros  désignés. 
i,  k  probabilité  de  la  sortie  d'un  ambe  est  le  rapport 

iL  à  C* ,  soit  — '-^~-  ou  s — •  Il  faudrait  donc  parier  2 
•        ••  90.89       801  ^ 

re  799  ou  1  contre  399  -\ —  ;  la  loterie  ne  donnait 

s  70  fois  la  mise. 

1  trouvera  de  même  que  la  probabilité  du  terne  est 

rr,  celle  du  qualerne  •? :r^.  La  loterie  ne  donnait 

|8  '  5iioo8 

55oo  fois  la  mise  poiu*  le  terne,  75000  fois  pour  le 

erne. 

J.  Nous  allons  démontrer  sur  les  combinaisons  deux 
rëmes  qui  nous  seront  utiles  par  la  suite. 

lÉORÈME  L  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets  n 
est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  ces  m  objets 
•nàm  —  n. 

ipposons  en  effet  que  l'on  ait  m  numéros  dans  une 
î;  û  l'on  en  tire  w,  il  en  restera  m  —  n  dans  l'urne; 
i  à  chaque  combinaison  de  n  numéros  correspond  une 
binaison  de  m  —  n,  et  réciproquement.  On  a  donc 

m  m 

î  peut  d'ailleurs  vérifier  aisément  l'égalité  des  deux 
l>res 
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„        m{7)i—i) [m  —  n+  i) 

"•  1.3.3 n 

çm^n  _  »i{m—\] [n+i) . 

*"  1.2.3 [m  —  n)    ' 

car  si  Ton  multiplie  les  deux  termes  de  la  première  frac 

par  le  produit  1.2 (m  —  n),  les  deux  termes  delà 

conde  par  .1.2 n,  les  dénominateurs  deviennent  ^ 

et  Ton  a  au  numératem*  le  produit  des  nombres  entiers 
sécutifs  de  1  à  m  ;  il  vient  de  la  sorte 

pn  pm-H l.'2»ù m 

**"""*      ""1.3 wX  1.2 (w  — n) 

Par  exemple ,  le  nombre  des  combinaisons  de  5  ol 
4  à  4  6st  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  5  oi 
1  à  1 ,  le  nombre  des  combinaisons  de  5  objets  3  à  î 
égal  au  nombre  des  combinaisons  a  à  2. 

A3.  Théorème  II.  Le.  nombre  des  combinaisons  de  m 
jets  n  à  n  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m 
objets  n  à  n,  plus  le  nombre  des  combinaisons  de  m 
objets  n  —  1  à  n  —  1 . 

En  effet,  les  combinaisons  de  m  lettres  a,  6,  c,... 
prises  n  k  n^  peuvent  être  distinguées  en  deux  catégo 
celles  qui  ne  contiennent  pas  une  certaine  lettre  k  et  0 
qui  la  contiennent.  La  première  catégorie  se  compose 
demment  des  combinaisons  des  m  —  1  premières  lettr 
à  n.  On  obtiendra  celles  de  la  seconde  catégorie  en  fon 
les  combinaisons  des  m —  1  premières  lettres  n —  1  an- 
et  ajoutant  à  chacune  d'elles  la  lettre  k.  On  a  donc 

m  m— 1     •        m — 1 

On  peut  aussi  vérifier  facilement  cette  égalité  au  m 
de  la  formule  des  combinaisons. 
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Par  exemple  le  nombre  des  combinaisons  de  7  objets  «5  à 
3est^;al  ati  nombre  des  combinaisons  de  6  objets  3  à  3, 
pins  le  nombre  des  combinaisons  de  6  objets  s  à  s. 

V 
I 

^  DÉTELOPPEMENT  DES  PUISSANCES   ENTIÈRES  ET  POSITIVES 

d'un   BINÔME.    TERME   GÉNÉRAL. 
.-♦ 

I       U.  On  ssût  que  le  produit  de  deux  polynômes  est  égal 
t     à  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  chacun  des 

a 

tomes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  multî- 
■  plicateur.  En  général,  le  produit  de  plusieurs  polynômes 
l      est  la  somme  des  produits  obtenus  en  prenant  de  toutes  les 

m 

manières  possibles  un  terme  dans  chacun  des  polynômes 
proposés. 

Proposons-nous  d'abord  d'effectuer  le  produit  des  m  fac- 
teurs binômes 

(x  +  a){x  +  b){x+c) {x  +  h){x  +  k), 

en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
dex. 

Le  produit  de  ces  m  facteurs  binômes  est  la  somme  des 
produits  obtenus  en  prenant  de  toutes  les  manières  possi- 
bles un  terme  dans  chacun  d'eux.  Si  l'on  prend  les  m  pre- 
miers termes,  on  obtient  le  premier  terme  a?**  du  produit. 
Si  on  prend  le  second  terme  a  dans  le  premier  facteur  bi- 
nôme, et  le  premier  terme  x  dans  tous  les  autres,  on  ob- 
tient le  produit  ax""*  qui  est  du  degré  m  —  1  ;  prenant  de 
ttiême  le  second  terme  b  dans  le  second  facteur  binôme  et 
le  premier  terme  x  dans  tous  les  autres,  on  a  bx"^'^  ;  en  un 
naot,  le  second  terme  de  l'un  quelconque  dos  facteurs  bi- 
nômes, combiné  avec  les  premiers  termes  de  tous  les  au- 
tres, donne  au  produit  un  terme  en  .t*""*.  Réunissant  tous 


les  autres,  nous  formerons  les  termes  du  degré  m 
que  abx"^'^^  acx"^^^  bcx^^^^  etc.  Si  nous  réunis 
ces  termes,  nous  voyons  que  x*"*,  mis  en  facteur 
sera  multiplié  par  la  somme  des  combinaisons  dei 

des  m  lettres  a,  &, A*.  Désignons  par  S,  la  somi 

combinaisons,  le  troisième  terme  du  produit  sei 

En  prenant  de  mÊmc  les  seconds  termes  dans  t 
conques  des  factems  binômes  et  les  premiers  dan 
autres,  on  formera  les  termes  du  degré  m  —  3. 
abcx'^'^y  rt6(/.r"*"\  etc.  Réunissant  ces  termes  en 
et  appelant  S3  la  somme  des  combinaisons  trois  à 

lettres  a,  6, fc,  on  obtient  le  quatrième  terme 

produit. 

En  général,  si  l'on  prend  les  seconds  termes  daj 
conques  des  facteurs  binômes  et  les  pi'emiera 
m  —  n  autres,  on  forme  les  termes  du  degré  m  - 
nissant  ces  termes  et  représentant  par  Sn  la  se 

combinaisons nkn des  n  lettres  a,  6, ,  fc,  on  i 

général  S^"  "  ^^  produit. 

Les  termes  du  premier  degré  s'obtiennent  ei 
les  seconds  termes  dans  tous  les  facteurs  binôme 
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insi  le  produit  des  m  facteurs  binômes  se  développe  de 
lanière  suivante  : 

^+8,ctr^'  +  3^' +  S^x^- +  8^.-,a?  +  S^. 

i.  Supposons  maintenant  que  les  quantités  a,  6,  c k, 

Qt  égales  entre  elles,  le  produit  des  m  facteurs  binômes 

ient  {x  -^  m)\  Voyons  à  quoi  se  réduit  le  développa- 
it :  la  somme  S^  des  quantités  a,  6,  c 1:  se  réduit  à 

puisque  chacune  de  ces  quantités  devient  égale  à  a  et 
1  y  en  a  m.  La  lettre  S,  désigne  la  somme  des  combi- 
K>Ds  deux  à  deux  de  ces  mêmes  quantités  ;  chacune  de 
combinaisons  devient  égale  à  a'  ;  et  il  y  en  a  un  nombre 
:qaé  par  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  deux 

eux,  soit—^ -;  leur  somme  S,  est  donc  égale  à 

1.2 

—  a*.  De  même  S,  désigne  la  sonmie  des  combinai- 


1.9 

s  trois  à  trois  ;  cliaciine  do  ces  combin<ûsons  devenant 

le  à  a'  et  leur  nombre  étant  — ^-4 »  leur 

.    -    mim —  i)  (m  —  2)    , 

une  teale  — ^^ ^-^ a'. 

^  1.2.5 

b  général  S.  désigne  la  somme  des  combinaisons  nkn 

m  quantités  a,  b^  c fc;  ces  quantités  devenant  égales 

,  chacune  des  combinaisons  se  réduit  à  a"  ;  leur  nombre 

Qt  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  n  à  n,  on  a 

m[m — i)(m — 2) [m  —  n-f  1)    ^ 

•  1.2.5 n 

Enfin ,  le  dernier  terme  ou  le  produit  des  m  quantités 
a,  6, fc  se  réduit  à  oT. 


connue  sous  le  nom  ae  formule  du  binôme.  t.iie  est 
fréquemment  employée;  elle  sert  à  former  le  dével 
ment  d'une  puissance  quelconque  d'un  binôme.  Le 
général,  celui  qui  occupe  le  n  +  l' rang  duis  le  déi 
pement,  est,  comme  nous  l'avons  dit, 

(a)     m(m-i)(m  — 2) (^  —  ^  +  0  ^,^^_,^ 

1.2.3 Tt 

Si  dans  la  formule  (1)  on  remplace  a  par  —  a ,  on  oi 
le  développement  de  {x — a)**, 


m         ,   .   mfjn  —  1)    ,  ,^. 
'  1  1.2 


— i 


les  signes  alternent. 

A6.  Remarque  I.  Dans  la  formule  du  binôme,  les 
sants  de  x  vont  en  diminuant  graduellement  d'une  1 
ceux  de  a  vont  au  contraire  en  augmentant  ;  la  somn 
exposants  de  a  et  de  r  dans  chaque  terme  est  constan 
égale  à  iw. 

Le  nombre  des  termes  du  développement  est  i»  +  1 
les  exposants  de  x  forment  la  suite  des  m  premiers 
bres  entiers,  nlus  TexDosant  zéro  du  dernier  terme. 
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\nt$  des  exirimes  sont  égatAx.  Si  Ton  écrit  la  formule 
inôme  en  laissant  les  lettres  qui  marquent  les  nombres 
ombinaisons,  on  a 

(a:  +  a)-  =  ar"  +  Cî^aa-^*  +  Cî^a«af^«  + 

remier  terme  et  le  dernier  ont  tous  deux  pour  coeffi- 
tsTunité,  le  second  terme  et  T  avant-dernier  ont  pour 

Sdents  C^  et  CTJp*;  mais,  en  vertu  d'un  théorème 

entré  (n*  &2) ,  on  sait  que  ces  deux  nombres  sont 

IX.  De  même  les  troisièmes  termes  à  partir  des  deux 

(mes,  ont  pour  coefficients  les  nombres  égaux  G\  et 
9  etc. 

S.  Remarque  IIL  Les  coefficients  se  déduisent  les  uns 

antres  par  une  loi  très-simple  :  Uultipliez  le  coefflcient 

bmter  terme  obtenu  par  l* exposant  de  x  dans  ce  terme 

mezpar  le  rang  de  ce  terme ,  vous  aurez  le  coefficient 

erme  iuivant. 

a  effet,  nous  avons  trouvé  pour  le  n-f  l' terme  du  dé- 

ppement 

m[m  —  i).  .  .  .  .(m  — n-fa)(m  — n+i)^^^^^ 
i.a (n —  i)n 

erme  précédent  est 

fn(m—i) (m^n  +  a)  ^n-i^^jm-H+i. 

i.a (n — i) 

déduit  le  n+i*  terme  du  précédent  en  augmentant 
De  unité  l'exposant  de  a  et  diminuant  d'une  unité  celm 

X.  Quant  au  coefficient,  on  le  forme  en  multipliant  le 
ffident  précédent  par  l'exposant  m  —  n  +  i  de  a;  dans 
tonne  précédent,  et  divisant  par  n ,  rang  de  ce  terme. 

5 
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Exemples. 

n  importe  de  s'exercer  à  développer  rapidement  I 
sance  d'an  binôme.  La  règle  que  nous  venoog  d'il 
facilite  beaucoup  le  calcul. 

!•  (x  -|-  ay  =  a:'  -f  ^ax^  -j-  2ia*x^  +  35a*ar^ 

-|-  35a*a?'  +  2i«V  -f"  7^^  +  <*'• 

Pour  passer  du  second  terme  au  troisième ,  il  faut 
plier  par  6  et  diviser  par  2 ,  ce  qui  revient  à  mu 
par  3.  Pour  passer  du  troisième  terme  au  quatrij 
faut  multiplier  par  5  et  diviser  par  3  ;  on  divisera  c 
21  par  S,  ce  qui  donne  7,  et  on  multipliera  par  5, 
donne  55.  Le  développement  contenant  7+1  ou  8  1 
et  les  termes  également  distants  des  extrêmes  étant 
une  fois  trouvés  les  quatre  premiers ,  on  écrira  les 
autres  immédiatement. 

T  {x  +  aY  =  x^  +  6ax^  +  aSaV  +  56a  V 

+  7oa*a:*  +  56a^x^  +  a8a  V  +  Sà^x  +  (â. 

Le  développement  contient  9  termes  ;  il  est  nécess 
calculer  les  cinq  premiers,  arrivé  au  terme  7oa*«*, 
marque  que  les  coefficients  se  reproduisent. 

3«       [x  —  a)"  =  a:"  —  1  loo:*^  +  55aV  —  i65aV 
+  33oa*ar''  —  462a'x*  +  462a*x»  —  55oaV  +  16& 

—  55aV+iia*^a:  — o". 

Le  nombre  des  termes  étant  pair,  le  dernier  ten 
signe  — ,  et  les  termes  qui  ont  mdme  coeiOSciefit  soh 
tés  de  signes  contraires. 

40  (^  _  û)»a  =  X**  —  1 2aa?"  +  66aW  —  22oaV  +  49 
—  79aa*x'^  +  9240*0:*  —  ^g2a'x^  +  ^gSa^x^  —  220^ 
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Le  développement  contenant  un  nombre  impair  de  termes , 
k  dernier  a  le  signe  +  et  les  termes  qui  ont  même  coeffi- 
àeat  sont  affectés  du  même  signe. 

19.  Rem ABQUE  IV.  Les  coefUcimts  vont  en  augmentant  du 
tmmtneement  jusqu^au  milieu  du  développement  et  en  dimi- 
manî  du  milieu  à  la  fin.  En  effet,  le  rapport  du  coeflBcient 
dan-f- 1'  terme  à  celui  du  terme  précédent  est,  conmie 
iHKis  l'ayons  dit, 

m  —  n4-  ï 
n 

Cm  par  ce  nq>port  que  Ton  multiplie  le  coefficient  du  a* 
tenue  pour  former  celui  du  n  +  l' terme.  Les  coefficients 
îoil  en  croissant  tant  que  ce  multiplicateur  reste  supérieur 
if  unité  ;  ils  vont  au  contraire  en  décroissant  quand  ce  mul- 
tiplicateur devient  inférieur  à  Funité.  Posons  donc 

m  —  n  +  i 

'— >  if 

n 

^  itelyons  cette  inégalité  par  rapport  à  n,  nous  aurons 

m+  1 
a 

>«  fraction  — -^—  désigne  la  moitié  du  nombre  des  termes 

2 

Xi  développement  ;  ainsi  les  coefficients  vont  en  croissant 
Lâsqu'au  milieu.  A  partir  du  milieu,  l'inégalité  change  de 
^ns  et  les  coefficients  décroissent. 

n  y  a  deux  cas  à  distinguer  :  !•  lorsque  m  est  pair ,  le 
Nombre  des  termes  m  -\- 1  est  impair  ;  il  y  a  au  milieu  un 
^coefficient  plus  grand  que  tous  les  autres.  Ainsi  dans  le 
développement  de  (x  +  a)*,  dont  nous  n'écrivons  ici  que 
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les  coefficients 

1,  8|  2%,  56,  ^o,  56,  aS,  8,  i, 

le  coefficient  70  est  le  plus  grand  ;  2"  lorsque  ni  est  impaii 
le  nombre  des  termes  est  pair,  il  y  au  milieu  deux  coeffi 
cients  égaux  plus  grands  que  tous  les  autres.  Ainsi  dans  1 
développement  de  {x+ay^  dont  les  coefficients  sont 

1,  7,  21,  35,  35,  21,  y,  I, 

les  deux  coefficients  35  du  milieu  sont  les  plus  grands. 

Ce  qui  précède  donne  une  propriété  des  combinaison 
qu'il  est  bon  de  remarquer.  On  demande ,  par  exemple, 
de  quelle  manière  il  faut  combiner  huit  objets  pour  avoir 
le  plus  grand  nombre  de  combinaisons.  Il  est  clair  (fti 
faut  les  combiner  4^4;  car  les  coefficients  du  déyelof^ 
ment  de  (a?+  «)*i  ^  partir  du  second,  sont  les  nomlM 
de  combinaisons  que  Ton  peut  former  avec  8  objets,  en  les 
combinant  iài,2à2,  5à3,  etc...  ;  le  plus  grand  coeffi- 
cient étant  le  cinquième,  il  en  résulte  que  le  nombre  des 
combinaisons  des  8  objets  4^4  surpasse  les  autres  noso* 
bres  de  combinaisons.  De  même,  avec  7  objets,  on  obtient 
le  plus  grand  nombre  de  combinaisons  en  les  prenant  3  à  3 
ou  4  à  4. 

60.  Remarque  V.  Si  dans  le  développement  de  {x  +  a)' 
on  fait  a:  =  1  et  a  =  1 ,  chaque  terme  se  réduit  à  son  coefi 
cîent,  et  Ton  a 

,   m    ,    m(m—i 

1  1.2 

Ainsi  la  somme  des  coefficients  du  développement  est  ég3 
H  2**. 

En  retranchant  le  premier  coefficient  qui  ne  désigne  J} 
un  nombre  de  combinaisons,  on  en  conclut  que  le  lïomX 
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ital  des  combinaisons  que  Ton  peut  faire  avec  m  objets, 
1  les  prenant  de  toutes  les  manières  possibles,  est  2*"  —  i , 

c:l+c:.+ci +c:=a--i. 

DÉYELOPPEMErrr  DE  (ù  +  b^ —  l)*. 

51.  Nous  avons  dit  (1'^  partie,  n""  l&O)  que  Ton  appelle 

lantité  imaginaire  une  expression  de  la  forme  a+b  ^ —  i 

:  de  la  forme  a  +  bi  (la  lettre  t  étant  adoptée  pour  dési- 

er  le  symbole  ^ —  i),  dans  laquelle  les  lettres  a  et  6 

irésentent  des  quantités  réelles  quelconques  positives  ou 

gatives.  On  a  étendu  aux  quantités  imaginaires  les  règles 

linaires  du  calcul  algébrique,  comme  si  la  lettre  i  dési- 

ait  une  quantité  réelle,  en  convenant  de  remplacer  dans 

(résultats  t*  par —  i. 

D'iqprès  cette  convention ,  commençons  par  former  les 

issances  successives  de  î.  On  a  d'abord  t*  =  —  i .  La 

tisiëme  puissance  i*  étant  égale  à  la  deuxième  i*  multiplié 

r  i,  il  vient 

i»  =  t«xt  =  — ixi=  — t. 

i  quatrième  étant  égale  à  la  troisième  multipliée  par  î,  on 
de  même 

f*=t»xt=— îXî=-t*=— (— 0  =  +w 
ainsi  de  suite 

i»  =  i^Xi=i, 

iQ  (dytient  de  la  sorte  la  série  des  puissances 


\^ 
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La  quatrième  puissance  t^  étant  égale  à  t%  il  est  clair  ( 
les  mêmes  résultats  se  reproduisent  périodiquement  d 
en  4«  et  Ton  a  en  général 

Les  puissanceB  paires  sont  réelles,  les  puissances  impa 
imaginaires. 

52.  Si,  d'après  la  convention  générale  sur  le  calcul 
quantités  imaginaires ,  on  applique  la  formule  du  bin 
au  développement  de  (a  +  W)"*»  ^^  * 

I  i.a 

En  remplaçant  les  puissances  successives  de  t  par  hs 
leurs  trouvées  précédemment,  il  vient 


.   tw       ,,.       mlm — i)    .^4,, 
=  «••  +  -  û"-*ôt ^--^ — ■'  «•-**• 

m{m —  i)  [m  —  2) 


(a  +  il) 


1.2.5 


a'"-»*»*  + 


les  termes  sont  alternativement  réels  et  imaginaires.  ! 
nissons  enfin  les  termes  réels  et  les  tçrmes  imagina 
nous  aurons 

^  ^    '       1  1-2  '  1.2.5.4 

.  r      «,    w(''i  —  0  ('^i — 2)     ,,»  .  1 

+  \ma'*''''b ^ ^-^ U'»-W+ I 

I  1.2.0  I 

Dans  chaque  parenthèse  les  termes  sont  alternative 
positifs  et  négatifs.  Si  Ton  désigne  par  A  et  iJ  les  va 
de  ces  deux  parenthèses,  on  voit  ([ue  le  dévelopjîeme 
(a  +  6t)"*  est  une  quantité  imaginaire  de  la  forme  ordi 
A  +  Bt. 
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dair  ({ue  le  développement  de  (a  —  Ai)**  ne  diffère 
de  (a  +  6î)*  qu'en  ce  que  le  signe  de  t  est  changé, 
ons  trouvé 

oUe 

(a  — W)-  =  A  — Bt. 
AppUcationê, 
f  t)*sBi-}-5t — 10 — iot-|-5  4-«=**-4— 4t. 

-iy=-4+4«. 

f  «•)•  =  3«  4-  6.3».«  —  i5.3*.a»—  »o.3».2V+  i5.5V 
6.3.a»i  —  a* =— ao35  —  8a8i. 
-a»y=:  — ao55  +  8a8t. 

B  VERS  LAQUELLE  TEND    {>+"')    »  QUAND  m  CBOÎT 
DE  TOUTE  LDOTE. 

^ous  allons  d'abord  démontrer  deux  lemmes  qui 
rviront  dans  la  question  proposée, 
s  I.  La  limite  de  la  somme  d'tin  nombre  fini  de  gran- 
\riables  est  égale  à  la  somme  de  leurs  limites.  Soient 
I.....L,  m  grandeurs  variables  qui  tendent  simol*- 

rt  vers  les  limites  a,  6,  c, /.  Si  l'on  appelle 

•••M^f  les  différences  des  grandeurs  proposées  à 
lites,  on  a 

A  =  a  +  a, 
B  =  *  +  P, 


L  =  /  +  X. 

tionnant  ces  égalités  et  désignant  par  S  la  somme 
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des  grandeurs  variables  et  par  s  celle  des  limiU 

Appelons  p  la  plus  grande  des  différences  «, 
valeur  absolue  ;  leur  somme  sera  moindre  que 
nombre  m  restant  fini,  et  la  quantité  p  devenas 
Ute  que  toute  quantité  donnée,  puisque  toute 
rences  tendent  vers  zéro ,  le  produit  mp  dévie 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée  ;  donc  la  son 
vers  la  limiter. 

Lemme  il  Aa  limile  du  produit  d*un  nombre 
teurs  variables  est  égal  au  produit  de  leurs  limites 

En  conservant  les  mêmes  notations  que  préo 
nous  avons  les  différences 

A  —  a  =  a, 
B-6  =  p, 
C— c  =  Y, 


L— /=X. 


Multiplions  les  deux  membres  de  la  première  < 

BG L,  ceux  de  la  seconde  par  aC L,  1 

par  a6D....,L, ,  enfin  de  la  dernière  par  6 

qui  donne 

ABC L  — oBC L  =  aBC L, 

aBC L—abC L  =  paG L, 

abC L  —  abcD L  =  aiD L, 


û4c kL  —  abc kl  =  ^ab k. 

Si  l'on  ajoute  toutes  ces  égalités,  on  voit  que  le 
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iotermédiairea  se  détruisent;  il  vient 

ABC....  J.— abc /  =  aBC L  +  PûG L+ 

Ghaeun  des  produits  *BG L,  aC.oL, ,  conservant 

une  valeur  finie,  on  voit  que  le  second  membre  est  la  somme 
le  II  quantités  qui  tendent  vers  zéro  ;  donc  leur  sooune  tend 

roBiéro,  et  le  produit  ABC L  a  pour  limite  abc /• 

Hais  il  est  nécessaire,  pour  que  ces  propriétés  sub&dsient, 
pe  le  nombre  des  parties  de  la  somme,  ou  le  nombre  des 
feteurs  du  prodmt,  soit  fini.  Soit,  par  exemple,  la  somme 
des  m  quantités 

a       a  a 

-  +  -  + +  -; 

m  m 

chacune  d'elles  tend  vers  zéro  quand  m  augmente  indéfini- 
inent;  mais  le  nombre  des  parties  devenant  infiniment 
pioid,  on  ne  peut  plus  dire  que  la  limite  de  la  somme  est 
a  somme  des  limites,  ce  qui  donnerait  ici  zéro  ;  et  en  efiet 
iette  somme  est  égale  à  a. 

De  même  Fezpression  (»+--)    désigne  le  produit  de 

n  facteurs  égaux  à  i  H —  ;  chacun  de  ces  facteurs  devient 

sgal  à  l'unité  quand  m  augmente  indéfiniment;  la  limite  du 
produit  n'est  pas  égale  au  produit  des  Umites,  c'est-à-dire 
L  l'unité,  parce  que  le  nombre  des  facteurs  devient  infmi. 
^est  cette  limite  que  nous  nous  proposons  de  déterminer. 

64.  En  développant  la  puissance  (  i  H — ]    par  la  for- 
Qule  du  binôme,  il  vient 
^        i\** m  1    ,  m{m—i)  j_      m(m — i)  wir-3)  i    , 

,  m(m — i) (m  — n-fO  i     , 

^  i.a n  m" 


y- m)  .  y-mjK 


*  '  \    '  m/  1  i.a        ' 


n  — 


+ 


V      «n/  V      W V  «   / 


1.3.3 fl 


Si  Ton  compare  ce  développement  à  la  séi 

(n-34), 


(a)  e=i  +  i^  +  —  +  ^  + 
V        I       i.a       i.a.3 


+ 


i.a 


on  voit  que  les  termes  du  développement  sont 
que  les  termes  correspondants  de  la  série ,  puisqi 
nominatenrs  sont  les  mêmes  de  part  et  d'autre, 
numérateurs  des  premiers  sont  inférieurs  à  V 

valeur  de  1  i  -| —  j   reste  donc  moindre  que  le 

quelle  que  soit  m.  On  observe  en  outre  que  (i  -}- 
mente  à  mesure  que  m  augmente  ;  et;  en  effet ,  1< 

...«M  qui  composent  les  numér 
différents  termes  du  développement,  croissant 


1  2 

m*         m 
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inée  qui  ne  peut  surpasser  le  nombre  e.  Nous  allons  dé- 
ODtrer  que  cette  limite  est  le  nombre  e  lui-même. 
Dans  les  deux  expressions  (1)  et  (2)  prenons  les  n  -|-  > 
nniers  termes  et  considérons  les  deux  sommes 

1    '      i.a  i.a.3 


+ 


V       tn)  \        m) \  m   ) 


1  clltO  •  •  •  ••  fl 


9 


E=,  +  I  +  -L  +  -i_  + + 


1        i.a       i.a.3  1.3.3 n 

Nous  pouvons  rendre  n  assez  grand  pour  que  la  soimne 
diffère  de  sa  limite  e  d'une  quantité  moindre  qu'une  quan- 

té  donnée  -•  Ayant  choisi  le  nombre  n  de  cette  manière 

ikBons-le  fixe ,  et  donnons  à  m  des  valeurs  plus  grandes 
ue  n  et  de  plus  en  plus  grandes.  La  somme  A  augmente  ; 
DDune  elle  contient  un  nombre  fini  de  termes,  savoir  n+ 1 , 
i  limite  de  cette  somme ,  en  vertu  du  lemme  1 ,  est  égale  à 
1 0OBime  des  limites  de  ses  différents  termes.  Le  numéra- 
sur  du  troisième  terme  a  évidemment  pour  limite  l'unité  ; 
6  même  celui  du  quatrième.  En  général ,  le  numérateur 
'un  terme  quelconque  étant  le  produit  d'un  nombre  fini 
é  factews  dont  chacun  se  réduit  à  l'unité ,  a  pour  limite, 
n  vertu  du  lemme  II ,  le  produit  des  Umites  de  ces  diffé- 
ents  facteurs,  c'est-à-dire  l'unité.  Ainsi,  quand  m  aug- 
ftBDte  indéfiniment ,  la  somme  A  tend  vers  une  limite  égale 
>  la  somme  E.  On  conçoit  donc  que  l'on  puisse  prendre  m 
issez  grand  pour  que  la  somme  A  diffère  de  sa  limite  E 

l'une  quantité  moindre  que  -•  On  a  alors 


A 


rk. 


«*• 


La  quantité  (^  +  —)    étant  plus  petite  que  e,  ma 
grande  que  A,  on  a,  à  plœ  forte  raison, 


-(-^) 


m 


<«. 


Puisque  l'on  peut  rendre  m  assez  grand  pour  que  la 

de  (  1  H —  j    diffère  du  nombre  e  d'une  quantité  i 

qu'une  quantité  donnée  a ,  si  petite  qu'eUe  soit ,  il  ( 
que  ce  nombre  e  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la 

de  (  1  ^ —  j   ,  quand  m  augmente  indéfiniment 

1 

55.  L'expression  (i  +«)*  tend  vers  la  même 
quand  «  tend  vers  zéro.  Ceci  est  évident ,  si  la  < 

très-petite  «  est  une  fraction  de  la  forme  —  •  m  é 

m 

nom^i^re  entier  très-grand;  car,  dans  ce  cas,  l'ez] 
(  1  +  a)*  devient  ( *  +  --)  • 


FOHMtLB  DU  BINÔME.  77 


•      r> 


j   L-(qHie«>titii»-grana8eraaloncompib 

f    nombres  entiers  consécutifs  m  et  m+  i,  de  manière  que 

l'on  ait 


m  <  -  <m+  I. 

ot 


s  dans  Texpression  proposée  (i  -{-  a)"  on  remplace  la 
quantité  i  +  «  par  la  quantité  plus  grande  i  -{ —  et  l'ex- 
posant -  par  l'exposant  plus  grand  m  + 1 ,  on  augmente  la 

8 

Talenr  de  l'expression ,  et  l'on  a 


.1  /  j\llH-l 


An  omtraire,  si  l'on  remplace  la  quantité  i  +  ^  P&i*  1& 
quantité  plus  petite  i  ^ -^  et  l'exposant  -  par  l'ex- 
posant plus  petit  m ,  on  diminue  la  valeur  de  l'expression , 
et  l'on  a 


/ 


(•+-r>('+;;rFT)' 

On  obtient  ainsi  les  inégalités 

(■  +  ;ri:T)"  <(■  +  •!' <(■  +  =) 

^) par  des  transformatipns  convenables, 
'  +  ^377 
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Lonqoela  i^miitlé  m  tead  fera  téro^  le  WHi^rt 

a^gmeole indéfiniment;  Chacune  des  qtumtttM  / 

/  1    \*^* 

(  1  A ; — .)      tend  vers  la  limite  e;  d'aillei 

viseur  i  H -p— ,  de  même  que  le  multiplicate 

devient  égal  à  l'unité.  Les  deux  quantités  extrême 

ainsi  vers  la  même  limite  e;  donc  la  quantité  (i 
est  comprise  entre  elles ,  tend  ainsi  nécessaire 
cette  même  limite. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  la  qm 
sitive,  supposons-la  maintenant  négative;  en  : 

signe  en  évidence,  on  a  à  considérer  l'expression 
La  quantité  i  —  «  moindre  que  l'unité  peut  se  n 

la  forme  , ,  q^  étant  une  quantité  positive.  1 


on  déduit 


1         1  +  a'  1 


et,  en  substituant, 


1^ 

Quand  a'  tend  vers  zéro,  la  quantité  (i  +  «')*'  te 
tandis  que  le  multiplicatem*  i  +  a!  tend  vers  Tu 

la  quantité  (i  —  a)    *  a  pour  limite  e. 
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JL 

i,  quel  que  «ùt  le  sigoe  de  a,  l'expresaÎQii  (i  +  «)* 
an  une  limite  égale  h  «,  qaand  «  tend  Ytn  wbn. 

SOMMATION   DES   PILES   DE   BOULETS. 

Pyramide  à  base  carrée. 

CoDÙdérons  une  pyramide  ayant  pour  base  un  carré 

POoletB  an  cAté  ;  sur  la  base  est  placé  un  antre  carré 

ayant  m  —  i  boulets  an  cAté ,  et  ainsi 

!  de  smte  jusqu'au  sommet  formé  d'un 

!  seul  boulet.  Le  nombre  des  boulets  con- 

ï  tenus  dans  chaque  tranche   étant  un 

i  carré  partit   le  nombre  total  des  btru- 

'  lets  contenus  dans  la  pyramide  est  la 

des  carrés  des  m  piemiers  nombres  entiers. 

i  une  manière  très-simple  d'obtenir  cette  somnie.  Si 

égaUté 

{m+ i)»  =  ni*  +  5m'  +  !hil+i, 

me  à  m  successivement  les  m  valeurs  i(3,  3^.  ...m, 

a»=i*  +  5.i'  +  5.i-t-i, 
5'  =  a»-|-3.a*  +  3.a-|-i, 
4»  =5' +  5.3' +  3.5  +  1, 


(m  +  0'  ^  m*  +  3jn*  +  3m  +  J  » 
lant  la  somme  et  supprimant  les  nombres  3*,  9*,...., 
li  se  trouvent  dans  les  deux  membres,  on  obUent 
té 

m+i)»=i'  +  3(i'+a*  +  5'  + +m*) 

+  3{i+a  +  5+ +  m)  +  m. 
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Si,  pour  simplifier,  on  désigne,  par  S^  la  son 
m  premiers  nombres  entiers,  et  par  S,^  la  soi 
leurs  carrés,  cette  égalité  s'écrit 

(m  +  i)'=i  +  3(S.  +  S.)  +  m; 
d'où 

3(S,  +  8J  =  (m  +  i)'  — (m+i)  =  (m+i)(mM 

=  fn{m  +  I  )  (m  +  a). 

La  somme  des  m  premiers  nombres  entiers  étant  l 
des  termes  d'une  progression  arithmétique,  on  a 


S  __ni(m+i)^ 


Si  l'on  remplace  S^  par  sa  valeur,  il  vient 

58,  =  m{m  +  i)  (''^  +  ^) ^ — ■ — '  =  ^ — ' — ^ 

a  a 

d'où 

(i)  S,- g . 

Telle  est  la  formule  qui  donne  le  nombre  des  bou 
tenus  dans  la  pyramide  à  base  carrée.  Par  ezei 
m  =  10,  on  trouve  S,  =  385. 

Pyramide  triangulaire* 

57,  Une  pile  de  boulets  triangulaire  a  pour 
triangle  équilatéral  ayant  m  boulets  de  côté  ;  sui 
est  placé  un  autre  triangle  ayant  m  —  i  boulets 
sur  celui-ci  un  tiîangle  ayant  m  —  a  boulets  de 
ainsi  de  suite  jusqu'au  sommet  qui  est  formé  d 
boulet. 
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• 

Chaque  triangle  est  formé  de  lignes  de  boulets  disposés 

comme  l'indique  la  figure;  la  première 
ligne  contient  i  boulet,  la  seconde  2, 
la  troisième  3,  etc.;  de  sorte  que  le 
nombre  des  boulets  contenus  dans  un 
triangle  ayant  m  boulets  de  côté  est  la 
somme  des   m  premiers  nombres  entiers,  c'est-à-dire 

-^ — • — '".  Mais  on  a 

a  a         a  * 

Il  en  résulte  que  le  nombre  total  des  boulets,  contenus  dans 
la  pile  triangulaire  qui  a  m  boulets  au  côté  de  la  base,  est 
égal  à  la  moitié  de  la  somme  des  carrés  des  m  premiers 
nombres,  plus  la  moitié  de  la  somme  de  ces  m  premiers 
nombres.  On  a  donc,  en  désignant  par  x  le  nombre  cherché 

a 
Nous  avons  tiouvé  dans  le  numéro  précédent 

3{S,  +  S J  =  m(m  +  i  )  (m  +  a). 

Oo  m  déduit 

,  _  m(m+i)(m  +  a) 

Par  exemple,  si  la  pyramide  a  8  boulets  de  côté  à  la 

^j  elle  renferme  -^^^  ou  120  boulets. 

1.2.5 

« 

Pile  à  base  reclanguïaire. 

68.  Imaginons  une  pile  ayant  pour  base  un  rectangle  de 
^  boulets  d'un  côté  sur  n  de  l'autre,  m  étant  plus  grand 

6 
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que  n;  sur  la  base  est  placé  un  second  rectangle  de 

boulets  sur  n  —  i  ;  sur  celui-ci  u 
sième  rectangle  de  m  —  2  bopl 
n  —  s  ;  et  ainsi  de  suite.  On  arrivQ  f 
n*  rectangle  qui  a  m  —  (n —  1)  boulets  à  Tuo  de  9< 
sur  n —  (n —  1)  à  l'autre,  c'est-à-dire  m  —  n+  1 
c^est  une  Ifgne  ou  arête  de  m  —  n+  i  boulets  qui  f 
sommet  de  la  pile. 

Si  l'on  redescend  du  sommet  à  la  base,  on  trouve  < 
la  file  supérieure  de  m  —  n  +  1  boulets  ;  au-dessous 
rectangle  composé  de  2  files  renfermant  chacune  m  — 
boulets;  au-dessous  un  troisième  rectangle  renf 
3  (m  —  n  +  3)  boulets  et  ainsi  de  suite.  En  général 
tangle  de  rang  k  &  partir  du  sommet  contient  k(m-^ 
boulets;  mais  on  a 

k{m  —  n  -f  *)  =  k{m  —  n)  +  **• 

Si  dans  cette  égalité  on  donne  à  k  successivement 
valeurs  1,  2,  3,....,  n,  afin  d'obtenir  les  n  rectangle 
se  compose  la  pile,  on  a 

i(m  —  n+  1)  =  i(m  —  n)-|-  i*, 
a(m  —  n  +  a)  =  a(m  —  n)  +  a', 
5(m  — n  +  5)=3(m  — n)  +  5% 


n[m  —  n  -f-  n)  =  n[m  —  n)-\'n*. 


En  faisant  la  somme,  on  voit  que  le  nombre  total  d( 
lets  contenus  dans  la  pile  rectangulaire  est  égal  à  la 
des  carrés  des  n  premiers  nombres,  plus  la  sonune 
nombres  multipliée  par  m ^—n.  On  a  donc,  on  app 
le  uombre  cherché, 
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OQ,  pins  Binplement, 

(3)  ^^n(n+ i)(3w  —  w+i) 


6 


«Mmple, 


c(té  sur  10  de  l'autre,  la  pile  contiendra  — '-^ —  ou 

tfolMm]fit3« 

La  méthode  que  nous  avons  employée  revient  à  décom- 
pQier  un  rectangle  quelconque  fe(m — n  +  k)  en  un  carré 
i*  et  un  rectangle  (■i-r-n)k  comme  l'indique  la  figure,  et 
il  est  à  remarquer  que  ce  second  rectangle  a  un  cété  con- 
stant m  —  II,  ce  qui  permet  de  faire  la  somme. 

Triangk  arithmiîique, 

U.  On  appelle  triangle  arithmétique,  w  triant  de 
Pascal,  le  tableau  suivant  qui  renferme  les  eoefiicienta  d^ 
puissances  successives  du  binôme  : 


1 

,  « 

1 

5 

3 

1 

4 

6 

4 

1 

5 

10 

10 

5 

i 

6 

i5 

30 

i5 

6 

1 

• 

7 

31 

55 

55 

ai 

7 

1 

8 

aS 

50 

70 

56 

38 

8 

1 

9 

36 

84 

126 

ia6 

84 

36 

9 

1 

10 

45 

120 

aïo 

a52 

210 

120 

45 

10 

84  CHAPliaE   HK 

La  première  ligne  horizontale  renferme  les  coefficients 
de  la  première  puissance  du  binôme  a;  -|-  a,  la  deuxième 
les  coefficients  du  développement  de  (x  +  a)%  la  troisième 
ceux  de  (x  +  af;  en  général  la  m' ligne  horizontale  ren- 
ferme les  coefficients  du  développement  de  {x  +  a)*,  c'est- 
à-dire  en  mettant  à  part  le  premier  coefficient  i ,  les  nom- 
bres de  combinaisons  de  m  objets,  pris  i  à  i,  s  à  s,  «te 

En  faisant  abstraction  de  la  colonne  des  unités ,  on  vdt 
que  la  première  colonne  verticale  contient  les  nombres  de 
combinaisons  une  à  une  de  i,  a,  3......  objets,  la  seconde 

les  nombres  de  combinaisons  deux  à  deux  de  s,  3,  4v" 
objets  ;  en  général  la  n'  colonne  (toujours  abstraction  faite 
de  celle  des  unités  que  Ton  ne  compte  pas)  contient  les 
nombres  de  combinaisons  nànden,  n+i,  n-|-  s...... 

objets. 

En  un  mot  la  m*  ligne  horizontale  renferme  les  nom- 
bres de  combinaisons  de  m  objets,  la  n'  colonne  verticak 
les  nombres  de  combinaisons  n  à  n.  Ainsi  le  nombre  placé  à 
l'intersection  de  la  m"  ligne  horizontale  et  de  la  w  colomie 

verticale  est  G" . 

m 

Chaque  nombre  du  triangle  arithmétique  égale  le  nomin 
placé  au-dessus  de  lui,  plus  le  nombre  placé  à  gaw^  dt 
ce  dernier.  Ainsi  le  nombre  35  de  la  7**  ligne  ^le  te 
nombre  20  placé  au-dessus  de  lui,  plus  le  nombre  i^ 
placé  à  gauche  de  20.  Ceci  résulte  de  la  relation 


que  nous  avons  démontrée  n**  42  ;  C^^  est  eflTectîvemeï^^ 
placé  au-dessus  de  C*  dans  la  même  colonne  verticale ,   * 

^m-1  ®^^  P^^^  ^  gauche  de  Cl^^  dans  la  même  ligne  ho^' 
zontale. 
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propriété  sert  à  la  formation  du  tableau  :  suppo- 
rtes les  trois  premières  lignes,  on  dira  3  et  i  font  4^ 
font  6,  1  et  3  font  4  ;  écrivant  à  la  suite  l'unité,  on 
quatrième  Hgne.  On  dira  de  même  4  et  i  font  5, 
ont  10,  4  et  6  font  lo,  i  et  4  font  5,  et  Ton  écrira  à 

Timité,  ce  qui  donne  la  cinquième  ligne,  et  ainsi 
3.  Chaque  ligne  horizontale  se  déduit  de  la  ligne 
sDte. 

rHf0RÈii£«  La  somme  des  m  premiers  nombres  d'une 
verticale  quelconque  est  le  m*  notvhre  de  la  colonne 
e. 

['autres  termes,  le  m*  nombre  d'une  colonne  ver- 
[uelconque  est  la  somme  des  m  premiers  nombres 
)lonne  précédente  ;  ceci  résulte  de  la  loi  de  formar- 
tableau.  Considérons,  par  exemple,  le  nombre  56, 
i  nombre  de  la  troisième  colonne  (on  fait  toujours 
tion  de  la  colonne  des  unités)  ;  ce  nombre  égale  %\ 
»,  mais  35  égale  i5  plus  ao,  20  égale  10  plus  10, 
e  6  plus  4)  4  égale  3  plus  1  ;  on  a  donc 

56  =  31  + 15  +  10  + 6  +  3  +  1; 

3  nombre  56  est  la  somme  des  six  premiers  nombres 
enxième  colonne. 

ispection  du  tableau  on  voit  que  le  premier  nombre 
'  colonne  verticale  se  trouve  dans  la  n'  ligne  hori- 
;  le  second  dans  la  n+  i*,  le  troisième  dans  la 
.  En  général  le  m'  nombre  de  la  n'  colonne  ver- 
e  trouve  dans  la  m  +  n  —  1  ligne  horizontale  ;  c'est 

n  _  (m  +  n— i)(m— n  — a) m 

wi  -f  H     i  "~~"  ——————————  , 
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»'  . 


61 .  Les  propriétés  du  triangle  de  Pascal  pènri 

trouver  immédiatement  le  nombre  des  boulets 

dans  une  pile  triangtdaire ,  nombre  que  nous  ax 

obtenu  par  un  autre  procédé.  La  première  colon 

cale  comprend  les  nombres  entiers  consécutifs,  bu 

bres  figurés  du  premier  ordre.  Un  triangle  de  m  b 

côté  étant  formé  de  m  files  successives,  le  nombre 

lets  contenus  dans  ce  triangle  est  la  souuue  des  m 

nombres  de  la  première  colonne  verticale;  c'e 

nombre  de  la  seconde  colonne,  scût,  en  faisant  n  s 

la  formule  (A), 

m(m  + 1) 


1.3 


Ainsi  les  nombres  i,  3,  6, ,  de  la  deuxiè«M 

verticale  du  triangle  arithmétique  sont  les  nombi 
gulaires^  ou  les  nombres  figurés  du  second  or 

nombres  sont  représentés  par  la  formule  générale  — 

Une  pile  triangulaire  de  m  boulets  au  côté  de 
formée  de  m  triangles  successifs  ;  si  Ton  descend  di 
à  la  base,  on  voit  que  la  pyramide  est  la  somme  de 
miers  nombres  triangulaires ,  c'est-à-dire  des  m 
nombres  de  la  deuxième  colonne  verticale  du 
arithmétique  ;  c'est  le  m'  nombre  de  la  troisième 
soit,  en  faisant  n  =:  3  dans  la  formule  (i)i 

m(m+  i)(m  +  a) 

1.2.3 

Ainsi  les  nombres  i,  4»  lo,  *io,  35, ,  inscrit 

troisième  colonne  verticale  sont  les  nombres  pyra 
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es  nombres  figurés  du  troisième  ordre.  Les  nombres  de 
(donne  suivante  expriment  des  sommes  de  pyramidesi 
îaside^te. 

prèe  avoir  évalué  de  cette  manière  la  pyramide  trlangu- 
If  on  (dotient  aisément  la  pyramide  à  base  carrée, 
a  peut  décomposer  le  carré  de  base»  comme  l'indique 
gure  du  n*  66,  en  deux  triangles  équilatéraut  ayant,  le 
nier  m  boulets  au  côté,  le  second  m  —  i  ;  si  Ton  ima- 
I  chaque  carré  décomposé  de  la  même  manière,  on 
que  la  pyramide  carrée  est  la  réimion  de  deux  pyra- 
es  triangulaires  ayant,  la  première  m  boulets  au  côté 
base,  la  seconde  m  —  i .  Le  nombre  des  boulets  conte^ 
dans  la  pyramide  carrée  est  donc  la  somme  des  nom- 
s  de  boulets 

mlm-f-  0(**4*3^)   •  (*'* —  i)m(m4*  0 
I.ÎI.3  i.a.3 

tenus  dans  les  deux  pyramides  triangulaires,  soit,  en 

plifiant, 

m[m  +  i)  (am  -^  i) 
6  • 

4.  Gomme  dernière  application  du  triangle  aritbmé- 
le,  cherchons  la  somme  des  cubes  des  m  premiers  nora- 

9 

» 

]n  cube  quelconque  m' peut  s'écrire 

m*=zm[fn* —  i)-|-m  =  (m —  i)m(m+  i)-f- wi 

^  (m —  \)m{m4- 1)   , 

i.a.3 

nombre  (^—0^(^+0  est  le  m—  i*  nombre  de  la 

1.2.5 
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troisième  colonne  verticale  du  triangle  arithroétique.  La 
somme  des  cubes  des  m  premiers  nombres  égale  donc  six 
fois  la  somme  des  m  —  i  premiers  nombres  de  la  troisième 
colonne,  plus  la  somme  des  m  premiers  nombres.  La 
somme  des  m  —  i  premiers  nombres  de  la  troisième  colonne 
est  le  m —  i*  nombre  de  la  quatrième  colonne,  soit,  en 
remplaçant  m  par  m — i  et  n  par  4  dans  la  formule  (â), 

(m —  i)m(m+  0(^  "f"  ^) 

■        ■  '        I.  ^1        ^ 

i.a.5.4 

On  a  sdnsi  pour  la  somme  des  cubes  des  m  premiers  nooi< 
bres 

4  +—^  4    • 

Il  en  résulte  que  la  somme  des  cubes  des  m  premiers  nwn- 
bres  égale  le  carré  de  la  somme  de  ces  m  premiers  nofD- 
bres. 
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CHAPITRE  IV. 


DBS  LOGARITHMES  ET  DE  LEURS  USAGES. 


^  Kttlf  A2fT  TOUTES  LES  PUISSANCES  d'uN  NOMBRE  QUELCÏONQUE 
POSniP,  PLUS  GRAND  OU  PLUS  PETIT  QUE  I ,  ON  PEUT  REPRO- 
DUIRE TOUS  LES  NOMBRES. 

6S.  Lemme  I.  Les  puissances  successives  ^ un  nombre  pîui 
trand  que  ï unité  vont  en  croissant  et  deviennent  plus  grandes 
t^  toute  quantité  donnée. 

Soit  a  une  quantité  positive  supérieure  à  l'unité.  On  voit 
l'abord  que  ses  puissances  successives  vont  en  croissant  ; 
^w  on  obtient  a*^*  en  multipliant  a**  par  a  ;  le  multiplica- 
eur  a  étant  plus  grand  que  l'unité,  le  produit  a*"^*  est  plus 
Snnd  que  le  multiplicande  a**.  Je  dis  maintenant  que 
Les  puissances  de  a  augmentent  au  delà  de  toute  limite. 
Posons  a  =  1  -{-  a;  en  développant  (i  +  «)••  suivant  la  loi 
du  binôme,  nous  aurons 

1  i.a 
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Tous  les  termes  du  développement  sont  positifs;  A  donc 
on  néglige  le  troisième  terme  et  les  termes  suivants,  on 
diminue  le  second  membre,  et  l'on  a 

Pour  rendre  la  quantité  a"*  plus  grande  qu'une  quantité 
donnée  A,  il  suffit  évidemment  de  rendre  la  quantité  i  -\-m 
plus  grande  que  cette  quantité  ;  on  déterminera  donc  l'ex- 
posant m  de  manière  à  satisfaire  à  l'inégalité 

d'où 

A  — 1 
m  > . 


Ainsi,  lorsque  l'exposant  m  surpasse ,  il  est  certate   : 

que  la  puissance  a""  devient  supérieure  à  la  quantité  A, 
si  grande  qu'elle  soit.  Donc  les  puissances  successives 
du  nombre  a  plus  grand  que  l'unité  augmentent  indéfi- 
niment. 

Soit,  par  exemple,  a  =  i  „i  ;  on  peut  affirmer  que  a*  sur- 
passera 1 000  si  m  est  plus  grand  que  ^^  ou  que  9990. 

o,  1 

Mais  on  n'a  pas  ainsi  les  plus  petites  puissances  de  a  supé- 
rieures à  1000. 

6i.  Lemms  II.  Ia%  puissances  suceesHteê  fun  nombre  pf^ 
petit  que  Tuniti  vont  en  décroissant  et  deviennent  phn  p^ 
tites  que  toute  quantité  donnée. 

Le  nombre  a,  étant  inférieur  à  l'unité,  peut  être  rtiprf* 

sente  par  — ; — ,  et  Ton  a 

^       1  -[-  a 
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ar^ 


(t+«r" 


uffld  rexporiam  m  croit  indéfiniment ,  le  dénominateur 
gmentant  indéfiniment,  la  fraction  diminne  et  tend  vers 
th 

)5.  Lemme  in.  La  racine  d'un  nombre  supérieur  à  f  unité 
supérieure  à  Vunité^  et  ton  peut  prendre  Vindice  du  ra- 
d  assez  grand  p&ur  que  la  racine  diffère  de  Vunilê  d'une 
Mité  fnoindre  que  toute  quantité  donnée. 
!mt  a  un  nombre  supérieur  à  l'unité.  Je  dis  d'abord 

I  y  a  surpasse  l'unité  \  car  un  nombre  plus  petit  que 
lité,  élevé  à  la  n'  puissance»  ne  pourrait  reproduire  le 

ibre  a  plus  grand  que  l'unité.  Nous  voulons  rendre  y  a 
fienre  à  i  +  «»  *  étant  une  quantité  donnée  très-petite  ; 
'agit  donc  de  satisfaire  à  l'inégalité 

i  la  suivante 

en  vertu  du  lemme  I,  si  petite  que  soit  «,  on  peut  tou- 
8  prendre  l'exposant  n  assez  grand  pour  que  (i  +  *)'' 


D  veut ,  par  exemple ,  que  ya  diffère  de  l'unîté  de 
asdeotooi.  On  prendra  n  plus  granchjue ,  c'est- 

re  plus  grand  que  i  ooo. 

DftOLLAiRE.  Toute  puissancc  fractionnaire  d'un  nombre 
grand  que  Tunité  est  plus  grande  que  Vunité.  Car 

âgoifie  y  a*  ;  le  nombre  a  étant  supérieur  à  l'unité^  sa 
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puissance  a**  est  supérieure  à  l'unité,  et  la  racine  de  cette 
dernière  quantité  est  aussi  supérieiure  à  l'imité. 


66.  Lemme  IV.  Les  racines  d'un  nombte  inférieur  à 
stmi  inférieures  à  T unité ,  et  ïan  peut  prendre  IHnike  is 
radical  assez  grand  pour  qMC  la  racine  diffère  de  fuwU 
d^une  quantité  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Si  le  nombre  a  est  ihférieur  à  l'unité,  ya  sera  aussi  in- 
férieure à  l'unité  ;  car  un  nombre  supérieur  à  l'unité,  ékfé 
à  la  n'  puissance,  ne  pourrait  reproduire  le  nombre  a  in- 
férieur à  l'unité;  d'autre  part,  le  nombre  a,  inférieure 

l'unité,  peut  s'écrire  sous  la  forme  •-; ,  a!  étant  supérieur  i 

l'unité,  et  l'on  a 


Le  dénominateur  tendant  vers  l'unité,  quand  l'indice  n  du 
radical  augmente  indéRniment,  la  fraction  tend  elle-mèffle 
vers  l'unité. 

Corollaire.  Toute  puissance  fractionnaire  d'un  nmbn 
plus  petit  que  Tunité  est  plus  petite  que  Vunité. 

67.  Théorème.  La  fonction  a'  varie  S  une  manière  ewA- 
nue^  quand  x  croit  d'une  manière  continue. 

On  appelle  fonction  en  mathématiques  une  expression 
qui  contient  une  lettre  désignant  une  quantité  variaHc. 
L'expression  ax*  —  4^  +  5  est  une  fonction  enti^  de  b 
variable  x.  L'expression  a'  est  une  fonction  exponentidli 
de  x;  on  la  nomme  ainsi  parce  qae  la  variable  or  est  en  ex- 
posant. 

Nous  supposons  le  nombre  a  positif  et  plus  grand  que 
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lité*  Je  dis  d'abord  que  lorsque  la  variable  x  croit,  la 
:tion  a'  croît.  En  effet,  si  l'on  donne  à  la  variable  x  un 
'oifisement  A,  la  fonction  devient  a'^^,  et  éprouve  une 
ation  marquée  par 

o^*  — a'  =  a'(a'*— i). 

i  a^  est  supérieure  à  l'unité,  parce  que  toute  puissance 
I  nombre  a  supérieur  à  l'unité  esl  elle-même  supérieure 
mité;  donc  la  différence  a**** — a' est  positive,  et  par 
3  o^^  est  plus  grande  que  a'.  Ainsi,  quand  a  est  plus 
id  que  l'unité ,  la  fonction  a'  croit  en  même  temps  que 
uriablex. 

)  dis  maintenant  que  l'on  peut  donner  à  la  variable  x 
iccroissement  h  assez  petit  pour  que  la  fonction  a' 
wxve  un  accroissement  plus  petit  qu'une  quantité  don- 
a.  En  effet,  supposons  h  plus  petit  qu'une  fraction 

a  forme  -,  n  étant  un  entier  très-grand;  en  vertu  du 

ne  m,  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  a^ 

la  diffère  de  l'unité  d'une  quantité  plus  petite  que  -;; 

i 
naiitité  a\  étant  moindre  que  a*^,  puisque  h  est  infè- 
re à  -,  différera  de  l'unité  d'ime  quantité  encore  plus 

te,  et  la  différence  a*^*  —  a'  sera  moindre  que  a*  x  -z 

*  a 

oc  a.  Ainsi  l'accroissement  de  la  fonction  peut  être  rendu 

petit  qu'une  quantité  donnée,  si  petite  qu'elle  soit;  en 

[très  termes,  lorsque  l'accroissement  de  la  variable  tend 

\  zéro,  celui  de  la  fonction  tend  aussi  vers  zéro. 

ta  dit  qu'une  grandeur  varie  d'une  manière  continue 

qu'elle  ne  peut  aller  d'une  valeur  à  une  autre  sans 


pasaer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires.  Une  fonetioi 
est  continue  lorsqu'à  une  variation  infiniment  petite  dok 
variable  correspond  une  variation  infiniment  petite  de  b 
fonction  ;  car  si  la  fonction  sautait  brusquement  d'une  nb 
leur  à  une  autre ,  elle  éprouverait  une  variation  finie  pov 
une  variation  infiniment  petite  de  la  variable. 

U  résulte  de  ce  qui  précède  que  lorsque  la  variaUes 
croit  d'une  manière  continue ,  la  foneticm  exponentiéUs  ap 
croît  aussi  d'une  manière  continue. 

Nous  avons  supposé  le  nombre  positif  a  plus  grand  qM 
l'unité.  Supposons-le  maintenant  plus  petit,  et  poaoM 

a  =  -7 ,  a'  étant  supérieur  à  l'unité.  On  a 

Ix)rsque  x  croit  d'une  manière  continuel  a'*  crolt|  et  pv 
conséquent  a'  décroît  d'une  manière  continue. 

08.  CoBOLLAiRE.  Voyous  maintenant  les  valeunparkB- 
quelles  passe  )a  fonction  exponentielle  a'  quand  oo  M 
croître  x  d'une  manière  continue  de  —  c»  à  +00.  Suppo* 
sons  d'abord  a  supérieur  à  l'unité ,  et  faisons  orottie  1 
de  o  à  -^  c»)  pour  (r  =  o,  on  a  a^  ="  1;  quand  «;  est  ini' 
niment  grand ,  en  vertu  du  lemme  J ,  a*  est  aussi  infini- 
ment grand;  ainsi,  quand  x  croît  de  0  à  +  ^t  1&  ^ 
tion  a'  croît  de  1  à  +  o^  Faisons  maintenant  décroître  i^ 
de  0  à  — c»,  et  pour  cela,  posons  x=  --af^  af  étant  po- 
sitive; on  a 

1 

quand  x'  croit  de  o  à  -{-  <x>,  a''  croit  de  i  à  -f-  oo,  et  pV 
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oséquent  a*  décroît  de  i  à  o.  En  résumé ,  lorsque  la  va- 
or  X  croU  d'une  manière  continue  de  —  oo  à  -f  od,  a 
mt  supérieur  à  l'unité ,  la  fonction  a'  croit  d'une  manière 
atinue  de  o  à  +  oo.  n  est  à  remarquer  que  la  fonction 
flse  par  toutes  les  valeurs  positives  et  qu'elle  ne  passe 
l'une  fois  par  chacune  d'elles,  puisqu'elle  va  constamment 
augmentant. 
Considérons  maintenant  le  cas  où  le  nombre  a  est  infé- 

mr  à  l'unité,  et  posons  a  =  — ,  a'  étant  supérieur  à  l'u- 
té,  ce  qui  donne 

)  voit  que  lorsque  x  croit  de  o  à  +  oo,  a'«  croissant  de 
li  +  oo^  0"  décroit  de  i  à  o,  et  que ,  lorsque  x  décroit  de 
^•r-oo»  a'*  décroissant  de  i  à  o,  a'  croit  de  i  à  +  oo. 
tti,  quand  x  croit  d'une  manière  continue  de  —  cx>  à  +  oo , 
(tant  inférieur  à  l'unité,  la  fonction  a*  décroît  d'une  ma- 
rs continue  de  +  c^  à  o.  La  fonction  passe  encore  par 
lies  les  valeurs  positives  et  une  seule  fois  par  chacune 

nés. 

19.  Remarque.  Nous  pouvons  maintenant  donner  d'une 
niftre  très-nette  la  signification  de  l'exposant  incommen- 
ilAs  dont  nous  avons  déjà  dit  quelques  mots  (n*  18). 

it  d^t  et  pour  préciser,  supposons  a  supérieur  à  l'u- 
é;  le  nombre  incommensurable  v/2  est  la  limite  com- 

na  de  deux  nombres  fractionnaires  —  et  — ^^^,  qui 

n  n 

Sèrent  entre  eux  d'une  quantité  aussi  petite  qu'on  veut, 

•  dont  les  carrés  comprennent  2  ;  en  remplaçant  y^  par 
3S  nombres  approchés ,  on  obtiendra  deux  séries  de  puis- 
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M  «M-t 

sances  fractionnaires  a**  et  a  "  ,  les  premières  plus  petites   | 
que  les  secondes ,  et  telles  que  leur  différence  peut  être 
rendue  plus  petite  qu'une  quantité  donnée;  il  existe  donc 
entre  ces  deux  séries  de  grandeurs  une  grandeur  déter- 
minée qui  en  est  la  limite  commune  ;  c'est  cette  limite  que 

désigne  a!^*. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES   DES  LOGARITHMES. 

Définition. 

i 

70.  On  appelle  logarithme  d'un  nombre  l'exposant  de  la  : 
puissance  à  laquelle  il  faut  élever  un  nombre  positif  cod-  ! 
stant  a  pour  reproduire  le  nombre  proposé. 

Nous  avons  vu  que,  lorsque  x  croit  d'une  manière  con- 
tinue de  — Qo  à  +  cr>^l2L  fonction  a'  passe  par  toutes  te 
valeurs  positives  et  ne  passe  qu'  une  fois  par  chacune  d'dks; 
il  en  résulte  que  tous  les  nombres  positifs  ont  des  loga- 
rithmes, et  que  chacun  d'eux  n'a  qu'un  logarithme.  Si  k 
nombre  constant  a  est  supérieur  à  l'unité,  les  nombres 
plus  grands  que  l'unité  ont  des  logarithmes  positifs,  ^ 
nombres  plus  petits  que  l'unité  des  logarithmes  négati& 
Si  a  était  inférieur  à  l'unité,  les  nombres  plus  grands qtf 
l'unité  auraient  au  contraire  des  logarithmes  négatifs,  b 
nombres  plus  petits  que  l'unité  des  logarithmes  positifc 
Les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  l(^arithmes  réels. 

Nous  désignerons  le  logarithme  d'un  nombre  par  Uao- 
tation  log. 

Les  logaritiimes  jouissent  de  propriétés  très-remanioa^ 
blés  que  nous  allons  démontrer. 

71.  Théorème  I.  Le  logarithme  du  produit  de  ph»^ 
facteurs  égale  la  somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs^ 
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Soient  deux  nombres  y  et  y\  dont  nous  appellerons  x  et 
X  les  logarithmes  ;  d'après  la  définition  même  des  loga- 
rithmes, on  a 

û*  =  y.' 
o''  =  y'. 

Multiplions  ces  deux  égalités  membre  à  membre ,  il  vient 
L'exposant  x  +  a/  est  le  logarithme  du  produit  y\j  ;  on  a 

dODC 

iog{yy)  =  iogyH-iogy. 

La  même  démonstration  s'applique  à  un  nombre  quel- 
conque de  facteurs.  Soient  trois  nombres  j/,  y\  y\  ayant 
pour  logarithmes  x,  x\  af'  ;  on  a  de  même 


«■'—y. 

• 

ct|en 

multipliant 

a^''«"'  =  yy'y-; 

QOOC 

log(yy/)  = 

slogy  +  logy* 

+  logy''. 

72.  Théorème  II.  !«  logarithme  iVun  quotieni  égale  le 
bfcrifftnitf  du  dividende  moins  le  logarithme  du  diviseur. 
En  divisant  membre  à  membre  les  deux  égalités 


û'  =  /A 


a"  =  !/, 
OQa 
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OT"^  =  ^, . 


L*exposant  x—x'  est  le  logarithme  du  quotient  ^.  Donc 

log^  =  logy  — logy*. 

y 

73.  Théorème  III.  le  logarithme  de  la  puissaniu  d'un 
nombre  égale  le  logarithme  de  ce  nombre  multiplié  par  TtA- 
dice  de  la  puissance. 

Si  l'on  élève  à  là  m'  puissance  (m  étant  un  nombre 
quelconque,  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif], 
les  deux  membres  de  l'égalité 


il  vient 


Donc 


a' 

=y» 

a** 

=  y-. 

•og(r)  = 

=  m  log  y. 

7A.  Théorème  IV.  Le  logarithme  de  la  racine  d'un  nomir^ 
égale  le  iogariti.me  de  ce  nombre ,  divisé  par  f  indice  it  ^ 
racine. 

Ce  théorème  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  prè- 

cèdent;  cai-  \fy  s'écrit  y**,  et  'on  a 

n 

L'emploi  des  logarithmes  simplifie  beaticoup  led  talcals 
numériques  ;  car  la  multiplication  est  remplacée  par  lU^ 
addition,  la  division  par  une  soustraction,  l'élévation  à  «i» 
puissance  par  une  multiplication ,  l'extraction  d'une  racine 
par  une  division. 
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tjfik  DES  NOMBBlSS  SOtfT  EN  ^BOGRESSION   GÊodÊTBlQUE  , 
Jte  UdGAftltHlllS  SOl^  iSN  tàoGRES^Olf  ÀÉITHlIÉTlQtJE; 

K  Si  l'on  prend  les  logarithmes  des  termes  d'une  pro- 
Aùù  iJéoiliiitrique 

a:  ariat''*  :  ar*: f 

:  la  raison  est  r»  on  forme  évidemment  une  progression 
imétiqué 


a .  loga  4~  "ogr .  loga  4-  9  log r .  logd  -|*  3  log  r 


it  pour  raison  log  r. 

Q  arithmétique,  on  a  coutume  de  définir  les  loga- 
(héâ  par  dèttjk  pHigtessions,  l'une  gëométriqtté  cotniUeb- 
;  par  Funité,  l'autre  arithmétique  commençant  par 

1  :  a  :  a*  :  a*  : 

o  •  6  •  a6  .  Si  •  . 


•  •  •  • 


'on  i^^pelle  logarithme  d'un  terme  quelconque  de  la 
(rcMoii  géométrique  le  terme  correspdndaîit  de  lit  pto- 
lUtfd  ftrithmétiqtiè  ;  afin  d' avoir  les  logarithmes  âè  tous 
UbÉiiMes  aVec  une  grande  approximation ,  ôil  ihsère  un 
nd  nombre  de  moyens  entre  deux  termes  coUSétttdfS  de 
irogression  géométrique,  et  le  même  nombre  de  moyens 
re  deux  termes  consécutifs  de  la  progression  aritiimé- 
lé.  li  est  aisé  de  voir  que  cette  définition  des  logarithmes 
les  progressions  revient  à  la  définition  que  nous  venofos 
loîiner  par  les  exponentielles. 
km^dérons  les  deux  progressions 

I ,:  a  :  a*  :  tt'  : 
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Si  l'on  insère  n — i  moyens  entre  deux  termes  consécutife 
des  deux  progressions ,  la  raison  dç  la  progression  géomé- 
trique devient  ya  ou  a^y  celle  de  la  progression  aritbmé- 
tique  - ,  en  sorte  que  les  deux  progressions  ainsi  déve- 
loppées  s'écrivent 


lis 

i  :  a**  :  a*  :  a*  : .  . 

m 
•    •    •  w    •  •    • 

•  •  • 

1      a     3 
n     n     n 

m 

►  »  •  ""■"  •  •  • 
n 

•  •  • 

Sous  cette  forme ,  on  voit  qu'un  nombre  quelconque  a"  de 
la  progression  géométrique  a  pour  logarithme  rexposant- 

Vf 

de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  le  nombre  con- 
stant a  pour  avoir  le  nombre  proposé.  La  base  a  d'un  sys- 
tème de  logarithmes  est  le  nombre  qui  a  pour  logarithme 
l'unité. 


COMMENT  ON  PASSE  d'UN  SYSTÈME  DE  LOGARITHMES  A  UH 
AUTRE  SYSTÈME.  LOGARITHMES  NÉPÉRIENS.  LOGARITHlfES 
VULGAIRES.  CE  QU'ON  APPELLE  MODULE  d'UN  STSTÈiE  tf 
LOGARITHMES. 

76.  La  base  d'un  système  de  logarithmes  est  un  nombre 
positif  constant,  que  l'on  peut  choisir  à  volonté.  Supposons 
que  l'on  ait  calculé  les  logarithmes  des  nombres  dans  le 
système  dont  la  base  est  a,  et  que  l'on  veuille  les  calculer 
dans  un  autre  système  ayant  pour  base  a'.  Appelons  x  le 
logarithme  d'un  nombre  quelconque  y  dans  le  premier  sys- 
tème, x'  le  logarithme  du  même  nombre  dans  le  second 
système,  on  aura  * 
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oà 

renoDs  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  égalité 
ms  le  premier  système ,  en  remarquant  que  le  logarithme 
i  a  est  l'unité ,  il  vient 

X  =  j/  log  a', 
où 

• 

Ainsi  les  logarithmes  des  mêmes  nombres  dans  les  deux 
^sternes  sont  proportionnels,  et  Ton  a  la  règle  suivante  : 
mr  passer  d^un  système  de  logarithmes  à  un  autre  ^  il 
ifU  de  multiplier  les  logarithmes  du  premier  système  par 
merse  du  logarithme  de  la  nouvelle  base  pris  dans  le  pre- 
ûr  système. 

77.  Les  logarithmes  ont  été  inventés  au  commencement 
Q  XVII'  siècle  par  l'Écossais  Néper^  qui  prit  pour  base  le 

ombre  incommensurable  e=  2,7182818 ;  les  loga- 

thmes  de  ce  système  ont  été  appelés  logarithmes  hyperb- 
oliques y  ou,  du  nom  de  Tinventeur,  logarithmes  népériens. 
e  sont  ceux-là  qui  se  présentent  naturellement  dans  l'ana- 
1»  mathématique  ;  on  les  désigne  ordinairement  par  la 
ttre  L. 

Hais  les  logarithmes  népériens  ne  sont  pas  commodes 
Qnr  les  calculs  numériques,  parce  qu'ils  ne  sont  pas  en  har- 
K)meavecnotrenumérationdécimale.C'estpourquoi^riSf(/5, 
ontemporain  de  Néper,  proposa  de  remplacer  la  base  e  par 
^base  dix  de  notre  système  de  numération.  Ce  sont  les  lo- 
arithmes  de  Briggs  dont  on  fait  habituellement  usage  dans 
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les  calculs  numérique  ;  od  les  a  pommés  pour  cette  raison 
logarithmes  vulgaires  ;  nous  les  désignerons  par  le  signe  iag, 
On  appelle  module  d'un  système  de  logariUunes  le  nombre 
constant  par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes  népé- 
riens  pour  avoir  les  logarithmes  du  système  considéré.  Soit 
a  la  base  d'un  système  de  logarithmes  ;  d'après  ce  qui  a  été 
dit  précédemment ,  son  module  M  sera 

c'est-à-dire  l'inverse  du  logarithme  népérien  de  la  base.  Le 

module  des  logarithmes  vulgaires  est  M=:o,434&9448^. 

Lorsqu'on  passe  d'un  système  dont  la  base  est  a  à  un 
système  dont  la  base  est  a',  le  multiplicateur  constant 

j j  s'appelle  module  relatif  du  premier  système  au  «- 

cond.* 

78.  Il  est  bon  de  faire  voir  pourquoi  Néper  a  choisî  le 
nombri»  incommensurable  e  pour  baae  de  son  systèiofi  de 
log^Mithmes.  Cop^dérons  1^  deux  progressions 


0  .       p  ap       .      Jsp       . 


cl^f^s  lesquelles  a  et  p  sont  d^s  qu^^itités  trè^petitMi  ^^ 
que  les  termes  des  deux  progressions  croissent  par  degr^ 
très-petits,  et  que  Ton  ait  ainsi  les  logarithmes  de  toualfl^ 
nombres  avec  une  grande  approximation.  Népoi'  a^pf^^ 
jQodule  d^s  logarithmes  définis  par  ces  deux  prqgn^oiaM 

Q 

le  rapport  - ,  ou  plutôt  la  Ihnite  de  ce  rapport ,  quand  «  ^ 

p  tenaient  simultanément  vers  zéro ,  et  il  distii^udt  cbaqi^ 
système  de  logarithmes  par  son  module.  L'idée  \m  yic^ 
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akn  cTadopter  le  système  dont  le  iqodule  est  r^oHéi  oelui 
ifS'û  T^gBirétÀi  eopiBie  le  plus  simple.  Si  Von  Ait  ft  as  «  Jes 
deux  progmeiaDS  deviennent 


1  :  i  +  a:(i  +  ii)^:(i-f-a)«: 

1     .       a     .       aa       .       5a    . 


(m 


Telles  sont  les  deux  progressions  par  lesquelles  Néper  défi- 
nissait son  système  de  logarithmes.  Calculons  la  base  de 
ce  système ,  c'est-à-dire  le  nombre  qui  a  pour  logaritbfpe 
Timité  ;  soit  ma  le  terme  de  la  progression  arithmétique  qui 
est  égal  à  l'unité,  ou  à  peu  près,  le  tenue  correspondant  de  . 
hirogrestion  géométrique  est  (i  +  «)•;  puisque  ma  ?=  i , 

a«=f  ^et  (!+«)•*=  (i+^J    ;  lorsque  a  tend  vers 
2éio,  m  augmente  indéfiniment ,  et  le  nombre  (  >  +  -^j 

N4  W^  ^  4?^te  a,  qui  edt  In  baaei  des  logmtbmes  9e- 
P4rien&> 

P4«AgïÉÇISTÏQlIES  lîÉGATÏYW, 

79.  Dans  un  système  quelconque  Içs  puissances  de  la 
tase  a\  q*,  a'.....  ont  évidemment  pour  logarithmes  Içs 

lUnbres  entiers  1,  2,  3 Dans  le  système  vulgaire,  ce 

ont  les  puissances  de  10,  savoir  10,  100,  1000, qui 

nt  pour  logarithmes  les  nombres  entiers  successifs.  Les 
9g8iitbmes  ont  été  calculés  en  décimales  ;  la  partie  entière 
rnn  logarithme  s'appelle  earaeiérisHque. 

80,  Les  nombres  plus  petits  que  l'unité  ont  leurs  loga- 
îthmes  n^atifs;  les  logarithmes  négatifs  étant  incommodes 
ians  la  pratique,  on  leur  substitue  des  k^rithroes  qui  ont 


leur  partiel  décimale  positive  et  leur  caractéristique  seale- 
ment  négative.  Soit  Iç  nombre  o,o5564  plus  petit  que  l'u- 
nité ;  son  logarithme  est  négatif  et  a  pour  valeur 

—  i,û48o6a3. 

Écrivons  ce  logarithme  de  la  manière  suivante 

—  2  +  »  —  0,4480625  =.  —  2  +  0^5529377, 

ou  plus  simplement 

"2,5529377. 

Sous  cette  forme  le  logarithme  a  sa  partie  décimale  posi- 
tive ;  le  signe — ,  placé  au-dessus  de  la  partie  entière,  in- 
dique que  la  caractéristique  seule  est  négative.  La  côtêù' 
téristique  négative  du  logarithme  d'un  nombre  décimal  fk» 
petit  que  P unité  renferme  un  nombre  d* unités  marqué  parU 
rang  du  premier  chiffre  significatifs  à  partir  de  la  tirçt/k 
En  effet,  soit  m  le  rang  du  premier  chiffre  significatif  i 
partir  de  la  virgule  dans  le  nombre  proposé  y  ;  le  produit 
y  X  10"*  étant  compris  entre  1  et  10,  son  logarithme  a  zéro 
pour  caractéristique,  avec  une  partie  décimale  positive; 
pour  revenir  au  nombre  y  il  faut  diviser  par  1  o*,  c'esU- 
dire  retrancher  m  du  logarithme  ;  le  logarithme  de  y  aura 

donc  une  caractéristique  négative  m ,  suivie  d'une  partie 
décimale  positive. 


UN  NOMBR£  ÉTANT  DONNÉ  «   TROUVER   SON  LOGARITHME  PAR  t^ 
MOYEN   DES  TABLES    DE    CALLET.  —  UN    LOGARirmUE  ÉTAT^ 

DONNÉ,    TROUVER    LE    NOMBRE    AUQUEL    IL    APPARTIENT.- 

USAGE   DES   PARTIES   PROPORTIONNELLES. 

{Voyez  la  première  partie ,  n*»  211  à  226) . 
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USiGE  DE  LA  RÈGLE  A  CALCUL. 

Je  renvoie  le  lecteur  à  la  note  placée  à  la  fin  du  volume. 

BÉSOLUnON  DES  ÉQUATIONS  EXPONENTIELLES  AU  MOYEN 

DES   LOGARITHMES. 

81.  On  appelle  équation  exponentielle  une  équation  de  la 

>rme 

m  laquelle  a  et  &  sont  deux  quantités  positives  données  « 
«posant  X  l'inconnue  qui  doit  vérifier  Tégalité.  11  est 
oie  de  résoudre  une  semblable  équation  au  moyen  des 
prithmes.  Si  Ton  prend  les  logarithmes  des  deux  mem- 
«8  de  l'équation ,  on  a 


où 


xloga 

=  log6; 

X 

logô 
logû' 

Q  obtient  ainsi  la  valeur  de  Tinconnue. 


Exemples. 
i'  7'=  1254 

log7  0,84509804        '        •'' 

2*  5'  =  0,462 

log  0,462  ^  ^ 

X  =  -T-~—  =  —  0,702878. 

loij3 
^O  peut  encore  résoudre  des  équations  exponentielles 
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plus  compliquées  que  la  précédente.  Soit  TéqnatioD 

dans  laquelle  le  premier  membre  signifie  que  le  nombre  a 
est  élevé  à  une  puissance  marquée  par  h' y  les  trois  lettres 
a^  by  c  désignant  d'ailleurs  des  nombres  donnés  poâtifs. 
En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  »  on  a 

A'Xloga  =  logc, 
d'où  ■ 

Ô'  =  Î28£ 
logû 

On  est  ramené  ainsi  à  Fexponentielle  ordinaire.  Pourqœ 
la  question  soit  possible ,  il  faut  que  a  et  c  soient  tous  deux 
supérieurs  ou  tous  deux  inférieurs  à  Tunité ,  afin  qne  le 
second  membre  ait  une  valeur  positive.  Si  Toti  proïd  une 
seconde  fois  les  logarithmes ,  on  a  j 

a?  log  é  =  log  log  c  —  log  log  a; 
d'où 

_  log  log  c  —  log  log  g 

""""  log*  ^ 

INTÉRÊTS   GOMI^OSÊS.    ANNUTTÉS. 

Voyez  la  première  partie ,  n**  227  à  238. 
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CHAPITRE  V. 

DBS  FONCTIONS  DÉRIVÉES. 


ÉTELOPPEMENT  d'uNE  FONCTION  ENTIÈRE  f{x)  SUIVANT  LES 
PUISSANCES  CROISSANTES  DE  h  QUAND  ON  REMPLACE  X  PAR 
^ -{- A*  *f- I^RIYÉB  û'UNE  FONCTION  ENTIÈRE. 

82.  Considérons  un  polynôme  entier  par  rapport  à  Xy 

Qs  lequel  les  coefficients  A^,  A,,  A,,  ./•••  sont  des  con- 
Ates ,  X  une  variable.  Pour  abréger  nous  représenterons 
polynôme  par  le  symbole  f{x)  que  Ton  énonce  fonction 
â?,  et  qui  nous  servira  plus  tard  à  désigner  une  fonction 
lélconque  de  x. 
^  Von  remplace  la  variable  x  par  x+  hyil  vient 


v+h)  =  A,(x  +  hr  +  A,[x  +  h)^-'  +  A,(x+h)-^'  + 

+  A^j(a:  +  A)  +  A^, 

f  en  développant  chaque  terme  suivant  la  loi  du  binôme  * 
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4-A«,-,x 
+A« 


■1"Am— 1 


1 


+(m-.iXm— 2)A<,a?^» 
+(m— 2Xm— 3)A,a^* 


•    «••••     v*\i 


ir^^ 


1 


Dans  la  première  colonne  verticale  nous  retrouvons  k 
polynôme  proposé  f{x)  ;  dans  la  seconde  colonne  qui  on- 
tient  h  en  facteur  se  trouve  un  polynône  du  degré 
m —  1  que  nous  désignerons  par  f'{x)  ;  de  même  nousre-  ' 
présenterons  par  r{x)y  f"'{x)y  .....  les  polynômes  con- 
tenus dans  les  colonnes  suivantes ,  et  le  développem^ 
s'écrira 


f[x+h)=f(x)+rix)^+r{^)^+r{^)-±-+ 

1  1*3  1«3*«9 


•  •••t 


+ r'{^) 


A- 


1.2 


m 


83.  Le  polynôme 


f(x)==mX,x^-'  +  (m--  i)  K,x^'  + +  A^, 

coefficient  de  A  dans  le  développement  de  f{x  +  k)^  * 

nomme  la  dérivée  du  polynôme  proposé.    On  la  fwo* 

d'après  cette  règle  très-simple  :  Pour  avoir  la  dérivée  <f «* 

poiynôine  entier,  muUipliez  chaque  ternie  par  Texpow»* 

de  X  dans  ce  terme  ^  et  diminuez  ensuite  cet  exposant  t^ 

unité. 

h* 
Le  polynôme  f'i^)^  coefficient  de  —  dans  le  dévelc^J 

pement,  se  déduit  du  polynôme  f'{x)  suivant  la  même  l 
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'appelle  pour  cette  raison  dérivée  de  la  dérivée,  ou  déri- 
seconde  du  polynôme  proposé. 

.e  polynôme  ^f"{x)  se  déduit  de  même  du  polynôme 
c)  suivant  la  loi  ordinaire  de  dérivation  ;  c'est  la  déri- 
de la  dérivée  seconde,  ou  la  dérivée  troisième  du  poly- 
ne  proposé,  et  ainsi  de  suite. 

iC  polynôme  proposé  étant  du  degré  wi,  sa  dérivée  pre- 
îre  est  du  degré  m  —  i ,  sa  dérivée  seconde  du  degré 
—  a,  sa  dérivée  troisième  de  degré  m  —  3,  et  ainsi  de 
be,  chaque  dérivation  diminuant  d'une  unité  le  degré. 
dérivée  de  Tordre  m  est  du  degré  zéro;  c'est  une  con- 
ute.  Les  dérivées  suivantes  sont  nulles.  Ainsi  un  poly- 
De  du  degré  m  a  m  dérivées. 

Exemple. 

f[x)  =  x^  +  5wc'  —  7X  -f-  ^• 

^  appliquant  la  règle  énoncée  «plus  haut,  on  obtient  les 
ivées  successives  : 

f[x)  ==  3a:'  +  \ox  —  7, 

Q  est  à  remarquer  que  le  terme  constant  du  polynôme 
>po8é  n'entre  pas  dans  la  dérivée  ;  que  les  deux  derniers 
mes  n'entrent  pas  dans  la  seconde  dérivée,  etc.  Le  pre- 
er  terme  entre  seul  dans  la  dernière  dérivée. 

DÉRIVÉE  d'une  fonction  QUELCONQUE  EST  LA  LIMITE  VERS 
LAQUELLE  TEND  LE  RAPPORT  DE  L* ACCROISSEMENT  DE  LA 
PONCTION  A  l'aCCROLSSEMENT  DE  LA  VARIABLE,  LORSQUE 
CELUI-CI   TEND  VERS   ZÉRO. 

8A.    Nous  avons  vu  que,  lorsque  dans  une  fonction 
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entière  f{x)  on  donne  à  la  variable  x  raocrooeai 
fonction  devient 

f[xJth)=f[x)Jtf\x)  * + n^)  ^  + + /^->(*] 

Elle  éprouve  une  variation  ou  un  accroissement 

On  appelle  accroissement,  en  mathématiques,  la 
d'une  quantité,  que  cette  variation  soit  positive 
tive.  Si  Taccroissement  ft  de  la  variable  est 
r  accroissement  k  de  la  fonction  est  aussi  trës-pft 
somme  d'un  nombre  déterminé  de  quantités  ixi 
si  le  premier  tend  vers  zéro,  le  second  tend  aussi 
Ainsi  à  un  accroissement  infiniment  petit  de  1 
correspond  un  accroissement  infiniment  petit  de  k 
on  en  conclut  qu'une  fonction  entière  par  rapport 
d'une  manière  continue,  quand  x  varie  d'une  ma] 
tinue. 

Prenons  maintenant  le  rapport  de  Tacc^'oissen 
fonction  à  l'accroissement  de  la  variable,  nous  au 


«1-1 

* 


m 


Si  l'on  fait  tendre  h  vers  zéro,  k  tend  ausâ  vers  1 

on  voit  que  leur  rapport  r-  tend  vers  une  quant 

minée /'(x).  Ainsi  la  dérivée  d'une  fonction  enti* 
limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  de  l'accroissëti 
fonction  à  l'accroissement  de  la  variable  1  lorsqii 
tend  vers  zéro. 


DtUlVÉES^  lli 

B  propriété  de  la  dérivée  d'une  fonction  entière  a  été 
omme  définition  de  la  dérivée  d'une  fonction  con- 
[ulconque.  Ainsi  nous  dirons  que  la  âérMiB  éfune 
»  etmHnuê  M  la  Kmile  vers  laquelle  tend  le  rapport 
àntuement  àe  la  fonction  à  f  aecroiêsetneni  ie  la  ta-- 
quMd  et  hrf-d  tend  vere  zéro. 
peat  fidie  comprendre,  à  Vaide  d'une  figure,  com- 
0  tafpott  des  accroissements  tend  en  ^éral  vers 
Doitt  finis  et  détenninée.  Soit  y  =  f{x)  la  fonction 
fée.  Traçons  dans  un  plan  deux  droites  fixes  OX  et  OY, 

Tune  horizontale ,  l'autre 
verticale  ;  à  partir^  du  point 
0  portons  sur  la  première 
une  longueur  OP  égale  à 
une  valeur  quelconque  de 
la  variable  x;  au  point  P 
élevons  une  perpendiculaire 
sur  laquelle  nous  prendrons 
ugueur  PM  égale  à  la  valeur  correspondante  de  la 
m  y,  et  opérons  de  même  pour  chaque  valeur  de  x. 
action  étant  continue,  le  lieu  des  points  M  ainsi 
is  formera  une  courbe  qui  représentera  la  marche 
Tonction.  Afin  d*  étendre  ce  mode  de  représentation  à 
les  valeurs,  on  convient  de  porter  les  valeurs  po- 
(  de  a;  à  droite  du  point  0,  les  valeurs  négatives  à 
e  ;  et  de  même  on'  porte  la  valeur  de  y  sur  la  perpen- 
irë,  au-dessus  si  elle  est  positive,  au-dessous  si  elle 
gative. 

a  posé ,  donnons  à  j?  un  accroissement  PP'  =  A,  la 
on  éprouvera  un  accroissement  k  représenté  par  la 
jnce  M'D  entre  les  deux  perpendiculaires  ou  ordonnieÈ 
es  MP  et  WP.  Traçons  la  sécante  MM';  dans  l6 
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k 
triangle  rectangle  MM'D,  le  rapport  t-  est  égal  i  la  tan- 
gente de  l'angle  M'MD  ou  de  l'angle  P  que  fait  cette  sécante 
avec  l'axe  horizontal  OX.  Supposons  maintenant  que  ^a^  j 
croissement  A  tende  vers  zéro ,  le  point  M'  se  rapprodien 
indéfiniment  du  point  M,  et  la  sécante,  tournant  autour 
du  point  M,  tendra  vers  une  position  limite  HT  ({ui 
est  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M.  Or,  si  petit 


k 
soit  h ,  le  rapport  j-  reste  toujours  égal  à  tang  p  ;  mm  j 

l'angle  p  tend  vers  la  limite  a,  angle  de  la  tangente  Ht 

k 
avec  l'horizontale  ;  donc  le  rapport  r-  tend  vers  la  limite 

tang  a. 


RÈGLES  POUR  TROUVER  LA  DÉRIVÉE  d'uNE  SOMME,  d'uN  PRODUIT» 

d'une  puissance,  d'un  quotient,  de  fonctions  dont  us 
dérivées  sont  connues. 

Dérivée  (tune  somme.  . 

85.  Soient  w,  r,  w  diverses  fonctions  continues  de  U 
variable  a?,  y  leur  somme  algébrique 

Désignons  pai-  le  symbole  ^x  l'accroissement  que  l'on  donne 
à  la  variable  x,  par  am,  Ar,  Ato,  Ay,  les  variations  ou  ac- 
croissements qui  en  résultent  pour  les  fonctions  ti,  t?,  tr,ï» 
(la  lettre  a  indique  en  général  une  variation  ou  une  diff<^ 
rence).  Nous  convenons  aussi  de  représenter  les  dérivées 
de  ces  fonctions  par  les  notations  u\  v';  lo',  y',  accentuant 
simplement  les  lettres  qui  désignent  les  fonctions. 
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h  a  éridemment 

Ay  =  Ati  -j-  ^^  —  ^^' 
i  Ton  divise  tous  les  termes  par  ùlx  «  il  vient 

Ay ^**  _i    ^^       ^^ 

àx      àx      àx      Aa?  ' 

posons  maintenant  que  l'accroissement  Jix  de  la  va- 
)le  tende  vers  zéro ,  les  accroissements  correspondants 
à99  àw^  ày  des  fonctions  tendront  aussi  vers  zéro  ;  le 

port  —  tendra  vers  une  limite  qui ,  par  définition ,  est 

érivée  de  la  fonction  u ,  dérivée  que  nous  représentons 

II'  ;  les  rapports  -i^ ,  r^ ,  ~ ,  tendront  de  même  vers 

ÛX      oJC      DkX 

limites  qui  sont  les  dérivées  des  fonctions  r,  t€,  y,  et 
aura 

inâ  la  dérivée  iuM  iomme  algébrique  est  la  $(mme  des 
'lûiei  des  diverses  fonctions  qui  la  composent. 
^après  la  règle  énoncée  pour  la  dérivation  d'un  poly- 
le  entier,  on  voit  que  cette  dérivée  est  la  somme  des 
ivéoB  des  dififérents  termes  du  polynôme. 

Dérivée  d'un  produit. 

A.  Gonmdérons  d'abord  un  produit  de  deux  fonctions 

y  =  uv. 

'on  donne  à  la  variable  x  l'accroissement  àx ,  les  fonc- 
^  u,  r,  y  éprouvent  des  accroissements  correspondants 

8 
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Au»  Ai;,  Ay,  et  Ton  a 

y  +  ^y  =  (u  +  ^u){v  +  àv), 

ou ,  en  effectuaDt  la  mulUplicatioQ  et  supprimant  ^$  les 
deux  membres  les  quantités  égales  y  et  uv, 

Ay  sz  u^v  -(-  vAu  -l"  Au.At;.  ^ 

Divisons  tous  les  termes  par  ^,  il  vient 

Av  At;    ,       Au    ,    Au     ^ 

Si  l'accroissement  ax  de  la  variable  x  tend  vers  zéro,  les 

rapports  ^»  r^i  rf  tendent  vers  <Jes  limites  qm  sont  les 

dérivées  u\  t/,  y'  des  fonctions  ti,  v,  y  ;  le  troisième  terme 
du  second  membre  devient  nul ,  parce  que  le  premier  6c- 

teur  —  tend  vers  une  yslexxr  finie  u'%  tandis  que  le  second 

tend  vers  zéro.  On  a  donc 

la  âirwéfi  i'un  produit  de  deux  fociêHTs  égale  h  frmm 
facteur  multiplii  par  la  dérivée  du  eeçùnid  «  pM  k  iHiM 
multiplié  par  la  dérivée  du  premier. 
Considérons  maintenant  un  produit  de  trois  fonctions 

y  =  vvw. 

Si  l'on  regarde  le  produit  uv  des  deux  premières  comme  ne 
formant  qu'un  seul  facteur,  et  si  l'on  applique  la  r^^^ 
précédente ,  on  a 
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BD  développant  la  dérivée  (ut?)'  du  produit  ut,  il  vient 

y'  =  uwd  +  w\^v'  +  vu'), 

jf  =  hum;'  -f  mi;!/  +  vw^i. 

Ainsi,  la  dértt^a  Sun  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale 
à  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  dérivée  de 
ékaque  facteur  par  le  produit  de  tous  les  autres. 

Exemples. 

y=(aj:  —  5)  (ftp  4"  7) +  (4^ +  7^ — 5)a  =  a4^' — \2X  —  ^i. 

y'z=zx^{x*  +  1)3  +  a^(5x—  i)^  +  (x*  +  1)  (3j:—  î)5x^ 
=  i8x*  —  5a:*+  i2X^  —  Sx*. 

Dérivée  d'un  quotient. 

87,  SoH  la  quotient  de  deux  fonctions 

u 

'         V 

U  fonction  ii  est  le  produit  des  deux  fonctions  v  et  y  ;  si 
l'on  prend  la  dérivée  du  produit  u  ^  Vif  9  d'après  la  règle 
précédente,  il  vient 

d*où  l'on  déduit 

II 

^i  en  remplaçant  dans  le  numérateur  y  par  - , 


I 
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-        Vtil  —  vxf 

^ — ïi— 

Ainsi,  la  dérivée  d'un  quotient  égale  le  dénominaleur  tmil- 
tipKé  par  la  dérivée  du  numérateur^  moins  le  numiratm 
multiplié  par  la  dérivée  du  dénominateur,  ceiie  différm» 
étant  divisée  par  le  carré  du  dénominateur. 

Exemples. 

X —  1 

^-        [x+xY        ~[x+ir 

, 5a?'  — 3ar  +  4 

^  ^-       x^-i       • 

,  __  (ar*— i)(ioar— 3)— (5a?*  — 5j?  +  4)aa?  _  3g»  — ig3f+3 

*  "■  (^•—0'  ~    (^-»r 

a»  —  a^ 

^■"a*  +  aV  +  a:*' 
. —  3x(a*  4*  ^*^*  4*  ^*)  —  (^'  —  ^)  (a^*^  +  4^) 

ax(a?*  —  aa'j:*  —  aa*) 

Dérivée  d'util  ptiiMaïu^e. 

88.  Une  puissance  entière 

y  =  u 

d'une  fonction  u  de  la  variable  x  est  le  produit  de  a 
facteurs  égaux  entre  eux 


.m 
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Ton  prend  la  dérivée  de  ce  produit  d'après  la  règle  ordi- 
ire,  il  vient 

y  =  tt«^V  +  M-^V  + 

I  ]dus  simplement 

II  oblUnt  la  dérivée  de  la  puissance  d'une  fonction  en  mul- 
Hianl  par  T exposant^  diminuant  cet  exposant  d^une  unité 
nmltiplianl  le  résultat  par  la  dérivée  de  la  fonction. 

Ce  théorème  est  vrai  pour  un  exposant  quelconque.  Gon- 
lérons  ime  puissance  fractionnaire 


y=iu«j 


âevant  à  la  n'  puissance,  on  a 


Ton  prend  les  dérivées  des  deux  membres ,  d'après  la 
(le  précédente,  il  vient 

y  = r  u» 

m 

en  remplaçant  y  par  sa  valeur  u" , 

^        n 

Considérons  msdntenant  une  puissance  négative  quel- 
iqne 

»  =  «-"•  =  —. 
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En  prenant  la  dérivée  du  quotient  -^ ,  on  a 


w 


t/  = r- —  ==  —  mw-*"  V. 


C'est  encore  la  même  règle  que  pour  les  exposants  pos 
Corollaire.  La  dérivée  d'une  racine  carrée  égale  la 
vée  de  la  fonction  placée  sous  le  signe  radical  diviséi 
deux  fois  le  radical.  Car,  en  appliquant  la  règle  précé( 
à  la  fonction 


r-      ^ 

y  =  ^u  =  u\ 


on  a 


1   -1-1  .      i    -i  ,       ti' 


y'  =  -  u^     tt'  =  - 1<    ■u'  = 


fu' 


Exemples. 


y  =  ^x;      i/  = 


fx' 
^       X*  ^      ^  X* 

•/-      t  I   -i        1 

4*  y=\/x  =  x',      ^  =  5^   •  =  -17=. 


6x'  — 8x 


av^2jr'  — 4j5*  + 
y'=(a«-|-j:*)vra« — ^x'+a^V^ — x* j — - — -  = =: 
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j/ssinla-^  bx'^Y'^mbof"'^  c=  rnnbxT^ *(«  +  bxY~^. 

b  c  d  -i         -A 

'y=fl+77= nz  +  'i  =  a  +  bx  "^  —  cx   •  +  dir% 


DÉRIVÉE   d'ITNE   FONCTION   DE   PONCTION. 

B9.  *Soit  y  une  foDCtion  /(ti)  de  la  quantité  u  qui  est  elle- 
ime  une  fonction  de  la  variable  x;  par  l'intermédiaire 
la  variable  u,  y  pouira  être  considérée  comme  une 
iction  de  v;  c'est  ce  que  Ton  nomme  une  fonciion  de 
iclûm. 

Si  Ton  donne  à  la  variable  x  Taccroissement  Ax,  il  en 
lulte  pour  u  un  accroissement  Au,  et  pour  y  un  accrois- 
sent ày.  On  a  évidemment 

Ax        Ati        Ax* 

Lorsque  l'accroissement  ax  de  la  variable  tend  vers  2éro, 
ccroissement  Au,  et  par  suite  Taccroissement  Ay,  tendent 

am  vers  zéro  ;  la  limite  du  rapport  -^  est  la  dérivée  y' 

y  considérée  comme  fonction  de  x;  la  limite  du  rappoit 

est  la  dérivée  l*{u)  de  la  fonction  /(te),  c'est-à-dire  de  y 
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considérée  comme  fonction  de  la  variable  u  ;  enfin  la  liraite 

du  rapport  —  est  la  dérivé  u'  de  la  fonction  u  de  a?.  On  a 
donc 

Ainsi  la  ièrwie  d'une  fonction  de  fonction  e$i  égaie  aupr^ 
duit  des  dérivées  des  fonctions  qui  la  composent. 

Ce  principe  peut  être  généralisé.  Soit  y  une  fonction  /(r) 
de  la  quantité  v,  qui  est  une  fonction  (p(u)  de  la  quantité  v, 
qui  est  elle-même  une  fonction  de  x;  par  l'intermédiaire 
des  quantités  r  et  u,  y  est  finalement  une  fonction  de  x  dont 
nous  cherchons  la  dérivée.  On  a 

Az/        ÀV        ÂV        Au 

«■^  — —    «y  v^  _^  ^^      , 

Ax       At;        A?/        Ao?' 

et,  en  passant  à  la  limite, 

La  règle  établie  plus  haut,  pour  trouver  la  dérivée  f  une 
fonction  u"*,  est  un  cas  particulier  du  théorème  que  nous 
venons  de  démontrer  sur  les  fonctions  de  fonctions. 

DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  CIRCULAIRES   DIRECTES  ET  INVEMES* 


Dérivée  du  sinus. 

90.  Soit  la  fonction 

y  =  sin  X. 

Si  l'on  donne  à  la  variable  x  l'accroissement  ft,  il  en  résa^^ 
pour  la  fonction  l'accroissement 

k  =  sin  {x  -\-h)  —  sin  a?. 

En  prenant  le  rapport  des  deux  accroissements  ettransf^^ 
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ntia  différence  des  sinus  en  produit,  il  vient 


in* 

* sin  [x-\-h)  —  sin  a: "*     a 


3  sin  -  cos  (x  +  -  J 


.    A 
,      sin  - 

% — r"» 


('+;)• 


Ijiiand  Taccroissement  h  de  la  variable  tend  vers  zéro , 

.    h 

sm  -  •  . 

rapport  — jt—  du  sinus  à  Tare  -  tend  vers  Tunité,  tandis 
e  le  second  facteur  se  réduit  à  cosâp;  le  rapport  -  tend 

A 

lie  vers  une  limite  égale  à  cos  or ,  et  Ton  a 

y  =  cos  X. 
isi  la  dérivée  du  sinus  est  le  cosinus. 

Dérivée  du  cosinus. 

>1.  Soit  la  fonction 

•   y  =  C08a:-. 

a  de  la  même  manière 

.   h  . 

* 008(a?  +  «)  —  cosar  % 

.    A 
sm- 


—  a  sin  -sin  (a:+  -) 


= — r«'"(*+^)' 


i22  ciiAi>iTnE  ' 

et,  en  passant  h.  la  limite. 


/  =:  —  3in  X. 


Ainsi  la  dérivée  du  cosinus  est  le  sinus  pris  ■ 
iraire. 

Au  moyen  de  ce  qui  précède,  on  obtient 
dérivées  successives  du  sinus  ou  du  coûnus. 


y  =  8inj;, 

y  =  co8X, 

S'  =  cosar, 

y'  =  -8in.. 

^  =  — siiix. 

!/'  —  —  cos. 

y"  =  —  Cûsx, 

y".=  8ina:,  , 

fft">  =  8in*, 

J/'"'  =  00««, 

On  voit  que  les  dérivées  se  t^produisËlil  pé' 
de  quatre  en  quatre. 

Dérivées  de  la  langentt  ef  de  ta  atai 

02.  On  obtient  la  dérivée  de  la  foocliou 
//  =  tangx, 
en   prenant  la  dérivée  du  quotient ,  i 


De  même  la  cotau.) 


a  pour  dériv" 


*  •   I 


s 


I 


^ 


w 


I-2Ô 


■ni.r.r  \.x  dk  i.x 
ncnilvUv. 


lent  A,  hi  fonction 


Térenco  a'* —  i 


i.\  ïnoin- 


rM 
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se  termine  dans  le  premier  ou  dans  le  quatrième  quadrant, 
on  prendra  le  ^igne  +;  s'il  se  termine  dans  le  second  oa 
dans  le  troisième,  on  prendra  le  signe — • 

9&.  La  dérivée  de  la  fonction  inverse 

y=zsrccosx 

s'obtient  de  la  même  manière.  On  a,  en  effet, 

et ,  en  prenant  les  dérivées  des  4eux  membres , 

—  sinyx^si; 
d'où  l'on  déduit 

,_ i_   _       —  t 

On  mettra  devant  le  radical  le  signe  de  sin  y. 
96.  Considérons  enfin  la  fonction  inverse 

y = arc  tango;. 

on  a 

tangy  =  ar, 

et ,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres , 

cos'y 
d'où 

y  =  cos*y. 
Mais  on  sait  que 

COS'y  =  — r-T — -r-  =  — ; \\ 

^      i  +  tang*y       i  +  a?" 
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»'=        ' 


I+X"'       . 


LS  DE  LA  FONCTION  EXPONENTIELLE  ET  DE   LA 
FONCTION  LOGARITHMIQUE. 

Dérivée  de  la  fonction  exponentielle. 
la  fonction  exponentielle 

06  à  la  variable  x  raccroissement  Jk,  la  fonction 
accroissement 

rt  des  deux  accroissements  est 


*  =  "--*-' 


I,  lorsque  h  est  très-petit  «  la  différence  a* —  i 
tîte;  posons  donc 

a* — 1  =a, 

lant  les  logarithmes  népériens  des  deux  mem- 
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Remplaçons  h  par  sa  valeur,  l'expression  du  rappt 


vient 


*       ^    a.La  o'La  a^La 


Lorsque  h  tend  vers  léro,  «  tend  aussi  vers  zéro 

quantité  (i  -f  o}^  devient  égale  à  ^  ^"^  66)  ;  mais  1 
donc 

y  s=  Km  7  s?=  a*La. 

Ainsi ,  pour  avoir  la  dérivée  d'une  fonetian  expcm 
il  $uffH  d^  njaulliplier  cette  fonction  par  le  loçjqritlfm 
rien  de  la  base. 

97.  Considérons  en  particulier  la  fonction  expom 
y  r=  e";  puisque  U=  i«  oq  »  y'  =;  e^.  AlPSi*  la  dériv 
fonction  e*  est  cette  fonction  elle -mime.  La  fonction 
de  la  propriété  caractéristique  de  se  reproduire  ttOe 
par  la  dérivation. 

Dérivée  de  la  fonction  logarithmique. 

98.  La  fonction  logarithmique 

y  =  logo: 

est  l'inverse  de  la  fonction  exponentielle.  Si  a  dés 
base  du  système  de  logarithmes ,  on  a 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  d'après  la  1 
nous  venons  de  démontrer,  en  regardant  a^  comn 
fonction  de  fonction  ;  il  vient 

«•LaXj/^i, 
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d'où 


a^ha 

En  remplaçant  a'  par  x,  et  remarquant  que  la  quantité  *- 
est  le  module  M  du  système  de  logarithmes  (n""  77) ,  on  a 


mfiyi 


xLa       x' 


Nie  est  la  dérivée  de  la  fonction  logarithmique. 

GcMisidérons  comme  cas  particulier  la  fonction  loga- 
litbidqiiB  népérienne 

le  module  étant  l'unité,  on  a 

90.  Nous  ayons  trouvé  les  dérivées  des  fonctions  simples 
<[Qe  l'on  considère  ordinairement  en  mathématiques  ;  il  est 
lécesaaire  de  les  apprendre  par  cosur  ;  le  tableau  suivant 
firmet  de  les  embrasser  d'un  coup  d'œil  : 

y=a?*,  y'  =  mx*""*,  m  étant  quelconque , 

y=8Înx,  y'  =  cosa?, 

y=cosa;,  y'  =  —  sîna:, 

,=.t«ngx,      y=^. 

y  =  arc  sin  X  ,         y'  =  — - — .      1  ^^  supposant  l'arc  x 

v/i — s^       \     compris  entre   o 


^=arcco8a?,        y= — ■==:  \    et-, 

VI — a^ 


a 
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y=istctmgx. 

I/'-   ' 

^~1  +  X»' 

y  =  a'. 

y'  =  a'La, 

»=«". 

y'=e". 

y  =  logx, 

î'-zLa' 

y  — la. 

100.  Les  fonctions  complexes  pouvant  être  considâréei 
comme  des  fonctions  de  fonctions ,  on  calculera  leurs  déri- 
vées d'après  la  loi  connue.  En  voici  quelques  exemples: 

!•  y=sinx'.  Si  Ton  pose  u  =  aî*,  on  a  y  =  sintfet 
l'on  voit  que  y  est  une  fonction  de  fonction.  L'applicatioD 
du  théorème  donne 

2*  y  =  e***  *.  Si  l'on  pose  u  =  sin  x^  on  a  encore  une 
fonction  de  fonction  y  =  «",  qui  admet  pour  dérivée 

S»  y  =«•«"»'.  Si  l'on  pose  «  =  aî%  r=siriti,  onaune 
fonction  de  fonction  y  =  e*'  plus  compliquée  que  les  pré- 
cédentes ;  le  même  théorème  donne 

y'  =  e*.  cosw.  ax=2a:e*****cosa:*. 

4«  y  =  L  (a?  +  y'i  +x').  En  posant  u  =x  +  ^i+*'» 
on  a  la  fonction  de  fonction  y  =  Lu ,  qui  admet  pour  dérivée 


**       x+v/r+r?    VHP? 
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= Qf.  En  remarquant  que,  d'après  la  définition  même 
mthmes  népériens ,  on  a  identiquement  x  =  e^,  on 
écrire  cette  fonction  sous  la  forme  y  =  e***;  si  Ton 
= xLx^  on  a  la  fonction  de  fonction  y  =  e*,  qui  admet 
srivée 

y'=eV=e'*(l  +Lp)  —sTii  +Lx). 

'faatntude,  on  arrive  à  décomposer  les  fonctions  corn- 
par  la  pensée,  sans  employer  les  lettres  auxiliaires 


rCnON  EST  CROISSANTE  OU  DÉCROISSANTE  SUIVANT  QUE 
SA  DÉRIVÉE  EST  POSITIVE  OU  NÉGATIVE. 

Soit  f{x)  une  fonction  continue,  f{x)  sa  dérivée, 
vous  appelé  dérivée  d'une  fonction  la  limite  du  rap- 
l'accroissement  k  de  la  fonction  à  l'accroissement  h 

ûriable,  quand  ces  accroissements  tendent  vers  zéro. 

le 

que  h  est  très-petit,  le  rapport  r-  diffère  très-peu  de 


le;  on  a  donc 


|=nx)  +  e, 


une  quantité  très-petite  qui  s'annule  avec  A.  La 
\  f(fl)^  ayant  une  valeur  fmîe,  est  plus  grande  que 
itité  infiniment  petite  «  en  valeur  absolue,  et  par 
aent  donne  son  signe  à  la  parenthèse.  En  suppo- 

po^tive,  c'est-à-dire  la  variable  x  croissante,  on 
le  la  variation  k  de  la  fonction  aura  le  signe  de  la 
'  /*(«);  si  la  dérivée  est  positive,  k  sera  positive  et 

9 
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ia  fonction  ira  en  croissant;  si  la  dérivée  est  négitiys,  L 
sera  négative  et  la  fonction  ira  en  décroissant. 

1 02.  Lorsqu'une  fonction,  après  avoir  augmenté,  déciob 
ensuite,  elle  passe  par  un  maximum^  c'est-à-dire  pir  vêa 
valeur  plus  grande  que  les  valeurs  voisines.  Au  contraire, 
lorsque  la  fonction,  après  avoir  diminué,  croit  ensuite, 
elle  passe  par  un  minimum^  c'est-à-dire  par  tuie  vakar 
plus  petite  que  les  valeurs  voisines. 

Dans  le  premier  cas,  la  fonction  commençant  par  croître, 
la  dérivée  est  d'abord  positive  ;  la  fonction  décroissant  en- 
suite ,  la  dérivée  devient  négative.  Ainsi ,  quand  la  fonctioa 
passe  par  un  maximum,  la  dérivée  change  de  signe,  de 
positive  devenant  négative. 

Dans  le  second  cas,  la  fonction  commençant  par  décrot- 
tre,  la  dérivée  est  d'abord  négative  ;  la  fonction  croissant 
ensuite ,  la  dérivée  devient  positive.  Ainsi,  quand  la  foDO- 
tion  passe  par  un  minimum,  la  dérivée  change  de  signe,  de 
négative  devenant  positive. 

Les  réciproques  sont  vraies  :  lorsque  la  dérivée  change 
de  signe,  la  fonction  passe  par  un  maximum  ou  par  un  mi- 
nimum. Si  la  dérivée  de  positive  devient  négative,  la  fonc- 
tion, croissant  d'abord  pour  décroître  ensuite,  passe  par 
un  maximum  ;  si  la  dérivée  de  négative  devient  positive, 
la  fonction,  décroissant  d'abord  pour  croître  ensuite,  passe 
par  un  minimum. 

Ordinairement  la  dérivée  d'une  fonction  continue  ot 
aussi  finie  et  continue  ;  elle  change  de  signe  en  paannt  par 
la  valeur  intermédiaire  zéro.  On  obtiendra  donc  les  valeoff 
de  X  qui  rendent  la  fonction  maximum  ou  minimum  tf 
cherchant  les  valeurs  de  â;  qui  annulent  la  drivée,  et  ^ 
en  outre  hii  font  éprouver  un  changement  de  signe. 
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Exemples. 

lOS.  Qdution  L  Quel  est  le  plus  grand  de  tous  les 
eylindres  circulaires  droits  ayant  même  surface  totale? 

Appelons  x  le  rayon  de  la  base,  y  la  hauteur,  et  repré- 
KDtons  la  surface  totale  donnée  par  2ita*;  nous  avons  la 
nlatkm 

oa  plus  simplement 

* 
Lb  vdame  Y  du  cylindre  a  pour  expression 

V  =  lur'y, 
etsiTon  remplace  la  hauteur  y  par  sa  valeur  y  =  

X 

tirée  de  la  relation  précédente, 

V  =  'Kx[a*  —  ar')=  it  (à^x — a?')  ; 

c'est  une  fonction  de  la  variable  indépendante  x. 
La  dérivée  de  cette  fonction 

i^immle  pour 

a 

Les  valeurs  de  a;  et  de  y  devant  rester  positives,  le  rayon 
«  de  la  base  peut  varier  de  zéro  à  a.  A  Tinspection  de  la 
dirivée,  on  voit  qu'elle  est  positive  pour  les  valeurs  de  x 

inférieures  à  -p,  négative  pour  les  valeurs  de  x  supérieures 

v5 

^  "7=;  si  donc  on  fait  croître  a?  de  o  à  -7=,  la  dérivée 

v3  ^3 
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étant  positive,  le  volume  augmente  ;  x  croissant  ensuite  de  -r 

à  a,  la  dérivée  devient  négative  et  le  volume  diminue.  Le 
volume  passe  donc  par  une  valeur  maximum  qu'il  acquiert 

'    pour  a?  =  -p  ;  la  valeur  correspondante  de  y  est  -=. 

Ainsi ,  parmi  tous  les  cylindres  de  même  surface  totale ,  le 
plus  grand  est  celui  qui  a  sa  hauteur  égale  au  diamètre  de 
sa  base. 

lOA.  Question  II.  Quel  est  le  plus  grand  de  tous  les 
cônes  circijdaires  droits  ayant  mêm^  surface  totale? 

Si  Ton  appelle  x  le  rayon  de  la  base,  y  la  hauteur,  ^*  la 
surface  donnée,  on  a  la  relation 


x^-\'X  v'x"  +  y* = a'; 


le  volume  a  pour  expression 


V  =  ^^.y, 


ou,  en  remplaçant  y  par  sa  valeur 


2X' 


X 

tirée  de  la  relation  précédente. 


ira 


V  =  —-^  V'a*  —  aa?'. 
Le  volume  est  une  fonction  de  x  qui  a  pour  dérivée 

3\'a* — aar*) 
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e  dérivée  s'annule  pour  x  =  -^  Les  valeurs  de  x  et  de 
evant  rester  réelles  et  positives,  x  ne  peut  varier  que 
>  à  — ti.  La  variable  x  croissant  de  o  à  - ,  la  dérivée  est 

itive  et  le  volume  augmente;  x  croissant  de  -  à  -=,  la 

ivée  devient  négative ,  et  le  volume  diminue.  Le  volume 
se  donc  par  un  maximum  quand  a;  =    ;  la  valeur  cor- 

xmdante  de  y  est  y  =  a^a  ;  on  en  déduit  pour  le  côté 

3a 
:ône  la  valeur  — .  Ainsi ,  parmi  tous  les  cônes  de  même 

:ace,  le  plus  grand  est  celui  dans  lequel  le  côté  est  au 

nètre  de  la  base  dans  le  rapport  de  3  à  2. 

105.  QuESTioif  III.  Étant  donnée  une  feuille  de  carton 

_c  rectangulaire  ABCD,  si,  après 
avoir  mené  des  parallèles  aux 
quatre  côtés  à  la  même  distance , 
on  enlève  les  petits  carrés  dans 
les  angles,  et  qu'on  relève  les 


~ ^L    B  portions  rectangulaires  telles  que 

LF,  on  forme  une  boîte  à  fond  rectangulaire  EF6H.  A 
lie  distance  faut-il  mener  les  parallèles  pour  que  la  boîte 
la  plus  grande  ? 

ppelons  sa  et  26  les  côtés  AB  et  AD  de  la  feuille  de 
on , .  0?  la  distance  variable  AK  à  laquelle  on  mène  les 
allèles  ;  le  fond  de  la  boite  est  un  rectangle  ayant  pour 
^  EF  =  2(a— x)  et  EH  =  2(6— a:),  et* pour  surface 
— x)  (6— x)  ;  la  hauteur  de  la  boîte  est  x;  le  volume  a  donc 
irexiH'essbn 

•     V  =  4x(a — x){h  —  x\. 
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La  dérivée  de  cette  fonction  est 

y  =  4[3x*  —  !i{a+b)x  +  ab]  ; 
elle  s'annule  pour  les  deux  valeurs 


X=: 


nciiiot  da  Téquation  du  second  degré 

3«* — a(a  +  6)a? -f- û*  =  o. 

fiupposôm  €  >  b;  d'après  la  nature  de  la  question ,  d 
être  plus  petit  que  6;  or,  il  est  aisé  de  voir  que,  des 
racines  de  l'équation  du  second  degré.  Tune  est  plus 
que  6,  Tautre  plus  grande  ;  car ,  si  dans  le  premier  dm 
de  cette  équation  on  remplace  x  par  zéro,  on  trou^ 
résultat  positif  +  «6;  par  b  un  résultat  négatif  —  b{a 
donc  r équation  admet  une  racine  positive  comprise  ei 
et  b;  Tautre  racine  est  aussi  positive,  mais  elle  est 
grande  que  6;  la  première  racine 

3 

convient  seule  à  la  question. 

Si  Ton  fait  croître  x  de  o  k  xf,\e  premier  memli 
Téquation,  et  par  suite  la  dérivée,  sont  positives,  et  la 
tion  croît;  x  croissant  de  x'  à  ft,  la  dérivée  devient  nég 
et  la  fonction  décroît  ;  la  fonction  acquiert  donc  une  1 
maximum  pour  x  =  xf. 

106.  Question  IY.  Soit  GH  la  ligne  de  séparation  de 
milieux  ;  on  suppose  que  la  lumière  se  meuve  dans  ce8 
milieux  avec  des  vitesses  différentes  v  et  v'.  Quel  cbemi 
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vre  le  rayon  lumineux  pour  aller  du  point  A  au  point  B 

os  le  temps  le  plus  court? 

Nous  pouvons  déterminer  la  position  des  points  A  et  fi 

rieurs  distances  AP  et  BQ  à  la  droite  GH «  et  par  la  dis- 
tance PQ  ;  nous  désignerons 
ces  trois  longueurs  connues 
par  a,  6,  c.  Si  la  vitesse  était 
la  même  dans  les  deux  mi- 
lieux, il  est  clair  que  la  lu- 
mière suivrait  le  chemin  le 
plus  court,  c*est-à*dire  la 
droite  AB  ;  mais  la  vitesse  v 
dans  le   milieu   supérieur 

fit  plus  grande  que  la  vitesse  v'  dans  le  milieu  inférieur, 

7  a  avantage  à  ce  que  la  lumière  parcoure  une  plus 
md  longueur  dans  le  premier  milieu  et  une  moindre 

08  le  second  ;  elle  suivra  donc  une  ligne  brisée  telle  que 
D.  Appelons  x  la  distance  cherchée  PM  ;  la  lumière  par- 
irt  dans  les  deux  milieux  les  longueurs 

e  emploie  à  les  parcourir  les  temps 


sja^  +  a^ 


slV  +  (c-x)\ 


e  met  dcmct  pour  aller  de  A  à  B,  en  suivant  le  chemin 
%  le  temps 


temps  est  une  fonction  de  x^  considérée  comme  variable 
l^mdânte;  elle  a  pour  dérivée 
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X  C  —  X 


f  = 


V)/a*  +  x*      v'^b^  +  (c—x)*' 


Au  point  U  menoDS  vme  perpendiculaire  NN'  à  GH  ;  l'aogle 
AMN  est  Tangle  d'incidence  t ,  l'angle  BHN'  Tangle  de  ré- 
fraction i'.  Comme  a 


.    .  _  PM  _       X 

""  AM  ""  ^a^  +  z*' 

.    ^      QM  c  —  x 

smr  =3  -r-  = 


BM       ^bt^^c—xy' 
il  en  résulte  cette  expression  de  la  dérivée 


sin  t      sîn  t' 


La  dérivée  sera  nulle  quand  on  aura 


sin  t      sin  f 


V 


t/  ' 


Supposons  que  le  point  M  se  déplace  de  P  en  Q,  c'est-à-dire 
que  la  variable  x  croisse  de  o  à  c  ;  la  dérivée  est  native 
pour  X  =  o ,  positive  pour  x  =  c;  donc  la  fonction  (,  dé- 
croissant d'abord  pour  croître  ensuite,  passe  un  minimum. 
C'est  ce  minimum  qui  est  défini  par  la  relation 


sm  t      V 


•    •# 


smt'      V 


on  retrouve  ainsi  la  loi  ordinaire  de  la  réfraction  de  1* 
liunière.  » 

107.  Question  V.  Étudier  la  variation  de  la  surface  du 
secteur  spbérique  de  volume  constant. 

Appelons  x  le  rayon  du  secteur,  y  la  hauteur  de  b  c** 
lotte  qui  lui  sert  de  base ,  et  supposons  que  le  volume  soit 
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à  celui  d'une  sphère  de  rayon  donné  a  ;  nous  aurons 
jation 


5-^  =  1"»'. 


lus  simplement 


aa* 


x'y=2a\  y  =  — 

urface  du  secteur  a  pour  expression 
i  Ton  remplace  y  par  sa  valeur, 

e  fonction  a  pour  dérivée 

l£rivée  change  de  signe  lorsque  le  sens  de  l'inégalité 

ige  ;  msds  cette  inégalité  se  ramène  à  la  suivante 

x*  —  1 2a'x'  +  aoa*  ^0. 

^lant  à  zéro,  on  arrive  à  l'équation  trinôme  (!'•  partie, 

82). 

x^  —  1 2a?x'  +  20a'  =  0, 

•  /-  3/ 

admet  les  deux  racines  réelles  a^  ^  et  a\j\o. 

Dur  que  la  surface  S  soit  réelle,  il  faut  que  la  valeur 
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de  X  Boit  plus  grande  que  a  ;  ainsi ,  le  rayon  x  peut  taïkr 
de  a  à  +  cy:>.  Lorsque  a?  =  a ,  on  a  y  =  2a,  S  =  4«a";  le 
secteur  se  réduit  à  une  sphère  de  rayon  a.  Si  Ton  donne 
à  X  une  valeur  un  peu  plus  grande  que  a,  le  premier  tenue 
de  S'  ayant  une  valeur  positive  très-grande»  ladM?6eeel 
positive ,  et  par  conséquent  la  surface  S  augmente  quand  % 
croit  à  partir  de  a. 

Supposons  que  x  croisse  de  a  à  la  plus  petite  racine  ays; 
la  dérivée ,  conservant  le  même  signe ,  reste  positive  et  la 

surface  augmente;  quand  a? dépasse  ay  2,  la  dérivée,  s*éva- 
nouissant  et  changeant  de  signe ,  devient  négative ,  et  li 
surface  diminue.  La  surface  passe  donc  par  une  vakur 

maximum  ir:a*\fh  pour  x  =  a\^  ;  la  valeur  correspcm- 
dante  de  y  étant  égale  à  celle  de  a;,  le  secteur  prend  alors 
la  forme  d*une  demi-sphère.  Dans  l'intervalle  «  la  vahv 
de  y,  qui  va  toujours  en  diminuant,  était  supérieure  i 
celle  de  x  et  le  secteur  plus  grand  qu'un  hémisphère. 

Quand  x  croit  de  la  plus  petite  racine  à  la  plus  grande, 
la  dérivée  reste  négative  et  la  surface  diminue  $  qniad  » 

dépasse  ay  10,  la  dérivée,  s* évanouissant  une  seconde  f(BS 
et  changeant  de  signe ,  devient  positive  et  la  surface  aug- 
mente. La  surface  passe  donc  par  un  minimum  i«a*yioo  pour 
a;  =  ay  1 0  ;  la  hauteur  y  de  la  calotte  est  alors  le  dnquiiffie 
du  rayon. 

Quand  x  croit  à  l'infini  à  partir  de  ayio ,  la  dérifée 
reste  constamment  positive  et  la  surface  augmente  indé- 
finiment. 

En  résumant  ce  qui  précède ,  on  voit  que  le  secteur  de 
volume  constant  a  d'abord  la  forme  d'ime  sphère  eotiëfef 
et  alors  sa  surface  est  la  plus  petite  possible.  La  spbire 
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iovre  de  plus  en  plus ,  et  la  surface  du  secteur  augmente 
iqu'à  ce  qu'il  se  réduise  à  une  moitié  de  sphère.  Le  sec- 
ir  s'allonge  ensuite,  et  la  surface  diminue  jusqu'à  ce  que 
hauteur  de  la  calotte  ne  soU  que  le  cinquième  du  rayon, 
secteur  continuant  à  s'allonger  indéfiniment,  la  surface 
gmente  à  partir  de  ce  minimum  et  augmente  indéfini- 

Dtft9t€ê  tun9  fimetUm  de  phaieurs  wiriaVles. 

108.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  fonctions 
me  seule  variable  ;  nous  allons  dire  quelques  mots  des 
étions  de  plusieurs  variables.  Soit  f{x,  y)  une  fonction 
deux  variables  indépendantes  a?  et  y  (on  nonune  va» 
h\es  indépendantes  des  quantités  qui  varient  d'une  ma- 
^  tout  à  fait  arbitraire  et  indépendamment  l'une  de 
otre) .  Si ,  regardant  y  comme  une  constante ,  nous  prê- 
ts la  dérivée  de  la  fonction  par  rapport  à  la  variable  x , 
08  aurons  ce  qu'on  appelle  la  dérMe  partielle  de  la  fonc- 
B  par  rapport  à  x.  De  même ,  si  regardant  x  comme  une 
Qstante ,  nous  prenons  la  dérivée  par  rapport  à  la  va- 
ible  y,  nous  aurons  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  y. 
iBes  sont  les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
!  la  foncUon  proposée  ;  nous  les  désignerons  par  les  no- 
tions fg  et  f^,  l'indice  indiquant  la  lettre  par  rapport  à 
quelle  on  dérive. 

Si  Ton  dérive  deux  fois  successivement,  soit  deux  fois 
ir  rapport  à  x ,  soit  une  fois  rapport  à  a?  et  une  se- 
nde  fois  par  rapport  à  y,  soit  deux  fois  par  rapport  à  y, 
i  obtient  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre  que 
Qs  désignerons  par  les  notations  fl^ ,  f^ ,  fy^.  Et  ainsi  de 
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Par  exemple  ^  soit  la  fonctiou 

f{x,  y)  =  'ôx'  —  ^xy+y^  —  Zx  +  4-y  +  a. 

En  décrivant  par  rapport  à  j;  ou  par  rapport  à  y,  on  a  les 
deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

A=  — 5^  +  ay  +  4. 

En  décrivant  une  seconde  fois,  soit  par  rapport  à  â;,  soit 
par  rapport  à  y,  on  forme  les  trois  dérivées  partielles  du 
second  ordre 

Les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 

Eùniemion  du  théorème  des  fonctions  de  fondions. 

109.  Soit  une  fonction  f{u^  v)  de  deux  quantités  u 
et  V  qui  sont  elles-mêmes  des  fonctions  de  la  variable  x; 
il  est  clair  que  y  est  en  définitive  une  fonction  de  la  va- 
riable X.  On  demande  sa  dérivée.  Si  Ton  donne  à  la  va- 
riable X  l'accroissement  ao:,  il  en  résulte  pour  u  et  »  les 
accroissements  ^u  et  àv^  et  pour  y  T accroissement  ày^  ^ 
Ton  a 

^y  =  f{u  +  ^^>  ^  +^v)  —  f{u,  v) , 
ou 

^y=f(^  +  ^^fV-{'  Ay)  —  f{u,  v  +  ^v)+  f[Uy  V  +  àv)  —f{«, vj. 
En  divisant  par  Ax,  il  vient 

Ay f{u  -f  Am,  t;  +  ^^)  — fi^f  ^  +  ^^)        ^« 

^a:  Aw  ax 

^  f[u,v  +  àv)-'f{u,v)^^àv 

"t"  "  ^  T      • 

Ar  A.r 
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ipposons  maintenant  que  àx  tende  vers  zéro ,  les  rap- 
irts  —  et  --  tendent  vers  les  dérivées  u'  et  v'  des  fonc- 

Ax        aX 

muetv.  Dans  le  rapport 

fiu.v  +  àv) -•  f{u,  y) 

Yoit  que,  u  restant  constante,  la  variable  v  éprouve 
ccroissement  àv  ;  la  limite  de  ce  rapport  est  donc  la  dé- 
ée  partielle  f^{u,  v)  de  la  fonction  /"(u,  v)  par  rapport 
).  On  voit  de  même  que,  dans  le  rapport 

quantité  o  -f  Av  restant  constante ,  la  variable  u  éprouve 
ccroissement  au  ;  la  limite  de  ce  rapport  est  la  dérivée 
rtielle  de  la  fonction  f{u^t  +  Av)  par  rapport  à  u  ;  mais 
fonction  ^(u,  v  -f  àv)  devenant  égale  à  /*(ti,  t),  puisque 
s'évanouit,  cette  dérivée  sera  /^«(u,  v).  On  a  donc 

isi  la  dérivée  d'une  fonction  de  deux  fonctions  u  et  r 
me  même  variable  x  égale  la  dérivée  partielle  de  la  fonc- 
Q  proposée  par  rapport  à  u  multipliée  par  la  dérivée 
«,  plus  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  v  multipliée 
r  la  dérivée  de  v. 

Exemples. 

[•  Prenons  comme  exemple  la  fonction  y  =  a;',  dont 
is  avons  déjà  trouvé  la  dérivée  (n*  100).  Si  l'on  pose 
=:  j;,  v  =  x^  on  a  y  =  u*  ;  d'où ,  en  appliquant  le  théo- 
le  précédent , 

y  =  rM*"*tt'  +  M*  .Lu .  v'=.r*  +  afLr=af  (i  +Lx). 
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2*  y  s=  (nn  o:)^.  Posant  «  2=  ma  âi,  f>  s  i^,  on  «m  4e 
même  y —  u!"  y  d'où 

Dérivées  des  fondions  implicites» 

110.  On  dit  qu  une  fonction  est  implicite  kiraqu'elletft 
fiée  à  la  variable  par  une  équation  non  réaolM.  Ains 
r  équation 

f{x,y)  =  o, 

dans  laquelle  le  premier  membre  est  une  fonction  quel- 
conque des  deux  variables  x  et  y,  définit  une  fonetk»  im- 
plicite y  de  X.  Si  Ton  pouvait  résoudre  Téquation,  on  en 
déduirait  y  =  <p(x)  et  la  fonction  deviendrait  explicite. 

On  peut  obtenir  aisément  la  dérivée  d'une  fonelkm  im- 
plicite. En  effet,  prenons  la  dérivée  de  la  foncti<m  ^(«,  jf)t  * 
dans  laquelle  nous  regardons  x  comme  la  variable  indé- 
pendante ,  et  y  comme  une  fonction  de  x  ;  cette  dérivée, 
d'après  le  théorème  précédent,  est  égale  à 

Comme  la  fonction  f{x^  y)  est  constamment  miUet  sa  dériTéi 
est  aussi  constamment  nulle,  et  l'on  a  l'équaticm 

A  +  A-y^o. 

d'où  l'on  déduit 

Telle  est  l'expression  de  la  dérivée  de  la  fonction  impli- 
cite y. 
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Exemples. 
1*  Considérons  la  fonction  implicite  y  définie  par  Téqua- 

05* — 4^  +  y*  +  ax  =  o. 
1  «1  d'après  la  formule  que  nous  venons  d'établir, 

—  4x  +  ay  y  — 2x 

L'équation  proposée ,  étant  du  second  degré  par  rapport 
y,  peut  être  résolue ,  ce  qui  donne 


y 


=r  ax  di  ^3x*  —  ar. 


^  foDCtion  devenant  ainsi  explicite ,  on  trouve  directement 
dérivée  t 

^Zx*  —  ax 

I  remplaçant  y  par  sa  valeur  dans  la  première  expression 
'  ]f',  on  obtient  la  seconde. 
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111.  On  appelle  fonction  primitive  d'une  fonction  donnée 
«  fonction  dont  la  fonction  proposée  est  la  dérivée.  Nous 
ons  démontrer  d* abord  Texistence  de  la  fonction  primi- 
B,  qu'on  puisse  ou  non  l'exprimer 4iu  moyen  des  signes 
ralgèbm. 


ihh 
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Soit  y  =  f{x)  la  fonction  proposée  ;  représentoQs  cette 
fonction  par  une  courbe ,  comme  nous  l'avons  expUqoé 
au  n*  8A9  en  portant  sur  la  ligne  horizontale  OX,  à  partir 

du  point  0,  des  lon- 
gueurs égales  aux  diver- 
ses valeurs  de  la  variable 
a;,  et  élevant  des  perpep- 
diculaires  ou  ordooDées 
égales  aux  valeurs  corres- 
pondantes de  y.  Considé- 
rons l'aire  ABPM  comptée  à  partir  d'une  ordonnée  fixe  AB 
jusqu'à  une  ordonnée  mobile  MP  ;  cette  aire  est  une  fonc- 
tion de  X  ;  car,  si  l'on  fait  croître  x,  l'ordonnée  MP  s'éloi- 
gnant ,  l'aire  augmente  ;  l'aire ,  variant  avec  x ,  est  donc 
une  fonction  de  x  ;  nous  désignerons  cette  fonction  par 
¥{x).  Je  vais  démontrer  que  la  fonction  F(x),  ainsi  définie, 
est  la  fonction  primitive  de  la  fonction  proposée  /{x). 
Concevons,  en  effet,  que  Ton  donne  à  a?  un  accroissement 
PF  =  ft;  l'accroissement  k  de  la  fonction  F  (a;)  sera  l'aire 
du  trapèze  curviligne  MPPTU'  ;  par  les  points  M  et  M' nne- 
nons  les  horizontales  MD  et  M'E  ;  on  voit  que  l'aire  du  tra- 
pèze curviligne  est  comprise  entre  celles  des  rectangles 
MPFD  et  EPFM';  ces  rectangles  ont  pour  mesure  MPx». 
MTxA;  on  a  donc 

MPx/t<A<MT'xA, 


et ,  en  divisant  par  h , 


MP  <x<M'F. 

n 


Quand  h  tend  vers  zéro,  l'ordonnée  MP  devient  égale  à  MP; 
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lite  de  -r  ou  la  dérivée  F(x)  est  égale  à  l'ordon- 

'esi*à-dire  à  f(x) .  Ainsi  la  fonction  proposée  f{ûr) 
;?ée  de  la  fonction  ¥{x);  et  réciproquement,  la 
(x)  est  la  fonction  primitive  de  l\x). 
te  de  là  qu'une  fonction  continue  quelconque  a 
m  jNrimitive ,  que  Ton  peut  représenter  par  une 
•  Si  à  la  fonction  primitive  ¥{x)  on  ajoute  une 
arbitraire  G ,  on  aura  encore  une  fonction  primi- 
-|-G;  car  la  constante  ne  donne  rien  dans  la 


anONS  QUI  ONT  DES  DÉaiVÉES  ÉGALES  NE  PEUVENT 
DIFFÉRER  QUE   PAR   UNE  CONSTANTE. 

$  VUS  faire  voir  d'abord  que  lorsqu'une  fonction 
vée  constamment  nulle,  cette  fonction  est  con- 

ons  la  fonction  figurée  par  une  ligne.  Si  l'on  dési- 
gne par  a  l'angle  que  fait  la  tan- 
gente à  la  ligne  en  un  point  quel- 
conque  avec  Thorizontale  OX,  nous 

savons  (n*  84)  que  la  dérivée  de 

la  fonction  représente  tang  ou  Puis^ 
que  la  dérivée  est  constamment 
mgle  a  est  lui-même  constamment  nul.  Ainsi  la 
chacun  de  ses  points  a  sa  tangente  horizontale  ; 
lit  être  qu'une  ligne  droite  horizontale  AB.  L'or- 
DP  de  chacun  des  points  de  cette  ligne  droite  est 
I  ;  on  en  conclut  que  la  fonction  proposée  a  une 
estante. 

40 
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Mais  il  est  bon  de  démontrer  jalgébriquement  cette  p* 
position. 

Soit  f{x)  une  fonction  ;  en  donnant  à  x  raocroissemènt  k^ 
noua  avons  (n^  101)  la  relation 

f{x+h)-nx)^k[r{x)+t], 

t  s*évanouissan(  avec  h.  Si  la  dérivée  est  conBtanimentitttIlit 
cette  relation  se  réduit  à 

ie  considère  deux  valeurs  quelconques  x^  et  X  de  la  Ti- 
riable  x^  X  étant  supposée  plus  grande  que  x^  ;  je  partage 
rintervalle  X — x^enn  parties  égales,  et  j'appelle  h  chacone 
de  ces  parties.  En  appliquant  la  relation  pl^écéâéntd  ft  tts 
divers  éléments ,  on  a 

f(Xo  +  à)-f{x,)  =  h.,, 

f(x,  +  2h)^f{x,  +  h)::=ilU,, 

f(x,  +  U)-f(x,  +  ^)z=.k^, 


chacune  des  quantités  e^,  c^,  e^^i  s'évanouissaot 

avec  A. 

Si  Ton  ajoute  toutes  ces  égalités ,  les  quantités  intenné- 
diaires  disparaissent  et  l'on  trouve 

Appelons  e  la  plus  grande  des  quantités  &^,  t,«  •  .«é*  €B  i** 
leur  absolue  ;  leur  somme  sera  évidemment  moindre  (fH^^^ 
et  le  second  membre  plus  petit  que  tiAs  ou  que  (X^^«Pe)**P*^ 
que  nh  égale  X — Xg\  on  aura  donc 

nx)-f[x,)<(x-x,)z. 
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taiigiiioiui  Aiaintenaat  que  Y  on  partage  Tintei^valle  con» 
dst  X  ~>  jp^  en  un  nombre  de  parties  de  plus  en  plus  grand  ; 
grandeur  A  des  parties  diminuera  indéfînimenti  toutes  les 
intités  *^t  Sj  v»»M  et  par  conséquent  la  plus  grande  d'en- 
I  elles  If  tendront  simultanément  vers  léro»  et  le  pro<- 
dt  (X — œ^)t  s'évanouira.  Il  en  résulte  que  la  dilKtance 
X) — f{x^)  est  nulle,  c'est-à-dire  que  les  valeurs /"(X)  et 
x^  de  la  fonction  pour  deux  Valeurs  quelconques  de  la 
iriablc  sont  égales  ;  ainsi  la  fonction  conserve  toujours 
même  valeur  :  c'est  une  constante. 

lis»  Soient  msûntenant  Aeux  fonctions  F(x)  et  <p(x), 

fant  même  dérivée  f{x),  je  dis  que  ces  deux  fonctions  ne 

eavent  différer  que  par  une  Constante.  En  effet ,  on  a,  par 

ypothëse, 

?'W  =  M , 
F\x)  =  f{x)i 

il'on  feti%&che  eed  deux  égalités  Tune  de  rauirè^  St  vient 

[uaf'(jp)  —  F(x)  est  la  dérivée  de  la  fonction  f^{x)  —F (a?)  ; 
uisque  cette  dérivée  est  constamment  nulle,  la  fonction  est 
oogtante;  donc 

f  (a?)  —  P(x)  s=.  C. 

m.  Nous  avons  dit  (n°  111)  que  lorsqu'on  a  trouvé  une 
inction  primitive  ¥{x)  de  la  fonction  proposée,  et  que  l'on 

ajoute  une  constante  arbitraire ,  on  obtient  une  nouvelle 
>nction  primitive  F(x)  -{-  C.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que 
on  forme  ainsi  toutes  les  fonctions  primitives  de  la  fonction 
reposée,  puisque  toute  autre  fonction  primitive  ne  diffère 
e  la  {Hremière  que  par  une  constante.  Cette  fonction  pri- 
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mitive  ¥{x)  +  C^  renfermant  une  constante  arbitraire,  s'ap- 
pelle, pour  cette  raison ,  fonction  primitive  ginéraU  de  la 
fonction  proposée. 

On  peut  déterminer  la  constante  de  manière  que  la  fonc- 
tion primitive  ait  une  valeur  donnée  A  pour  une  valeur 
donnée  a  de  x;  on  posera 

F(a)  +  C  =  A, 

d'où 

C  =  A  — F(a). 

Si  l'on  veut ,  par  exemple ,  que  la  fonction  primitive  s'aa- 
nule  pour  â?  =  a ,  on  posera 

F(a)  +  C  =  o; 

d'où 

C=-F(a), 

et  la  fonction  primitive  devient  f{x)  —  F  (a). 

La  représentation  géométrique  de  la  fonction  primitive 
montre  bien  que  cette  fonction  renferme  une  constante  arbi- 
traire ;  car  on  peut  compter  l'aire  à  partir  d'une  ordonnée 
initiale  AB  quelconque  (n*"  111),  et  quand  on  change  la  po- 
sition de  cette  ordonnée  initiale,  on  modifie  évidemment 
Faire  d'une  quantité  constante.  Déterminer  la  constante  de 
manière  que  la  fonction  primitive  s'annule  pour  a? = a,  c'est 
compter  Taire  à  partir  de  l'ordonnée  initiale  qui  correspond 
kx  =  a. 

REVENIR  DE  LA  DÉRIVéE  A  LA  FONCTION  PRIMITIVE ,  DANS  LE  CAS 
OÙ  CETTE  OPÉRATION  PEUT  SE  FAIRE  IMMÉDUTEMENT. 

115.  Considérons  d'abord  une  fonction  entière 
Ao^*  +  Ata?**-*  +  A,a?**-*  + +  A^-iX  +  A^,  ; 
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ction  primitive  est 

_  +  ^tîI  +  f^iî_4. +  ^J!Lj£:  +  A^  +  G; 

Q  prenant  la  dérivée  de  ce  polynôme ,  on  retrouve  le 
yme  proposé.  Ainsi,  pour  avoir  la  fonction  primitive 
fonction  entière^  on  augmente  tous  les  exposants  d*une 
et  on  divise  chaque  terme  par  f  exposant  ainsi  aug- 
Cette  opération  élève  le  degré  d'une  unité, 
exemple,  le  polynôme 

x^  —  5x  +  7 

:  fonction  primitive  générale 

T —  +  7X  +  C. 

.  veut  que  la  fonction  primitive  s'annule  pour  a;  =  o, 

iC  =  o. 

nème  règle  s'applique  aux  exposants  quelconques. 

Exemples. 

f[x)  =  y^r  =  jr" , 
F(x)  =  |^"«  +  C. 

m = à = ^•• 

a      _»       4-1 
f[x)  =  —  '=ax   •  +  ^Aa:    »  — arfar*. 

o  ô 

F(x)  =  ar""»  —  bx'^+  dxr*  +  C. 
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116.  Voici  encore  d'autres  cas  où  l'on  peut  inm^erûn* 
inédiatement  1^  fonction  primitive  : 

V       f(x)  =  '-,  F(a;)  =  Lx  +  C, 

X 

r       f(x)  sa  ^- '    i ,         F{a?)  ac  arc îmgx  +  C, 

y       f{x)  aa  >- ,       F(ar)  2^  arc  sin  ap  +  G  > 

4*       /"(x)  =  j       V{x)  =  —  arc  cosar  +  C, 

V^i  — x^ 

5"       /^(x)  =  e«,  F{a?)=e*  +  C, 

7*       f{x)  =  cosx,  F(j;)  =  6Înx  +  C, 

8"       f{x)=r.smxj  F(a:)  =  — cosx  +  C, 

®'       ^^^^^^'  F(^)  =  taDgx  +  C, 

*^'       ^^''^^iE^'  F(x)  =  -cotx  +  C, 

ir       /-(j^j^iî!!^,  F(x)  =  séca;  +  C, 

cosx 
ir       f[x)  =:  -— - ,  F(x)  5=  —  coséc  X  +  c. 


Souvent  le  théorème  sur  les  fonctions  de  fonctions  pernM 
de  connaître  la  fonction  positive. 


V  f(x)  =  —^=[x+a]-^,  F(6')  =  ; ~'    .,n 
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^'^ =5?^  ^*~7^'  ^^"^ ^~a'^^  taP8  f  +  C , 


•■+© 


S  %      ^X  »,   .         1 


^(*î=?+?=â?+?'  F(x)  =  -L(a.  +  z')  +  Ç. 

oit  ici  que,  le  namératenr  ta  étant  la  dérivée  du  dé- 
inateur  o*  +  »*,  la  fonction   ,       |  est  la  dériva  de 


*  ^^^^  =  ./iï^,'     f(x)=v/?t:?'+c, 


V^a'  +  a;*' 


«ax 


•    A«)  =  «",  F(a;)  =  l-  +  C, 


a 


sinox  . 

•  /•(«)  =  cos  or ,  F(x)  = hC, 

•  /{x)«^,  F(a:)  =  i(L.)«  +  C, 

•  ^(*^  =  li'  F(x)=LL»+C, 

'•    /'<»)=7:f?î'  F(*)  =  arctang{e')  +  C. 
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APPUGilTION  DE  LA  THÉORIE  DES  DÉRIVÉES  AU  OtVELOrPEiaHT 
DES  FONCTIONS  L(l  -f  x)  ET  aVC  ian§  X  EN  SÉUES  GONTII- 
GENTES,   ORDONNÉES   SUIVANT  LES  PUISSANCES  GROISSAimS    ] 
DE   X.    LORSQUE    CETTE    VALEUR     RESTE    GOMPRISE    EllTU 

—  1  ET  +  *  • 

lMvek>ppemen(  de  L(i  +  x). 

117.  La  fonction  L{i  +  x)  a  pour  dérivée  — p— .  En 

effectuant  la  division  de  i  par  i  -^  x^ei  ordonnant  lé  quo- 
tient suivant  les  puissances  croissantes  de  x ,  on  troure 

=  1 — a:  +  x*  — j:*+ qza:*^*qi 


La  somme  des  n  premiers  termes 

I — ar  +  x*  —  a;*+ ipa:*"* 

du  second  membre  est  la  dérivée  du  polynôme 
X      x'      x*      a?*  X* 

—  —  "^H~"5 r»  •  •  •  •  •  -T-~> 

1204  '^ 

que  nous  désignerons  par  f{x) .  Nous  représenterons  d'ail- 
leurs par±:ç(a:)  la  différence  qui  existe  entre  les  deux 
fonctions  L(i  +0;)  et  /"(x),  c'est-à-dire  que  nous  poserons 

zi:cp(x)=L(i-fx)-Aa;), 

d'où 

Ux^x)  =  f(x)±^[x). 

En  convenant  de  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant 
que  n  est  pair  ou  impair,  et  nous  remarquerons  que  la  fono- 


raiiGTioits  PRiMitivEs.  15S 

(s),  conmie  les  deux  fonctions  dont  elle  est  la  diflë- 

,  s'annale  avec  la  variable  x. 

prenant  la  dérivée  des  deux  membres  on  a 

IIS  simplement 

pposons  d'abord  x  positive;  la  valeur  de  la  fonction 
-étant  positive  et  inférieure  à  af^  on  aura 

i[x)>o, 

<p'(x)  —  X*<0. 

eux  expressions  admettent  respectivement  pour  fonc- 
primitives 

n-f-  1 

Dction  <p(x),  ayant  sa  dérivée  positive,  va  en  croissant 
x;  comme  elle  s'évanouit  pour  a;  =  o,  elle  prend  des 
irs  poâtives  croissantes  quand  x  croit  à  partir  de  o.   ^ 

motion  ^{pc) -j-^,  ayant  sa  dérivée  négative,  va 

ontraire  en  décroissant  quand  x  croit;  comme  elle 
noiiit  aussi  avec  or,  elle  prend  des  valeurs  négatives 
d  X  croit  à  partir  de  o  ;  on  a  donc 

•f^^)  ~  Tir:  <  °* 

n-j-  I 


î(^) 


-j^n+l 


n-f  1 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  variable  x^ 


la  fonction  t^{x)  a  une  valeur  positive  infémnre  à 


Si  Ton  désigne  par  6  y  ne  certaine  fraction  moindre  que 
l'unité,   on  pourra  représenter  la  valeur  de  ^(2)  par 

— ; — ,  et  Ton  aura 
n+  1 

, ,     ,     ,      a:       x^   ,   x^      x^   .  ic*  ,    «x*^* 

•      '  1         2        3        4  n        «+i         1 

I 

Cette  égalité  est  vraie,  cruelle  que  soit  la  valeur  positife  ! 
attribuée  à  x.  Supposons  mdntenant  que  la  valeur  de  s  soit 
inférieure  on  au  plus  égale  à  l'unité  ;  si  Ton  fait  augmentern 

indéfiniment ,  le  ternie  complémentaire  tend  vers 

zéro;  on  ep  conclut  que  la  son^me  des  n  pvemieira  tfirmde 
la  série 


X       x'       x'       X* 


tend  vers  la  limite  L(i  +  a;),  et  Ton  obtient  ainsi  le  déve- 
loppement de  L(i  '\-  x)  en  série  convergente 

rg*  M*  aflm  <M« 


•  •••• 


pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  inférieures  ou  épl^ 
à  l'unité. 

118.  Donnons  maintenant  à  la  variable  une  valeur  nég^' 
tive  —  X  comprise  entre  o  et  —  1 ,  et  proposons-noos  ^ 
développer  la  fonction  —  L(i  —  x\  dans  laquelle  x  a  ^ 
valeur  positive  inférieure  à  l'unité.  Cette  fonction  a  po^ 

dérivée ,  expression  qui  se  développe  de  la  mm^^ 

1  ■■"*  X 
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wîvmto 


1 — X  1 — X 

La  somme  des  n  premiers  termes  du  second  membre  est  la 
dérivée  du  polpôme 

X    .    J?        x^  «* 

f  +  f  +  T  + +  ?' 

que  nous  désignerons  par  f{x).  Nous  représenterons  par 
{[x)  la  différence  entre  les  deux  fonctions  —  L(i  — x)  et 
%x)^  c'est-à-dire  que  nous  poserons 

•<p(ar)=  — L(i  — jr)  — /(or), 
tToù 

-L(i-x)  =  /l[x)+cp(x), 

£o  prenant  les  dérivées  des  deux  membres ,  on  a 


1  — X      '     '       1  — a?* 


et  nous  remarquerons  que  la  fonction  ^x\  comme  les  deux 
fonctions  dont  elle  est  la  différence,  s'annule  avec  la  va- 
riable or. 

Désignons  par  a  une  quantité  très-petite,  mais  déter- 
HÙDôe,  et  supposons  que  x  varie  de  o  à  i  —  «  ;  la  valeur  de 

la  fonction sera  positive  et  inférieure  à  —  (car  le  dé- 

1  — X  ^  a  ^ 

nominateur  -i  —  a?  est  plus  grand  que  «),  et  Ton  aura 
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Ces  deux  expressions  admettent  respectivement  pour  {(mo- 
tions primitives 

<i{x)       et       ç(z)-^j^. 

En  raisonnant  comme  précédemment,  on  voit  que  la  (tm- 
tion  ff(x)  y  ayant  sa  dérivée  positive  et  s'évanouissant  avec 
Xi  prend  des  valeurs  positives  croissantes  quand  x  croit  de 

0  à  1  —  a,  et  que  la  fonction  y(aî)  —  .  ,  ayant  sadén- 

vée  négative  et  s*  évanouissant  avec  x^  prend  des  valeais 
négatives.  Ainsi  la  fonction  ^(x)  a  une  valeur  positive  infé- 

rieure  à  , — ; — r— ;  on  peut  la  représenter  par -7 — r—r» 

en  désignant  par  6  une  fraction,  et  l'on  a 

_L(.-x)=-+-+_+ +  7+(irf>' 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  1  —  «.Si  Ton 
fait  augmenter  n  indéfiniment,  le  terme  complémentaire 
tend  vers  zéro;  d'oii  Ton  conclut  que  la  somme  des  11  pre- 
miers termes  de  la  série 

X    .    X^     .    X* 


.+T+T+ 

1        a        o 


tend  vers  la  limite  —  L(i  — x).  On  obtient  de  cette  n»-     , 
nière  le  développement  de  la  fonction  —  L(i  — x)  en  série 
convergente 


X  .  x'*   .   X* 


—  L(i  -a:)=--  +  — +  — + 

1        a         o 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  1  —  a.  Comme  1^ 
quantité  «,  dont  nous  avons  fait  usage  dans  la  démonstr»*' 
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m,  peat  être  prise  aussi  petite  que  l'on  veut,  le  dévelop- 
snent  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à 
inité.  On  a  ainsi 

^  '  i        a        5 

mr  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  l'unité. 
Bemarquons  que  l'égalité  (2)  se  déduit  de  l'égalité  (1), 
I  changeant  x  en  —  x»  La  série  (1)  représente  donc  la 
Dction  L(i  +  â(),  â(  variant  de  —  i  exclusivement  à  +  i 
dosivement 

DÉVELOPPEMENT  DE  LA  FONCTION  afC  tUng  X. 

119.  Afin  de  préciser  le  sens  de  la  fonction  arckmg  x^ 
ras  supposerons  qu'elle  s'évanouit  avec  x  et  qu'elle 
trie  ensuite  d'une  manière  continue  avec  cette  varia- 
is La  méthode  qui  nous  a  donné  le  développement  de 
(i  +  ^)  iioos  conduira  aus^  au  développement  de  la  fonc- 
on  are  tang  x. 

La  fonction  arciang  x  a  pour  dérivée  , .  Parlaxli- 

1  "^  X 

îâon,  cette  dérivée  se  développe  de  la  manière  suivante  : 

" r=:  1  —a;*  -i- jp*  —  ^'  -L ,  qr  x***"*  "** 


U  Bomme  des  n  premiers  termes 

1  ^"^  «fc     "T"  X'  ^^  X     "T"   •••••••  «^  X 

m 

dû  second  membre  est  la  dérivée  du  polpôme 

X      X*   ,  X*      «'   .  x'*'* 


1        3  "^  5        7  "*■ "^an— i' 
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que  nous  désigt^ronspar  f{x).  Notid  t«{)té8enteronsd'aiIkiM 
par  ±  t  [x)  la  différence  qui  existe  eutre  les  deuk  fonctloiB 
arc  tang  x  et  f{x) ,  c'est-à-dire  que  nous  poserons 

±:<p(aî)=  arc  lang  a?  — /(a:) , 

en  convenant  de  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  *«suivaBt 
que  n  est  pair  ou  impair,  et  noua  remarquerona  que  la  fisc- 
tion  ff  (x)^  comme  les  deux  fonctions  dont  elle  est  la  dilTé* 
renée»  s'annule  ay^  la  variable  œ. 
En  prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  on  a 

ou  plus  fiîmpletoeat 


I  4*»** 


La  quantité  ^  ,  étant  positive  et  inférieure  à  x^^  on 
a  les  inégalités 

^'{x)  —  X*"  <0. 

La  fonction  (p(a;),  ayant  sa  dérivée  positive,  croît  avec  Jt; 
comme  elle  s'évanouit  pour  a?  =  o,  elle  prend  des  valeurs 
positives  croissantes ,  quand  x  croît  à  partir  de  féro.  U 

fonction  f^'x) -j— ,  ayant  sa  dérivée  négative,  décroît 

au  contraire  quand  x  croit  ;  comme  elle  s'évanouit  aussi 
avec  a?,  elle  prend  des  valeurs  négatives  quand  a?  croit  à  par- 
tir de  zéro.  Ou  a  donc,  pour  toutes  les  valeurs  positives de«» 


/çtiH-l 


ç(ar) ; —  <  0, 
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m  la  foncUon  ^{x)  a  une  valeur  positive  inférieure  à 
--j— ,  et  l'on  pourra  écrire 

i  désignant  par  0  une  quantité  positive  plus  petite  que 
mité.  On  en  déduit 

arc  tang  x  =  f[x)  =fc  — -r— , 

X      a^  ,  X*                   x^^     .    Ojr»*+^ 
arc  tang  :r=  -  — -5-  +  -rr  — q= ± 


1        3        5  an  —  1       an  +  i 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  la  variable  x  soit  infé- 
flwe  ou  Ml  plus  égale  à  Tunité ,  la  quantité 

aîT+T 

SDd  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment,  et  par  suite 
i  fonction  f{x)  tend  vers  une  limite  égale  à  arc  tang  a:  ;  on 
donc ,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  1 , 

(3)         arc  tang  0?= —  +  —  —  ..... 

Cette  série  convient  aussi  aux  valeurs  négatives  de  x 
«qprisea  €mtre  o  et  —  1  »  puisque  les  deux  membres  chan^* 
sait  de  signe  avec  x^  en  conservant  la  môme  valeur  ab- 
X)lue.  Ainsi  la  série  (3)  est  convergente  et  représente  la 
fonction  arc  tang  x ,  quand  x  varie  de  —  1  et  +  1  inclusi- 
vement. 
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CALCUL  DES  LOGARITHMES  AU  MOYEN   DE   LA  SÉRIE  QUI  DOliNE 
LE  LOGARITHME   DE   n  +  1 9    QUAND    ON   CONNAIt   CELUI  DE 
n.  —  CALCUL   DES  LOGARITHMES   NÉPÉRIENS.  —  VALEUR  DC  . 
MODULE  DES  LOGARITHMES   VULGAIRES* — CALCUL   DES  LOGA- 
RITHMES  VULGAIRES. 

» 

120.  Nous  nous  proposons  de  trouver  une  sârie  donnant 
la  différence  entre  les  logarithmes  de  deux  nonibres  entiers 
consécutif  s  n  et  n  4- 1  •  Puisque 

^n+l)-Ln  =  LÎ^=L(l  +  l), 

I 

A  dans  la  série  (1)  on  remplace  x  par  la  fraction  -,  on  a 

L(n+i)— Ln  = r  +  - — -—  .  .  . 

Mais  cette  série  ne  converge  pas  assez  rapidement,  et  il 
faudrait  prendre  un  grand  nombre  de  termes  pour  avoir  les 
logarithmes  avec  une  certaine  approximation. 

On  arrive  à  une  série  beaucoup  plus  rapidement  conver- 
gente de  la  manière  suivante  :  Si  Ton  retranche  Tune  de 
Tauître  les  deux  séries  obtenues  précédemment 


X      a?*      a;*      a:* 


les  termes  de  degré  pair  se  retranchent,  ceux  de  degré  im- 
pair s'ajoutent,  et  l'on  a 

L(.+*)-M-x]=Li±|  =  a(f  +  ^  +  ^  + ). 
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)90DS  maintenant 


1 — X  n     ' 


Où 

1 


«  = 


t  remplaçons  x  par  sa  valeur,  nous  obtiendrons  la  série 

(4)  L^  =  L(«  +  i)-Ln 

"  ^Lan  +  1  "*■  3(3n  +  i)»  "*"  5.(an  +  i)»  "*" J' 

[ni  converge  d'autant  plus  rapidement  que  le  nombre  n 
st  plus  grand. 

Calcul  dfs  logarithnes  népériens, 

121.  C'est  an  moyen  de  la  série  {h)  que  Ton  calcule  left 
ogarithmes  népériens. 
En  faisant  n  =  i  dans  cette  série ,  on  a 


h  commencera  par  réduire  en  décimales  les  fractions 

i    91      g  * 

i*S>*  V*  ***"'  ^^  divisant  successivement  par  9;  puis 

*n  ]gs  divisera  par  les  nombres  impairs*  1,  3,  5,  7, 

es  dix  premiers  termes  donnent,    avec  dix  décimales 
«actes, 

La  =  0;693i4  71806 

%  dans  la  série  (A)  on  fait  n  =  2,  on  a 

On  abrège  le  calcul  en  remarquant  que  diviser  par  aS 

a 
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revient  à  diviser  par  loo  et  à  multiplier  par  4*  Lbs  sept 
premiers  termes  donnent,  avec  dix  décimales  exactes, 

L3=  1,09861  312887. 
On  obtient  L4  en  doublant  La,  d'où 

L4=i,586a9  43611. 
On  calculera  ensuite  L5  par  la  série 

L5-l4  =  ^  +  ^  +  A+ 

9      5.9'      5.9 


Les  fractions  -,  -s,  -î,  ,  s'obtiemient  en  divisant 

9    9     9 


2     s     a 


par  3  les  fractions  déjà  calculées  z^xiixi* ^^  ^ 

premiers  termes  donnent  avec  dix  décimales  exactes 

L5=  1, 60945  79134. 

On  obtiendra  L6  en  ajoutant  L3  et  La.  On  CBktûml^ 
pai*  la  série  en  faisant  n=6 ,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment 

Calcul  des  logarithmes  vulgaires. 

122.  Quand  on  veut  calculer  les  logarithmes  vulgaires,  il 
faut  d'abord  chercher  le  module.  Pour  cela  on  ealeile  k 
logarithme  népérien  de  2,  au  moyen  de  la  série 

^  ""  3  "*"  3.3»  "^  5,3»  "•"  T^S' ■*" • 


comme  nous  l'avons  expliqué  dans  le  numéro  précédât, 

ce  qui  donne 

La  =  0,69314  71806, 

»... 

En  doublant  ce  logarithme,  on  obtient  le  logarithme 
népérien  de  4  ? 
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U==  1,38629  4S611. 

On  détermine  ensuite  le  logarithme  népérien  de  5  au 
oyen  de  la  série 

L5  — 14=-  +  -^  +  -^+ 

9       3.9"  ^5.9»^ 

I  remarquant  que  ces  nouvelles  fractions  se  déduisent  de 

Iles  qui  ont  servi  au  calcul  de  L2 ,  comme  nous  l'ayons 

pliqué. 

Une  fois  qu'on  a  trouvé  La  et  L5 ,  l'addition  de  ces  deux 

garithmes  donne 

Lio  =  a^3o!i58  5o93o. 

On  sait  que  le  module  M  des  logarithmes  vulgaires  eet 
pi  à  I —  (n""  77)  ;  divisant  1  par  Lio ,  on  aura  la  var- 
ur  de  ce  module 

« 

11  =  0,43499  44S>9' 
En  le  doublant»  on  a 

ftM  =  0^86868  89658. 

On  obtient  les  logarithmes  vulgaires  en  multipliant  par  le 
lodole  les  logarithmes  népériens.  La  série  (A)  devient  ainsi 

»)  log(n+i)  — logn 

"^^^^  Lan+  1  "*"  3{an+  1)»  "^  5(an+  i)*^  "*" J* 

est  cette  série  que  l'on  emploiera  pour  calculer  les  loga- 
Aimes  vulgaires,  en  séparant  les  termes  et  l'écrivant  sous 
forme 

sM  aM  aM        , 

)    log(n+i)— logn= — ; 1-— — ; — Tz+z-f — i — s+ 

^^    '    '       °         an+1    *  3(an4-i)'  '  5(2n+i)' 

On  obtiendra  le  logarithme  vulgaire  de  2 ,  en  multîpUant 
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par  M  le  logarithme  népérien  de  9  qui  a  servi  à  trouver  le 
module.  On  calculera  log  3  par  la  série 

log3  — loga=-^  +  5^,  +  ^+  ..... 
On  calculera  d'abord  les  fractions  -r-,  -r^-,  -m •••••  ^ 

d  0  0 

divisant  successivement  par  aS,  plus  simplement  en  multi- 
pliant par  4  et  divisant  par  i  oo  ;  on  divisera  ces  fractioos 

respectivement  par  i ,  3,  5 , ;  en  ajoutant  les  résultats, 

on  aura  log  3.  On  aura  log  4  en  doublant  1(^  a.  On  ob- 
tiendra log  5 ,  et  en  multipliant  par  M  le  logarithme  nèçk- 
rien  de  5  qui  a  servi  à  trouver  le  module.  On  trouTen 
log  6  en  ajoutant  log  a  et  log  3.  On  calculera  1(^  7  par  It 
série 

,     ^      ,     ^       aM   ,     aM     ,     aM     , 


i3    '   3.i3'   '   5.i3* 


On  aura  log  8  en  ajoutant  log  4  et  log  a ,  log  9  en  don- 
blant  log  3  ;  on  sait  d'ailleurs  que  log  1 0  =  1  •  On  calcu- 
lera log  1 1  par  la  série ,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

La  série  (6)  convergeant  de  plus  en  plus  à  mesure  qoc 
Ton  s'élève  dans  l'échelle  des  nombres  entiers,  les  cakuk 
deviendront  bientôt  extrêmement  rapides.  On  aura,  p» 
exemple ,  le  logarithme  de  1  o  1  avec  huit  décimales  exactes 
au  moyen  de  deux  termes  seulement 

,  aM    ,      aM 

log  ICI  —  a  = H  r j. 

°  aoi       3.aoi' 

On  calculera  d'abord  le  premier  terme  en  divisant 
nombre  connu  aM  par  aoi;  puis  on  déduira  le  secc^^ 
terme  du   premier  en  divisant  celui-ci    par  3.aoi'  ^ 
par  \9.\9.od. 


Le  premier  temie  de  la  série  suffira  pour  le  logàritbine 
le  1001, 

log  looi  — 3  = , 

"  aooi 

et  à  plus  forte  raison  au  delà. 

GilXUL  DU  RAPPOBT  DE  LA   GIBGONFÉBBNCE  AU  DIAMÈTRE 

d'après  la  Série  arc  lang  x. 

128.  Nous  avons  obtenu  le  développement  de  la  fonction 
art  tang  x  en  série  convergente 

(7)  arctaDgx= "T  +  t — 

1  O  d 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieure  ou  égale  à  l'unité. 
Cette  série  permet  de  calculer  la  longueur  d'un  arc  dont 
oa  connaît  la  tangente  ;  il  en  résulte  plusieurs  manières  de 
déterminer  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
l""  L'arc  qui  a  pour  tangente  l'unité ,  est  la  moitié  du 

quadrant  ou  j.  En  faisant  x  =  i  dans  la  série ,  on  a  donc 

Mais  cette  série  ne  converge  pas  assez  rapidement  et  il 
faudrait  un  trop  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  r, 
^vec  qfuelque  approximation.  On  a  recours  à  d'autres  pro- 
cédés. 

2*  En  appelant  a  l'arc  qui  a  pour  tangente  -,  on  a  la 

îjérie 

_  ï î--uJ 
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qjox  coïïv^TgiB^  pli}3  rapidement  que  la  précédente ,  €i  qui 

donne   une  portion  a  du  demi-quadrant  7.  Pour  avoir  li 

4 
partie  complémentaire ,  je  pose 

*  =  -  — d, 
4 

et  je  prends  les  tangentes  des  deux  membEet 

1C  1 

tang  7  — tang  a         1 

A       r  4  ai 

1 4-tang-tanga        i  +  - 

Ainsi  Tare  6  a  pour  tangente  7,  et  se  développe  de  la  lUr 
niëre  suivante 

3       3.3»  ^  5.3» 


' 


En  ajoutant  les  deux  aros  a  et  6 ,  on  a 

(»)   .i=°+»=(î-o+5i------) 

"''\3~3:3»'^53^~ /"" 

De  cette  manière  l'arc  7  est  donné  par  la  somme  ^ 

4 

deux  séries. 

3""  Je  pars  maintenant  de  l'arc  qui  a  pour  tangente  ^>^^ 
j'appelle  a  cet  arc , 


^      5       3.3»  "^  5.3» 

Je  double  cet  arc  ;  j'ai 
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a  tang  a         3 
tangaa  = ,      ,    =7. 

sa  est  encore  plus  petit  que  ^;  j'appelle  6  la  diffé- 


tang*  =  — — — ^— = -. 
i  +  tang  aa      7 

;  6  qui  a  pour  tangente  -  est  donné  par  la  séria 

7       5.7*       5.7* 

donc 


■^(7~3^'*"5^~ ) 


On  obtient  des  séries  très-rapidement  convergentes 
irtant  de  l'arc  a  qui  a  pour  tangente  ^ , 


i         1 ,     1 


5.5»   '   5.5^ 

>uble  cet  arc ,  j'ai 


5  5 

tangaa  = =  — . 

1        la 

)uhle  encore  une  fois ,  j'ai 
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tang  4^  = 


10 

ta  lao 


a5         119 
T44 


Cette  dernière  tangente  étant  un  peu  plus  grande  que 

"^ 
r  unité ,  l'arc  4a  est  un  peu  plus  graud  que  7  ;  j'appelle  i 

4 

la  difféi*ence 

*  =  4«— 7, 
4 

et  je  calcule  la  tangente  de  cet  arc, 

lao 


1 
tang  6  = 


__  >i9         ^    * 


1 30   ,  aSo 

hi 

i»9 

L'arc  trë&-petit  6,  dont  la  tangente  est  -=-,  sera  donné 

par  la  série 

^=J '+-1-, 

a39      3.a39*       5.a39' 

et  Ton  aura 


•  •  •  • 


d'où 


.  •  •• 


-(± i-+ \ 


Ces  deux  séries  convergent  très-rapidement ,  surtout 
ronde.  Aussi  cette  dernière  formule  est-elle  de  beauC^ 
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à  celles  que  nous  avons  données  précédem- 

ici  le  calcul  de  tc  avec  16  décimales  exactes»  ait 
a  formule  (12). 


Calcul  de  1 6a. 

16 

5 

% 

16 

i 

5.5' 

16 

5l2 

9-5' 

D2048 

lO 
i3.5" 

0008193 

16 
17.6" 

MM)  0337G  8 

16 
a  1.5»' 

ïooooi3i  07a 

000  ooooS  2^-i9B 

16 
3.8» 

0000000030971  5a 

16 

7.5' 

000  00000  oo838  86 

16 
11.5" 

000  odooo  ooo33  55 

16 

i5.5" 

16 

~=3,a 


19.5 


=  0^0010214 


=  0^00000  09102  222ida  dd 


=  0^00000  00010  08246  i5 


=  0^00000  00000  oia33  G2 


=  0,00000  00000  00001  Go 


5,90109  491 13  3i7o5  5^) 


=  0,042166  66666  66666  67 


=  0,00009  99571  4^B57  14 


=  0,00000  00997  89090  9 1 
=  0,00000  00000  34959  53 


^^  =  0,00000  00000  00044  i^ 


0,04269  59536  336i  1  40 
lOa  =r  7),!  583 a  89575  98099  ic) 
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Calcul  de  4b. 
^:^0|0)^3  6401673640  17     ^==0,01673640167364017 

-i^=:  OyOOOOO  0392g  99101  44         -^,=?  0,00000  00000  0102589 

ft99  o«2o9 

^  -=  0,00000  00000  oSiag  4^  0,01673  64016  7466606 

4 
— — j =0 ,00000  00976  66367 15 
0.209 

4b  =0,01673  63o4o  0839891 


a39 


Calcul  de  ic. 

160=3,1583289575  9809219 
4i  =  0,01673  63o4o  08298  91 

ic=:  3, 14159  26535  89793  28 

n  faut  prendre  onze  termes  dans  la  première  série ,  trt^^ 
dans  la  seconde.  Les  puissances  impaires  de  7  se  dèdi^-- 


sent  les  unes  des  autres  en  divisant  par  25,  c'est-à-dire 
multipliant  par  4  et  ditisant  par  100.  Nous  avons  fait 
calcul  avec  1 7  décimales  \  mais  on  ne  peut  pas  compter  mJ^ 
la  dernière  décimale  que  Ton  supprimera  ;  on  aura  donc  t^ 
avec  seize  décimales  exactes 

'  ic  =  3,  i4i59  26535  897932. 

Qi^tions  à  résoudre. 

QuE&TiON  h  Trouver  les  dérivées  des  fonctions  sui- 
vantes: 
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y  1  •— *" 


3*    y  =  ar(Lr— i), 
*•    y  =  e'(x—i), 

8*    y  = — xcosâP-f-sinâ?, 


7*    «1 


ï^(^)'      ^= 


y" 

1 

sin*arco8*x' 

y 

=  Lr. 

y 

=  xe*. 

!/■■ 

=  a:cosâ;. 

If 

=râ7sinx. 

1 

a^ —  i' 


»•    y  =  L(ar+v^a:*— i),  ^  =  -7== 


\         «         /  xsji—x* 

<0»    y  =  arc C08  ( -^^^^ — ),  y=  .         => 

\     «     /  v/or— a:» 

Question  II.  Dans  un  demi -cercle  inscrire  un  trapèze  de 
mrface  maximum. 

Miponse.  Le  trapèze  maximum  est  la  moitié  d'un  hexa- 
S^Qoe  r^ulier  inscrit  dans  le  cercle. 

Question  III.  Parmi  tous  les  parallélipîpèdes  rectangles 
base  carrée  de  même  surface  totale ,  quel  est  celui  qui  a 
-  plus  grand  volume  ? 

-fiéponie.  Le  cube. 

Question  IV,  Sur  les  faces  d'un  cube  on  élève  six  pyra^ 
^i^es  régulières  de  même  hauteur.  Parmi  tous  les  corps 
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de  même  surface  ainsi  formés ,  quel  est  celui  qui  a  le  plus 
grand  volume? 

Question  V.  Parmi  toutes  les  niches  de  même  surface^ 
quelle  est  celle  qui  a  le  plus  grand  volume  ? 

Réponse.  Le  volume  est  maximum  quand  l'élévation  de 
la  niche  égale  le  diamètre  de  la  base. 

Question  VI.  Sur  la  droite  qui  joint  deux  lumières,  troo- 
\cr  le  point  le  plus  éclairé  par  ces  deux  lumières. 

Répome.*  U  faut  partager  la  droite  qui  joint  les  deux  lu- 
uiière^  proportionnellement  aux  racines  cubiques  des  inteii- 
sites. 

Question  VIL.  Un  cylindre  de  rayon  donné  est  terminé 
par  deux  cônes  égaux.  Parmi  tous  les  corps  de  cette  forme, 
({ui  ont  même  surface  totale ,  quel  est  celui  qui  a  le  ptui» 
grand  volume  ? 
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THÉORIE  DES  ÉQUATIONS. 


GOMMENT  VARIE  UNE  FONCTION  ENTIÈRE  f[x)    QUAND  X  VARIK 
d'une  manière  continue  entre  —  Qo  ET  +  Qo. 

126.  Lemme  I.  Quand  un  polynôme  entier  en  x  ne  con-- 
tient  pa$  de  terme  constant ,  on  peut  donner  à  x  une  valeur 
Qjsez  petite  pour  que  le  polynôme  ail  une  valeur  plus  pelUe 
Que  toute  quantité  donnée. 

Soit 

us  polynôme  entier  en  x^  ne  renfermant  pas  de  terme  con- 
stant, et  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 
Je  dis  qu'on  peut  donner  à  x  une  valeur  assez  petite,  abs- 
traction faîte  du  signe ,  pour  que  la  valeur  absolue  du  po- 
'ynôme  soit  plus  petite  qu'une  quantité  donnée  «,  si  petite 
ïu'elle  soit.  En  efiet ,  si  l'on  désigne  par  M  le  plus  grand 
coefficient  en  valeur  absolue,  et  par  y  la  valerfr  absolue  du 
Polynôme,  on  a  évidemment 
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puisqu'on  remplace  tous  les  coefficients  par  le  plus  grand 
d'entre  eux  et  qu'on  a  pris  tous  les  termes  positivement; 
on  peut  aussi  prolonger  la  série  à  rinfini,  en  supposant  a; 
inférieure  à  l'unité ,  afin  de  rendre  la  série  convei^nte. 
Faisons  la  somme  des  termes ,  il  vient 

Mx 

y< 


\ — X 


La  question  sera  satisfaite  si  l'on  rend  le  second  membre 
plus  petit  que  «  ;  posons  donc 

Ma: 


1  — X 

d'oi^ 

a 
X  < 


M  +  flt' 


Ainsi ,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre — 2-7- 

a 

et  4-  «I      ■  9  le  polyn^e  aura  une  valemr  comprise  Mtit 

—  a  et  +  a. 

Par  exemple ,  la  valeur  du  polynôme 

2X  —  3ar*  -}-  7a?'  +  9a:*  —  4^' 

sera  comprise  entre  —  0,1  et  +  0,1,  quand  la  variable  i 

sera  comprise  entre et  -^ ,  ou  plus  simplemoit 

entre  —  0,01  et  +  0,01  r 

126.  Lemme  il  Quand  un  polynôme  entier  est  arioimi 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  dex,  on  peut  donner 
à  la  variable  une  valeur  assez  petite  pour  que  le  fremiif 
terme  soit  plus  grand  qne  la  somme  de  tous  les  autres  y  et 
par  conséquent  donne  son  signe  au  polynôme. 
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ilynôme  proposé  ;  je  le  mets  sous  la  forme 
y=zaf{a'{'bX'\'€X*  -{- ). 

\  Tenons  de  démontrer  que  l'on  peot  donner  à  w  mie 
or  assez  petite  numériquement  pour  que  la  Taleur  ab- 
3  du  polynôme 

ôx+c^H" 

inférieure  à  celle  de  a.  Pour  ces  valeurs  de  j? ,  le  pre- 

'  terme  du  polynôme  proposé  sera  plus  grand  que  la 

ne  de  tous  les  autres  et  donnera  son  signe  au  poly- 

e. 

u*  exemple ,  le  premier  terme  du  polynôme 

plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  autres  pour  les 
ors  de  a;  comprises  entre et  -f  — . 

17.  Lemme  III.  Quand  un  polynAme  entier  e$i  ordonné 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x^  on  peut 
1er  à  X  une  valeur  oêsez  grande  pour  que  le  premier 
w  soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  autres  f  et , 
eoméquent ,  donne  son  signe  au  polynAme, 
ait  le  polynôme 

tant  x"^  en  facteur,  je  l'écris  sous  la  forme 
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Le  polynôme  entre  parenthèse  est  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  la  variable  -^  en  vertu  du  lemme 

précédent,  on  peut  prendre  -  assez  petit,  c*est-à-&e  t 

assez  grand ,  en  valeur  absolue ,  pour  que  le  premier  terme 
soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  autres ,  et,  par 
conséquent ,  donne  son  signe  au  polynôme. 
Par  exemple ,  le  premier  terme  du  polynôme 

ax»  —  gjp*  —  ax^  +  So^  —  5ic  +  7 

stirpassera  la  somme  de  tous  les  autres  pour  toutes  les  va- 

1  à  1 

leurs  de  -  plus  petites  que  =  ^ ,  et  par  conaéqnent 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  6.  en  valeur 
absolue. 

128.  Théorème.  Une  fonction  entière  f  (x)  varie  iunf 
manière  continue  quand  x  varie  éCune  manière  continue. 

Si  Ton  donne  à  la  variable  x  un  accroissement  A,  b 
fonction  éprouve  l'accroissement  (n*  82) . 

Ax+fc)-/'(x)=A^)*+Çr*'+f^**+ 

1.2  1.2.d 


Le  second  membre  étant  un  polynôme  entier  en  A  qui  oe 
renferme  pas  de  terme  constant ,  on  ne  peut  donner  à  *  une 
valeur  numérique  assez  petite  pour  que  ce  polynôme  ail 
une  valeur  absolue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée* 
Ainsi ,  à  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  variable 
correspond  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  fonc- 
tion ,  et ,  par  conséqaent ,  lorsque  la  variable  x  varie  d'une 
manière  continue ,  la  fonction  varie  aussi  d'une  manière 
continue. 
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K  Remarque.  U  est  aisé  de  voir  que  si  la  variable  a 
snte  indéâniment  en  valeur  absolue ,  la  fonction  aug- 
t  aussi  indéfiniment  En  effet ,  mettons  le  polynôme 


f(x)  =  axr  +  bxr^^+cx'^-^+ 

a  forme 

/(x)  =  *-(«  +  ^  +  ^+ ). 

1  X  est  très-grand  ou  -  très-petit,  la  valeur  de  la 

• 

thèse  diffère  très-peu  de  la  quantité  fixe  a;  le  pre^ 
acteur  rr*  augmente  indéfiniment  ;  donc  le  produit  de- 
plus  grand  que  toute  quantité  donnée. 
q>osons ,  pour  fixer  les  idées ,  le  premier  coefficient 
T;  lorsque  x  tend  vers  -(-  oo ,  le  polynôme  tend  aussi 
t-  en  ;  lorsque  x  tend  vers  —  çy> ,  le  polynôme  tend 
-  en  s'il  est  de  degré  impair,  et  vers  +  ^  s'il  ^st  de 
pair.  Ainsi,  lorsque  x  croît  de  —  qo  à  +  co,  la  fonc- 
arie  de  —  oo  à  +  co,  si  tn  est  impair  ;  si  m  est  pair, 
art  de  +co  pour  revenir  à  +cr>.  Dans  l'intervalle 
eut  éjM'ouver  des  alternatives  de  croissance  et  de  dé- 
ance, 

îigne  de  la  dérivée  f'{x)  indique  si  la  fonction  croît  ou 
It;  cette  dérivée,  étant  un  polynôme  entier  en  x 
rve  toujours  le  signe  de  son  premier  terme  au  delà 
certaine  limite ,  à  partir  de  laquelle  la  fonction  n'é- 
era  plus  aucune  alternative  d'augmentation  et  de  di- 
ion.  En  supposant  comme  précédemment  le  premier 
ient  positif,  la  dérivée  restera  constamment  positive 
fonction  ira  en  augmentant  indéfiniment,  à  partir 
certaine  valeur  de  x. 

12  ] 


130.  Ceci  résulte  de  la  continuité  de  la  foDCtic 
plus  petit  que  b,  et  supposons ,  <par  exemple ,  q 
lynflroe  f{x)  ait  une  valeur  négative  pour  asî 
valeur  positive  pour  x  =  b.  Si  l'on  imagine  que 

'  d'une  manière  continue  de  a  à  6,  la  fonction  vari 
manière  continue ,  allant  d'une  valeur  négativ 
valeur  positive;  comme  elle  reste  fmie,  elle  devi 
sairement ,  dans  l'intervalle ,  passer  par  la  vale 
médiaire  séro.  Ainsi ,  la  fonction  f{x)  s'annule  pou 
leur  de  x  comprise  entre  a  et  6  ;  cette  valeur  de  xi 
de  l'équation  f{x)  =  o. 

11  est  possible  que  la  fonction  passe  plusieun 
zéro  dans  l'intervalle  de  a  à  b;  dans  ce  cas,  l'équatî 
plasieurs  racines  réelles  comprises  entre  a  et  b. 

Toute  fonction  finie  et  continue  jouit  évidemm 
même  propriété.  .  • 

UnF.    ÉQUATION    AlGtltRIQUE    DE    DEGRÉ    IHPAIR    A 
UHE  R&CINE  R£ELLE. 

131.  On  appelle  équation  algébrique  une  éqni 
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une  valëtlr  négative  très-grande ,  le  polynAme  prend  une 
ifaleur  de  même  signe  que  celle  de  son  premier  terme, 
t?est-à-dit^  une  valeur  négative ,  puisque  ce  dernier  terme 
est  dé  degré  impair.  Au  contraire,  si  l'on  donne  à  x  une 
Trieur  positive  très-grande ,  le  polynôme  prend  une  valeur 
positive.  Ainsi ,  quand  x  varie  de  —  ©^  à  +  ^»  îc  polynôme 
[{x)  change  de  signe  et  s'annule  âû  moins  une  fois;  donc 
l'équation  ^  (a?)  =  o  a  au  moins  une  racine  réelle. 

Cette  racine  réelle  a  un  signe  contraire  à  celui  du  dernier 
terme  de  l'équation.  Supposons  d'abord  que  le  dernier 
terme ,  c'est-à-<lire  le  terme  indépendant  de  x,  soit  négatif; 
poura?  =  o,  le  polynôme,  se  réduisant  à  son  dernier  terme, 
a  une  valeur  négative  ;  pour  une  valeur  très-grande  posi- 
tive,  il  a  une  valeur  positive  ;  donc  le  polynôme  change  de 
signe  quand  x  varie  de  o  à  -\-^et^  par  conséquent,  l'é- 
quation admet  une  racine  positive.  Supposons  maintenant 
que  le  dernier  terme  soit  positif  ;  pour  x  =  —  «>,  le  poly- 
nôme est  négatif,  pour  x  =  o  il  est  positif;  il  change  donc 
de  signe  quand  x  varie  de  —  co  à  o  et ,  par  conséquent, 
l'équation  admet  une  racine  négative. 

On  peut  affirmer,  par  exemple,  que  l'équation 

x^  —  5x^  +  4^ — 7  =  0 

a  au  moins  une  racine  réelle  positive,  et  que  l'équation 

x^  —  5j?*  —  4^  +  7  =  o 

^  au  moins  une  racine  réelle  négative. 

^iïE  ÉQUATION  ALGÉBWQUE  DE  DEGRÉ  PAIR  ,  DONT  LE  DERNIER 
TERIIl^  EST  NÉGATIF ,  A  AU  MOINS  DEUX  RACINES  RÉELLES. 

1S2.  Pour  0?  =  0 ,  le  polynôme ,  se  réduisant  à  son  der- 
^er  terme,  a  une  valeur  négative.  D'ailleurs,  une  valeur 
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de  X  très-grande ,  soit  positive ,  soit  négative ,  rend  le  po- 
lynôme positif,  puisque  son  premier  terme ,  qui  est  de 
degré  pair,  reste  toujours  positif.  Ainsi  le  polyndme  chai^ 
deux  fois  de  signe ,  une  fois  de  o  à  -f  oo ,  une  seconde  fob 
de  0  à  —  co;  donc,  Téquation  admet  au  moins  deux  racines 
réelles,  Tune  positive ,  l'autre  négative. 
Par  exemple ,  l'équation 

a?*  —  5x^  —  7a:*  +  3a  —  3  =  0 

admet  au  moins  deux  racines  réelles,  l'une  positive,  l'autre 
négative. 

11  n'est  qu'un  cas  où  l'on  ne  sait  pas  si  l'équation  admet 
des  racines  réelles  :  c'est  celui  où  l'équation,  étant  de  degré 
pair,  a  son  dernier  terme  positif;  car,  dans  ce  cas ,  le  poly- 
nôme n  des  valeurs  positives  pour  ar=o  et  pour  des  valeurs 
de  X  très-grandes,  positives  ou  négatives.  Ainsi,  on  ne  sait 
pas  si  l'équation 

admet  des  racines  réelles. 

TOUTE  ÉQUATION  ALGÉIUIIQUE  f{x)  ==  O ,  A  COEFFICIENTS  RÉELS 
OU  IMAGINAIRES  DE  LA  FORME  a  +  b^  —  1  ,  A  UNE  RACISB 
RÉELLE    OU    IMAGINAIRE    DE    LA   MÊME    FORME.    —  (On    De 

demandera   pas  à  l'examen   la  démonstration  de  ce 
théorème.  ) 

Nous  admettrons  ce  théorème  sans  démonstration ,  nous 
bornant  à  en  préciser  le  sens. 

Si  dans  un  polynôme  entier  f{x)  on  remplace  x  par 
la  quantité  imaginaire  a  -^  M  ^  et  que  l'on  développe 
chaque  puissance  de  x  de  la  manière  indiquée  au  n*  51, 
on  trouvera  une  quantité  de  la  forme  A  -|-  Bi  ;  multipliant 
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puissance  par  le  coefficient ,  on  obtiendra  un  résultat 
même  forme  ;  réunissant  enfin  les  parties  réelles  et  les 
s  imaginaires ,  on  arrivera  à  un  résultat  final  de  la 
P  +  Qi,  Or  on  dit  qu'une  quantité  imaginaire  P  +  Qî 
ulle  lorsque  les  deux  quantités  réelles  P  et  Q  sont  . 
\  séparément.  Le  théorème  signifie  que  l'on  peut  dé- 
aer  a  et  b  de  telle  sorte  que  Ton  ait  à  la  fois  P=o, 
»,  et  la  valeur  xz=a-{'bi  est  dite  racine  de  l'équation. 

SST   RACINE   d'une    ÉQUATION   ALGÉBRIQUE,    LE    PREMIER 
MEMBRE  EST  DIVISIBLE  PAR  X — a. 

S.  Soit  f{x)  un  polynôme  entier  du  degré  m  ordonné 
apport  aux  puissances  décroissantes  de  a;,  on  peut 
5r  ce  polynôme  parx — a  et  pousser  l'opération  jus- 
ce  qu'on  arrive  à  un  reste  indépendant  de  x.  Si  l'on 
lie  tf{x)  le  quotient  qui  est  un  polynôme  entier  du 
r  degré,  et  R  le  reste  constant,  on  am*a 

égalité  est  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Don- 

à  X  la  valeur  particulière  a ,  le  premier  terme  du 

id  membre  s'évanouit,  puisque  le  facteur  a; — a  devient 

tque  l'autre  facteur  (p(a)  conserve  une  valeur  finie; 

^nt  donc 

fia)  =  R. 

,  quand  on  divise  un  polynôme  entier  par  un  binôme  de 
'me  X  —  a,  /e  reste  de  la  division  est  le  résultat  que  ton 
%t  en  remplaçant  x  par  a  dans  ce  polynôme. 
pposons  maintenant  que  a  soit  racine  de  l'équation 
=  o  ;  cela  signifie  que,  si  Ton  remplace  x  par  a  dans  le 


182  '  CiUPiTiis  VI. 

premier  membre»  on  obtient  un  résultat  f  (a)  égal  à  iiiQ« 
Donc  le  reste  R  est  nul ,  et  l'on  a 

f(x)  =  {x  —  a)ff(x). 

Ainsi,  lor$qM  a  t$t  racine  d'une  équation  àlgihriqfu 
'  f  (x)  =  0 ,  le  premier  membre  est  divisible  par  x  —  a, 
Réciprpauement,  si  le  premier  membre  fst  divisible  par 
un  binôme  de  la  forme  x — a,  la  quantité  i^  est  racine  (b 
ïéquation.  En  effet ,  dire  que  le  polynôme  f{x)  est  divisible 
par  X — a,  c'est  dire  que  le  reste  constant  R  auquel  on  arrive 
en  effectuant  la  division  est  nul  ;  donc  la  quantité  f{a)  esl 
égale  à  zéro  et  a  est  racine. 

13A.  Nous  allons  maintenant  indiquer  tme  règle  très- 
simple  pour  calculer  le  quotient. 
Soit 

f\x)  =  A,x^  +  A^x^''  +  A^"»-«+...  +  A^,x  +  A, 

le  polynôme  proposé. 

Divisons  ce  polynôme  par  x —  a» 


(Aoa+Ai>r"*~*+A^"*"*+A8a:*»-' +Am 

(Bia+A,)a?^-«+A8a:«^» +A« 

(B,a+A8)a;*"-» +A« 


x—a 


Ao^?^"* +Bia;^*+B^*.M+BH 


(B«-^+Am-i)a:+A« 
Reste Bm-^a+A*, 


Le  premier  terme  du  quotient  est  k^x^^  ;  multiplions  ce 
terme  par  le  diviseur  x  —  a,  et  retranchons  du  dividende; 
le  produit  par  x  détruit  le  premier  terme  du  dividende,  te 
produit  par  —  a  donne  la  quantité  A^ax*-*  qui  s'ajoute 
au  second  terme  ;  ainsi  le  premier  reste  ou  second  difi- 
dende  a  pour  premier  terme  (A^a  + AJo?*"*,  les  termes 
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Boivaots  étant  les  mêmes  que  dans  le  dividende  proposé. 
Si  l'on  divise  ce  premier  terme  par  rr,  on  aura  le  second 
lerme  B^x^^  du  quotient,  en  représentant  pour  abréger 
l^a+Ai  par  B^  ;  multiplions  ce  second  terme  par  x — a,  le 
iroduit  par  x  détruit  le  premier  ternie  du  second  dividende, 
)  produit  par — adonne  la  quantité  B,a.T*-«  qui  s'ajoute 
a  second  terme  ;  ainsi  le  troisième  dividende  a  pour  pre- 
iier  terme  (Bja  +  A,)a5"*-»,  les  termes  suivants  restant  les 
lèmes  que  dans  le  dividende  proposé.  Si  Fon  divise  ce 
remier  terme  par  a?,  on  aura  le  troisième  ternie  B^x"*"'  du 
QOtient,  en  représentant  B,a+A,  par  B, ,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  loi  est  générale  :  on  obtient  un  coefficient  guet- 
mque  du  ^pjLotient  en  multipliant  le  coefficient  précèdent  par 

et  ajoutant  le  coefficient  du  terme  de  même  rang  dans  le 
olyndm^  propoêi. 

On  arrivera  ainsi  au  dernier  dividende 


(B«-îO  +  A«.0^+A 


m  y 


[ui  donnera  le  dernier  terme  B^^^  du  quotient,  B^.^  re- 
)résentant  la  quantité  B^_,  a  +  A^_j  ;  en  multipliant  ce 
lenûer  terme  par  x — a  et  retranchant  du  dernier  divi- 
lende,  on  aura  le  reste  de  la  division  B„_ja  +  A«,.  On 
>'oitpar  là  que  le  reste  de  la  division  se  forme  au  moyen  du 
iemier  terme  du  quotient  suivant  la  même  loi ,  en  mul- 
^pliant  le  dernier  terme  du  quotient  par  a  et  ajoutant  le 
temier  terme  du  dividende. 

Les  coefficients  du  quotient,  formés  d'après  cette  loi,  ont 
îour  valeurs 

Bi  =  A^a  +  Ai, 

B,  =  Aoa*+A,a  +  A„ 


B„-i  =  A^a"»-*  +  Ai«"-=4- +  Am-i . 
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et  le  reste  de  la  division 

Exemples. 
1»  Diviser  par  x  —  5  lé  polynôme 

ax*  —  8ar*  +  7J7'  —  to'  +  5^  +  la. 

L'application  de  la  règle  précédente  donne  le  quotient 

aar*  —  ax*  +  x* —  Zx  —  4. 

Après  avoir  écrit  le  premier  coei&cient  2,  on  dira  :  s  mul- 
tiplié par  5 6  et  —  8 —  a  ;  —  2  multipUé  par 

5 — 6  et  +  7 +  1  ;  +  1  multiplié  par  3 -f' 

et — 6 — 5;  —  3  multiplié  par  3 — 9  et +5.....— 4- 

Si  l'on  multiplie  le  dernier  terme  du  quotient  par  3  et  que 
Ton  ajoute  le  dernier  terme  1 2  du  dividende,  on  trouve  le 
reste  o;  donc  3  est  racine  deTéquatiop  obtenue  en  égalant 
le  polynôme  proposé  à  zéro. 

2*  Diviser  par  a;  H-  2  le  polynôme 

3X*  +  a?* —  lox" — .aa?  +  5« 

En  opérant  de  la  même  manière,  on  trouve  le  quotient 

Icia=  —  2,  on  dira  donc  :  2  multiplié  par  —  2.....— 4 

et  4- 1 — 3;  —  3  multiplié  par — 2....*  +6ei — lo....* 

— 4;  —  4  niultiplié  par — 2 +8  et  — 2 +  6.  En 

multipliant  le  dernier  terme  du  quotient  par  -—  2  et  ajou<- 
tant  +  5,  on  obtient  le  reste  —  7  de  la  division.  Donc  —  2 
n'est  pas  racine.  ' 
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S"  Diviser  par  x —  2  le  polynôme 

a^  —  iZx^  +  7*^*  +  *5x-  +  2X  —  8. 

Le  polynôme  n'est  pas  complet  ;  il  ne  contient  pas  de 
termes  en  x\  en  x*  et  en  x*  ;  on  imaginera  le  polynôme  com- 
plété au  moyen  de  coefficients  nuls  et  écrit  sous  la  forme 

a?'  +  ox''  +  ox^  —  iZx^  +  7^^  +  «^'  +  *5a:'  +  ^^ — ^  J 
puis  on  appliquera  la  règle  ordinaire.  Le  quotient  est 

et  le  reste  nul.  Donc  2  est  racine. 

t^E  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  DU  DEGRÉ  m  A  TOUJOURS  «l  R A- 
UNES  RÉELLES  OU  IMAGINAIRES,  ET  ELLE  NE  PEUT  EN 
AVOIR  DAVANTAGE.  —  DÉCQMPOSITION  DU  PREMIER  MEMBRE 
£N   FACTEURS   DU   PREMIER   DEGRÉ. 

185.  Soit  f{x)  un  polynôme  entier  du  degré  m.  Nous 
avons  admis  que  l'équation  f{x)  =0  a  toujours  une  racine  a 
réelle  ou  imaginaire,  et  nous  avons  démontré  que  le  poly- 
nôme f{x)  est  divisible  par  x  —  a.  En  appelant  X^  le  quo- 
tient qui  est  un  polynôme  entier  du  degré  m  —  1 ,  on  a 

f(x)  =  [X'-a)X,. 

Usas  l'équation  X,  =  0  admet  de  même  une  racine  6,  et  le 
polynôme  X^  est  divisible  par  x — b ,  ce  qui  donne 


X,  =  (a7-6)X 


ty 


le  quotient  X,  étant  un  polynôme  entier  du  degré  m — 2, 
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et  le  reste  de  la  division 

Exemples. 
1»  Diviser  par  a?  —  5  lé  polynôme 

L'application  de  la  règle  précédente  donne  le  quotient 

aar*  -—  ax*  +  x* —  3x  —  4- 

Après  avoir  écrit  le  premier  coefficient  s,  on  dira  :  t  mul- 
tiplié par  5 6  et  —  8 —  a  ;  —  a  multiplié  par 

5 — 6et  +  7 +  1  ;  +  1  multiplié  par  3 +î 

et— 6 — 5;  —  3  multiplié  par  3 — get+S — t 

Si  l'on  multiplie  le  dernier  terme  du  quotient  par  5  et  que 
Ton  ajoute  le  dernier  terme  i  a  du  dividende,  on  trouve  le 
reste  o  ;  donc  3  est  racine  de  l'équatiop  obtenue  en  galant 
le  polynôme  proposé  à  zéro. 

2*  Di\iser  par  a;  H-  a  le  polynôme 

ax*  +  a?*  —  lox*  — .2X  +  5. 

En  opérant  de  la  même  manière,  on  trouve  le  quotient 

ax* — 3x*  —  4^+6. 

Ici  a=  —  a,  on  dira  donc  :  a  multiplié  par  —  s —4 

et  4"  1 — 3;  —  3  multiplié  par — a....*  +6et — lo 

— 4; — 4niultiplié  par — a +8  et  — a +  6.  Bn 

multipliant  le  dernier  terme  du  quotient  par  —  a  et  ajou- 
tant +  5,  on  obtient  le  reste  —  7  de  la  division.  Donc  —  « 
n'est  pas  racine. 
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î'  Diviser  par  x —  a  le  polynôme 

Le  polynôme  n'est  pas  complet;  il  ne  contient  pas  de 
«mes  en  x^^  en  x*  et  en  rc'  ;  on  imaginera  le  polynôme  com- 
)}été  au  moyen  de  coeiBcients  nuls  et  écrit  sous  la  forme 

x*+  ox'  +  ox*—  i3x'  4-  7*^  +  ox^+  i5ar*  +  ax— 8; 

luis  on  appliquera  la  règle  ordinaire.  Le  quotient  est 

x^  +  xc^  +  ê^—  5x*  —  3x»  —  6x'  +  X  +  4 

t  le  reste  nul.  Donc  2  est  racine. 

il  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  DU  DEGRÉ  m  A  TOUJOURS  ni  RA- 
CINES RÉELLES  OU  IMAGINAIRES,  ET  ELLE  NE  PEUT  EN 
AVOIR  DAVANTAGE.  —  DÉGQMPOSITION  DU  PREMIER  MEMBRE 
EN  FACTEURS  DU  PREMIER   DEGRÉ. 

135.  Soit  f{x)  un  polynôme  entier  du  degré  m.  Nous 
roDS  admis  que  l'équation  f{x)  ==  o  a  toujours  une  racine  a 
ïélle  ou  imaginaire,  et  nous  avons  démontré  -que  le  poly- 
ftme  f{x)  est  divisible  par  x —  a.  En  appelant  X,  le  quo- 
ent  qui  est  un  polynôme  entier  du  degré  m  —  1 ,  on  a 

f(x)  —  {x  —  a)X^. 

^  l'équation  X^  =  0  admet  de  même  une  racine  6 ,  et  le 
>lynôme  X^  est  divisible  par  x — b ,  c«  qui  donne 

X,  =  (x-6)X„ 
<|uotient  X,  étant  un  polynôme  entier  du  degré  m—- 2, 
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1S8»  Remarque  L — Dans  cette  démonstration,  nous  nous 
appuyx)ns  sur  ce  principe  que ,  pour  qu'un  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  soit  nul ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l'un 
des  facteurs  soit  nul.  Ce  principe  est  évident  quand  les  fac- 
teurs sont  réels  ;  mais  il  a  besoin  de  quelques  explications 
quand  les  facteurs  sont  imaginaires. 

On  appelle  module  d'une  quantité  imaginaire  a  4-6/^ 
le  nombre  positif  ^a*  +  **• 

On  dit  qu'une  quantité  imaginaire  a  +  6^^ —  1  est  nulle, 
quand  on  a  séparément  a  =  o  et  6  =  o.  On  voit  que,  lon- 
qu'une  quantité  imaginaire  est  nulle,  son  module  est  nul,  et 
que  réciproquement,  si  le  module  est  nul,  la  quantité  imh 
ginaire  est  nulle  ;  car  la  somme  des  deux  nombres  positift 
a'  et  b^  ne  peut  devenir  nulle  que  si  ces  deux  nombres  mt 
nuls  séparément. 

Considérons  le  produit  de  deux  quantités  imaginaires. 

(a  +  bi)  (a'  +  b'i)  =  aa'  +  aVt  +  lHx'i  +  bb'i' 
=  {aa'—bb')  +  (aV  +  bay; 

ce  produit  a  pour  module 


^[aa'—bb')*'\-(ab'+ba')'  =  s^a'a"  +  b'b'^  +  a^l/'  +  *V 

On  voit  par  là  que  le  module  d'un  produit  de  plusieun 
facteurs  est  égal  au  produit  des  modules.  Ce  théorème  s  étend 
évidemment  à  un  nombre  quelconque  des  facteurs. 

Cela  posé ,  soit  le  produit  de  plusieurs  quantités  imagi- 
naires 

A  +  B/ =  (a  +  6i)  (a' +  67)  (a"  +  6"0 

Le  module  du  produit  étant  égal  au  produit  du  modale, 
on  a 
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A«  +  B«  =  (a*  +  A«)(a'«  +  6")(a"»  +  *^) 

r  que  le  produit  soit  nul ,  il  est  nécessaire  et  il  suiBt  que 
Module  soit  nul  ;  ce  module  étant  ^al  au  produit  de 
leurs  nombres  positifs ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que 
d'eux  9oit  nul  »  c'est-à-dire  que  Tune  des  quantités  ima- 
ires  soit  nulle. 

SO.  Remarque  IL  —  Nous  pouvons  maintenant  piMser 
mtage  le  sens  du  théorème  démontré  au  n*  128.  Nous 
18  dit  que,  lorsque  deux  nombres  réels,  que  nous  appel- 
as 0^^  et  x^  ,mis  à  la  place  de  x  dans  le  polynôme  f{x) , 
oentdes  résultats  de  signes  contraires,  ces*deux  noni- 
I  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  Téquation 
=  o.  (Il  est  bieç  entendu  que  l'équation  est  supposée 
ir  tous  ses  coflicients  réels.)  Nous  pouvons  ajouter  que, 
3s  deux  nombres  comprennent  plus  d'une  racine ,  ils  en 
(prennent  un  nombre  impair,  et  que,  en  outre,  lorsque  les 
membres  x^  et  x^  donnent  des  résultats  de  même  signe, 
le  comprennent  aucune  racine ,  ou  en  comprennent  un 
ibre  pair. 

>ésignons  par  a,  6, ,  e  les  diverses  racines  comprises 

«,  et  x^ ,  et  écrivons  le  polynôme  f{x)  sous  la  forme 

f[x)=:{x  —  a){x  —  b) (j:— e)?(x), 

)  représentant  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent 
autres  racines.  En  remplaçant  x  successivement  par  x^ 
Dp  on  a 

/!«.) =K— «)  (a^o— *) (*o— «)  ?  M> 

/lx^)  =  (x^—a)  (x^—b) (x,  —  e) ç (arj. 

18  remarquerons  d'abord  que  <f{x^)  et  <p(x,)  sont  des 
iQtités  de  même  àgne  ;  autrement ,  les  deux  nombres 
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.Ty  et  r,  comprendraient  encore  une  autre  racine ,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse.  Supposons  x^  plus  petit  que  x,  : 

le  nombre  x^  étant  plus  grand  que  les  racines  a,  6 ,  e, 

chacun  des  facteurs  x^  —  a,  x^  —  6, x^  —  e,  est  po- 
sitif; donc  f{x^)  aie  signe  de  ^{x^).  Le  nombre  x^  étant 

plus  petit  que  les  racines  a,  6, ^,  chacun  des  facteurs 

Xq — a,  x^ — 6, iCo — tf,  est  négatif.  Si  le  nombre  de  CCS 

facteurs  est  pair,  [{x^)  aura  le  même  signe  que  «(a?,), 
et,  par  conséquent,  que  f{x^)  ;  si  lé  nombre  dès  facteurs  M 
impair,  [{x^)  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  ?(j;J,  et 
par  conséquent  contraire  à  celui  de  f{x^).  Ainsi  les  deux 
résultats  f{x^)  et  f{x^)  ont  le  même  signe  ou  des  signes 
contraires ,  selon  que  le  nombre  des  racines  réelles  com- 
prises entre  x^  et  x^  est  pair  ou  impair. 

Des  considérations  géométriques  très -simples  font  bien 
comprendre  cette  proposition.  Imaginons  que  Ton  repré- 
sente par  une  courbe  la  fonction  f{x)^  conune  nous  Tayons 
expliqué  au  n'  84 ,  en  portant  sur  un  axe  horizontal  OX ,  i 
partir  d'un  point  fixe  0  les  valeurs  de  or,  et  élevant  des  per- 


0 


pendiculaîres  ou  ordonnées  égales  aux  valeurs  correspon- 
dantes de  la  fonction ,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  suivant 
le  signe.  Les  racines  réelles  de  l'équation  f[x)  =  o  corres- 
pondent aux  points  où  l'ordonnée  devient  nulle,  c'est-à-dire 
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à  la  conrbe  coupe  Taxe  OX.  Si  la  courbe  coupe  Taxe  au 
nnt  M ,  la  longueur  OM  est  une  racine  de  Féquation. 
Supposons  que  deux  valeurs  OA  et  OC  de  la  variable  x 
nnent  au  polynôme  des  valeurs  de  signes  contraires  —  AB 
+  CD  ;  pour  aller  du  point  B  au  point  D,  la  courbe  devra 
^éssairement  couper  Taxe  OX  en  un  certain  point  M,  et 
tpiàtion  admettra  une  racine  OM  comprise  entre  OA  et  OC* 
18  la  courbe  peut  couper  l'axe  en  plusieurs  points, 
mme  le  montre  la  ligne  ponctuée  ;  dans  ce  cas  elle  le 
ope  en  un  nombre  impair  de  points  P ,  M ,  Q. 
Supposons  maintenant  que  les  deux  valeurs  OA  et  OC  de 
variable  u  donnent  à  la  fonction  des  valeurs  +  AB  et 
-CD  de  même  signe.  En  général,  la  courbe  ira  du  point 


au  point  D  sans  rencontrer  Taxe  OX ,  et  l'équation  n'aura 
te  de  racine  dans  l'intervalle  ;  si  elle  coupe  l'axe ,  elle  le 
►upera  en  un  nombre  pair  de  points  M,  P,  et  Téquation 
ira  un  nombre  pur  de  racines  dans  l'intervalle. 

RELATIONS  ENTRE  LES  COEïViCnENTS  d'uNE   ÉQUATION 
ALGÉBRIQUE   ET   LES  RACINES. 


ihO.  Supposons  que  l'on  ait  divisé  tous  les  termes  de 
quation  par  le  premier  coefTicient,  afin  de  la  ramener  à 
forme 

af"  +  A^x^^  4-  A^"^*  + +  A^  =  0. 
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Cette  équation  a  m  racines  a,  6,  c^ fty  et  nous  avons 

démontré  que  le  premier  membre  f{x)  peut  être  décomposé 
en  un  produit  de  m  facteurs  binômes 

{x — a)(x  —  b)  (z  —  c) (x  —  k). 

Si  l'on  effectue  ce  produit,  il  est  clair  que  l'on  reprodiDii 
identiquement  le  polynôme  proposé*  Or  si  l'on  appelle  S^ 
la  sommé  des  racines,  S,  la  somme  des  produits  des  radoes 

deux  à  deux ,  S,  la  somme  des  produits  trois  à  trois, , 

le  produit  des  m  facteurs  binômes,  d'après  la  formule  éta- 
blie au  n""  A3,  se  développera  de  la  manière  suivante  : 

En  égalant  les  coefficients  des  deux  polynômes,  on  a  donc 

Ainsi,  quand  le  premier  coeffieient  de  V expiation  est  r«nM« 
l""  la  somme  des  racines  égale  le  second  coefficient  changé  ii 
signe;  2"*  la  somme  des  produits  des  racines  deux  à  deux 
égale  le  troisième  coefficient;  i"*  la  somme  des  produits  des 
racines  trois  à  trois  égale  le  quatrième  coefficient  changé  (fe 
signe  y  et  ainsi  de  suite.  Enfin  le  produit  des  racines  égale  U 
dernier  terme  pris  avec  son  signe  ou  un  signe  contraire ^  sui- 
vant que  m  est  pair  ou  impair. 

Exemples. 

1**  Nous  avons  déjà  reconnu  ces  relations  dans  l'équation 
du  second  degré  (1"  partie,  n*  145).  Si  l'on  appelle  a,  t,c, 
les  trois  racines  d'une  équation  du  troisième  degré 

a:' 4"  A,x*  +  A,ar  + A,^=-o, 
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ooa 

2*  Résoudre  une  équation  du  troisième  degré ,  sachant 
que  Tune  des  racines  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 
Supposons  que  la  racine  a  soit  égale  à  la  somme  b  +  e  des 
deux  autres.  De  la  première  relation  a  +  b  +  c=i  — A,  on 

tire  ta  =  —  A,,  d'où  a  = ^.  La  seconde  relation  s'é- 

A  * 

Clivant  a(6+^)4"*<î=A,  donne  6c=A, — a*=:A, ^; 

donc  les  deux  autres  racines  sont  fournies  par  Téquation  du 
second  degré 

A       sA 

La  troisième  relation  donne  bc  = ^  =  -t-^* 

a       A^ 

Pour  que  les  racines  de  l'équation  du  troisième  jouissent 

de  la  propriété  énoncée ,  il  faat  donc  que  les  coefficients  de 

l'équation  satisfassent  à  la  relation 


aA,  _  .       Aî 


^ftSQU'UllE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE,  DONT  LES  GOEFnCIENtS 
80NT  RÉELS,  A  UNE  RACINE  IMAGINAIRE  DE  LA  FORME 
0  +  6^ — >*  EI^  ^  AUSSI  POUR  RACINE  l'eXPRESSION 
CONJUGUÉE  a  —  b^ — !• 

lAl.  Nous  avons  dit  que,  lorsque  dans  le  polynôme  f{x) 
^  remplace  x  par  a  +  6t ,  le  polynôme  acquiert  une  valeur 
'^  la  forme  P  +  Qt.  Remplaçons  maintenant  a:  par  la  quan- 
^té  imaginaire  conjuguée  a-^bi\  si  tous  les  coefficients  sont 


19A  CHAPITRE  VI. 

réels  y  il  est  clair  que  la  valeur  du  polynôme  ne  différera  de 
la  précédente  qu'en  ce  que  i  aura  été  changé  en«— î;  on 
aura  donc  la  quantité  conjuguée  P — Qi. 

Si  a  +  bi  est  racine  de  l'équation  f{x)  =  o,  te  premier 
résultat  est  nul ,  et  Ton  a  séparément  P  =  o,  Q  =  o  ;  dooc 
le  second  résultat  est  également  nul ,  et  la  quantité  a— U 
est  aussi  racine  de  Téquation.  Ainsi,  dans  une  équftâoD 
algébrique  dont  les  coefficients  sont  réels,  les  racines  imagi- 
naires sont  conjuguées  deux  à  deux,  et  par  conséquent  leur 
nombre  est  toujours  pair. 

Cette  proposition  n*est  vraie  que  si  tous  les  coefficienis 
de  Téquation  sont  réels;  car  s'il  y  a  des  côefiipients  imagi- 
naires ,  quand  on  remplace  a  +  bi  par  a  —  6t ,  on  change 
le  signe  /  dans  la  valeur  de  x ,  mais  non  dans  les  coeffi- 
cients qui  restent  constants  ;  on  ne  peut  plus  dire  alors  que 
le  second  résultat  sera  conjugué  du  preqojer. 

1A2.  Nous  avons  démontré  qu'un  polynôsoie  du  <}sgié  m 
se  décompose  en  m  facteurs  du  premier  degré  ;  mi^  ppiaii 
ces  facteurs ,  les  uns  sont  réels ,  les  autres  iniagii)lMra« 
Supposons  les  coefficients  réels  et  considérons  les  deux 
facteurs 

(x  —  a  —  bi)  [x  —  a  +  Ai), 

qui  correspondent  à  deux  racines  imaginsiires  ÇQ]Ûugi)éC8; 
le  produit  de  ces  deux  facteurs 

(ar  —  aY  +  b* 

est  un  polynôme  réel  du  second  degré. 

Ainsi  un  polynôme  à  coefficienis  refis  se  décompose  #9  /a^ 
lexirs  réels  du  premier  ou  du  second  degré. 

143.  Remarque.  Dans  ce  qui  précède,  nousayras  sap^ 
posé  liss  coetlicients  réels;  supposons-les t  noniqpiitonOTt 
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ieb,  mais  encore  commensurables  ;  dans  ce  cas ,  si  i'é- 
lation  admet  une  raison  incommensurable  de  la  forme 
-|-v^9  a  et  6  étant  des  nombres  commensurables,  elle 
[mettra  la  racine  conjuguée  a  —  ^b.  Concevez ,  en  efiet , 
te  Ton  remplace  dans  le  polynôme  x  par  a  +  v^6  et  que 
o  développe  les  diverses  puissances  de  a  +  v^,  suivant 
loi  du  binôme  ;  comme  les  puissances  paires  de 
}  sont  rationnelles  et  les  puissances  impaires  de  la  forme 
fFy  B  étant  une  quantité  rationnelle,  il  est  clair  que  Ton 
rivera  à  une  expression  de  la  forme  P  +  Q/^»  en  dési- 
ant  par  P  et  Q  des  quantités  commensurables.  Rem- 
içons  maintenant  X  par  a  —  v^6;  si  tous  les  coefficients 
nt  commensurables,  la  valeur  du  polynôme  ne  différera  de 
précédente  que  par  le  signe  de  ^b,  et  Ton  obtiendra  la 
lantité  conjuguée  P  —  Q  ^^6.  Pour  que  a  +  y^soit  racine 
l'équation ,  c'est-à-dire  pour  que  la  quantité  P  +  Q\/6 
it  nulle,  il  faut  que  Ton  ait  séparément  P  =  o ,  Q  =  o  ; 
inc  a  —  ^b  est  aussi  racine  de  F  équation. 
Cette  propriété,  qui  a  de  l'analogie  avec  la  précédente,  est 
^coup  moins  générale;  il  arrive  rarement  que  l'équation 
Imette  une  racine  de  la  forme  a  +  v^6  ;  lorsque  cela  a  lieu, 
premier  membre  admet  un  facteur  du  second  degré 

efficients  commensurables. 

^S  UNE  ÉQUATION  ALGÉBBIQUE  COMPLÈTE  OU  INCOMPLÈTE , 
CE  NOMBRE  DES  BACINES  POSITIVES  NE  PEUT  SUBPASSER  LE 
TOMBEE  DES  VABIATIONS.  —  CONSÉQUENCE  RELATIVE  AUX 
PAGINES  NÉGATIVES. 

IftA.  Lorsqu'un  polynôme  à  coefficients  réels  est  ordonné 
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par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x^  deux  termes 
consécutifs  affectés  de  signes  contraires  présentent  ce  qa*(A 
nomme  une  variation.  Par  exemple,  l'équation 

X*  —  !kr*  —  ax*  +;p*  +  7^ — 8  =  0 

a  trois  variations  :  une  du  premier  au  second  terme ,  VM 
du  troisième  au  quatrième ,  une  du  cinquième  au  âxiëiBe. 
Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  Lorsqu'on  multiplie  un  polynôme  par  x— a, 
a  étant  un  nombre  positif,  on  introduit  au  moins  une  varior 
tion  nouvelle  dans  le  polynôme. 

Un  polynôme  quelconque,  ordonné  par  rapport  «n 
puissances  décroissantes  de  x^  peut  être  écrit  sous  b 
forme. 


•  ••••••  ZJ^  iif^|«b        Z^  AgJf»  ••••••••••••••  -^-»  A^* 

Le  polynôme  commence  par  un  groupe  de  termes  pontifi* 
puis  vient  un  groupe  de  termes  négatifs ,  puis  un  groupe 
de  termes  positifs,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  groope 
qui  commence  au  terme  zp  A^%  à  partir  duquel  il  n'y  * 
plus  de  changement  de  signes.  Chaque  groupe  contient  ub 
nombre  quelconque  de  termes  et  même  un  seul  terme.  Us 
variations  se  présentent  quand  on  passe  du  dernier  terme 
d'un  groupe  au  premier  du  groupe  suivant. 
En  multipliant  ce  polynôme  par  x  —  a ,  nous  aurons 


A«af-* -A. 


•An+iÛ 


af-^* +Ap 

+Ap4.iû 


x^^ :T:A, 

=fa...i« 


x^* 


La  multiplication  par  x  conserve  à  chaque  terme  son  sigoe 
et  donne  la  première  ligne;  la  multiplication  par--^ 
change  tous  les  signes  et  donne  la  seconde  ligne.  Le  pre- 
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ier  tenue  A^«*+*  du  produit  a  le  âgne  +  ;  1®  terme  du 
gré  n  -f  1 9  provenant  de  l'addition  de  deux  termes  n^a- 
3,  a  le  signe  —  ;  quels  que  soient  les  signes  des  termes 
ermédiaires,  il  est  certain  qu'entre  ces  deux  termes  de 
;ne8  contraires ,  il  y  a  au  moins  une  variation  ;  on  re- 
vave  ainsi  au  produit  la  première  variation  du  multipli- 
Bde,  celle  qui  a  lieu  de  o^  à  ^.  De  même  le  terme  du 
gré  p  +  >  9  provenant  de  l'addition  de  deux  termes  posi- 
i,  a  le  signe  +  ;  entre  les  deux  termes  en  sà^^  et  en 
***,  qui  sont  de  signes  contraires ,  il  y  a  au  moins  une 
riation ,  et  Ton  retrouve  ainsi  au  produit  la  seconde  va- 
tion  du  multiplicande ,  celle  qui  a  lieu  de  jb*  à  x^,  Poiir 
Qplifier  le  raisonnement,  nous  pouvons  réduire  le  mul- 
licande  aux  premiers  termes  des  différents  groupes  »  et 

considérer  dans  le  produit  que  les  termes  correspon- 
QtSt  c'eat-à-<lire  ceux  dont  le  degré  est  supérieur  d'une 
ité;  ces  termes  du  produit  étant  affectés  des  mêmes 
;iies  que  les  termes  correspondants  du  multiplicande ,  il 
t  dair  que  l'on  retrouve  au  produit  toutes  les  variations 
.  multiplicande.  Ainsi  quand  on  sera  arrivé  au  terme  en 
"S  on  aura  retrouvé  au  produit  toutes  les  variations  du 
iiltiplicande.  A  partir  du  terme  en  x\  le  multiplicande  ne 
ésente  plus  aucune  variation;  mais  le  terme  constant 
:  A^  du  multiplicande ,  multiplié  par  —  a ,  donne  le  dor- 
er terme  =t=  K^a  du  produit  ;  ce  dernier  terme  ayant  un 
{ne  contraire  à  celui  du  terme  en  x^S  le  dernier  groupe 
i  produit  contiendra  encore  au  moins  une  variation.  On  en 
nclut  que  le  produit  contient  au  moins  une  variation  de 
08  que  le  multiplicande. 

11  peut  arriver  que  la  multiplication  par  x — a  introduise 
us  d'une  variation  nouvelle  ;  dans  ce  cas  elle  en  introduit 

3,  ou  5, ,  en  général  un  nombre  impur.  En  effet, 
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da^is  chacun  des  groupes  du  ]H:oduit,.nous  ayons  retrouvé 
la  vai*iation  correspondante  du  multiplicande  :  mais  »  daia 
ce  groupe,  il  peut  y  avoir  plus  d'une  variatioa;  car  les 
termes  intermédiaires,  provenant  de  raddition  de  deui 
termes  de  signes  contraires ,  ont  des  signes  quelconques) 
mais  lorsqu'il  y  en  a  plus  d'une,  il  y  a  un  nombre  impair, 
c'est-à-dire  une,  plus  un  nombre  pair,  parce  que  entre  depx 
termes  de  signes  contraires  il  y  a  nécessairement  un  nombre 
imp^ôjr  de  changements  de  signes;  ainsi.^chaque  groupe  Ai 
produit  pourra  introduire  un  nombre  pair  de  variations  nou- 
velles. Le  dernier  groupe  en  introduit  un  nombre  inqpair; 
en  tout  un  nombre  impair  de  variations  nouvelles. 

146.  Théobèmb.  Dans  une  équation  algéèrique  à  eôiH^- 
denté  réels  f  1$  nombre  des  racines  positives  né  peut  tvh 
passer  le  nombre  des  variations. 

Soil  f{x)=:o  une  équation  à  coei&cient8  réels  ayant  tt 
certain  nombre  de  racines  positives  a,  6,  c,....  g*  Supço- 
sons  le  polynôme  f{x)  décomposé  en  facteurs  et  désignons 
par  <p(x)  le  produit  des  facteurs  binômes  qui  correspondeot 
aux  racines  négatives  et  aux  racines  imaginaires  conju- 
guées ,  nous  aurons 

f(x)  =  (x  —  a){x  —  b) (x  —  g)ff[x). 

D'après  la  remarque  du  n*  142,  le  polynôme  ©(j?)  a  aussi 
ses*coeflBcients  réels.  Or,  si  nous  multiplions  ce  polynôme 
successivement  par  chacun  des  facteurs  binômes  x—s, 

X — J, ,  x — gf ,  qui  correspondent  aux  racines  positives, 

chaque  multiplication  introduisant  au  moins  une  variation 
nouvelle,  le  produit  final  f[x)  contiendra  au  moins  autant 
de  variations  qu'il  y  a  de  racines  positives. 

1&6.  Remarque.  Si  le  nombre  des  racines  positives  nef< 
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ftètm  nombr$^ie$  variatiom^  U  en  différé  dTtin  nombre 
UmB  remarqfuond  d'abord  que  le  polynôme  ^(j?)  a 
lernier  terme  positif,  sans  quoi  il  aurait  une  racine 
ve ,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  ;  ce  polynAme 
mi  donc  un  nombre  pair  de  variations,  s'il  en  contient. 
re  part,  nous  avons  vu  que  la  multiplication  par  ciia- 
les  facteurs  x — a  Introduit  un  nombre  impair  de  varia- 
,c*e8t-à-dhre  une,  plus  un  nombre  pair;  on  aura  ainsi 
ment  dans  le  polynôme  f{x)  autant  de  variations  qu'il 
e  racines  poâtives ,  plus  une  somme  de  nombres  pairs, 
4-dire  jAus  un  nombre  pair  de  variations, 
r exemple,  l'équation 

X*  —  5ar*  —  a  X*  +  ^*  +  7^  —  8  =  0 

nte  trois  variations.  Elle  ne  peut  admettre  plus  de  trois 

es  positives  ;  elle  en  aura  trois  ou  une. 

kjQation 

inte  quatre  variations;  elle  ne  peut  admettre  plus  de 
"e  racines  positives  ;  elle  en  aura  quatre,  ou  deux ,  ou 
[a  tout, 
kpmtion 

X*  -|-  4^'  —  5  =  0 

»ite  une  seule  variation.  Elle  ne  peut  avoir  plus  d'une 
e  positive ,  et  elle  en  a  certainement  une. 

7.  Corollaire.  Si  dans  l'équation  f{x)  =  o,  on  change 
—  a?,  on  obtient  une  nonvelle  équation  qui  a  évidem- 
;  pomr  racines  celles  de  la  proposée  changées  de  signes  ; 
,  les  racines  négatives  de  la  première  deviennent  posi- 
dans  la  seconde.  Si  donc  on  applique  le  théorème  pré- 
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cèdent  à  Téquation  traDsformée  «  on  aura  une  limite  su- 
périeure du  nombre  des  racines  négatives  de  Téquafion 
proposée. 
Soit,  par  exemple ,  l'équation 

X*  —  Sx*  —  ax*  +  ^'  +  7^  —  8  =  0 

en  remplaçant  x  par  —  a; ,  on  obtient  la  transformée 

— ar*  —  5x*  +  ax*  +  ^ —  7^  —  8  =  o, 

qui  présente  deux  variations.  Cette  dernière  équation  admet 
au  plus  deux  racines  positives ,  et  par  conséquent  la  pro- 
posée a  au  plus  deux  racines  négatives.  Si  elle  n*en  a  pas 
deux  9  elle  n'en  a  pas  du  tout. 
De  même  l'équation 

ayant  pour  transformée  l'équation 

—  x' +  5x*  +  8ar*  +  4x  +  6  =  o , 

qui  présente  une  seule  variation ,  a  une  racine  négative  et 
une  seule.  Nous  avons  vu  déjà  que  cette  équation  a  au  plus 
quatre  racines  positives  ;  elle  admet  donc  au  plus  cinq  ra- 
cines réelles  ;  comme  elle  a  sept  racines ,  puisqu'elle  est  du 
septième  degré  «  il  s'ensuit  qu'elle  a  au  moins  deux  racines 
imaginaires. 

L'équation 

x^  +  4x*  —  5  =  0 

ayant  pour  transformée 

X*  —  4^'  —  5  =  o , 

a  une  racine  négative ,  et  une  seule.  Nous  avons  vu  déjà 
qu'elle  a  une  racine  positive;  donc,  elle  a  en  tout  deux 
racines  réelles ,  et ,  par  conséquent ,  quatre  racines  imagi*- 
naires. 
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EGHERGHE  OU  PRODUIT  DES  FACTEURS  DU   PREMIER  DEGRÉ 
COMMUNS  A  DEUX  FONCTIONS  ENTIÈRES  DE  X. 

IhS.  Supposons  que  deux  fonctioDs  entières  de  x  aient 
décomposées  en  facteurs  du  premier  degré ,  le  produit 
I  facteurs  du  premier  degré  communs  à  ces  deux  poly- 
nes  s'appeUe  leur  plus  grand  commun  diviseur  a/gé- 
jue. 

e  déâgne  par  X  et  X^  ces  deux  polynômes ,  ordonnés  par 
»p<Nrt  aux  puissances  décroissantes  de  a?,  en  supposant 
3  X  soit  d'un  degré  supérieur  ou  égal  à  X^ .  Je  divise  X 
*  X|  ;  j'appelle  Q  le  quotient  et  X,  le  reste ,  ce  qui  donne 

X  =  X,Q  +  X,. 

dis  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  X  et  X^  est 
même  qu'entre  X^  et  X,.  En  effet ,  soit  x — a  un  facteur  du 
smier  degré  commun  à  X  et  à  X^  ;  si  dans  l'égalité  pré- 
lente  on  fût  X = €c,  X  s'annule ,  de  même  X^  et  par  suite 
produit  X,  Q,  puisque  le  polynôme  Q  conserve  une  va- 
ir  finie  ;  donc  X, ,  différence  de  deux  quantités  nulles , 
mnule  ausiû  ;  donc  ce  polynôme  X,  est  divisible  par  x — a. 
m  tout  facteur  du  premier  degré  commun  à  X  et  X^  est 
mmun  à  Xj  et  à  X,.  On  démontrerait  de  même  que ,  réci- 
oquement,  tout  facteur  du  premier  degré  commun  à  X, 
à  X,  est  commun  à  X  et  X^.  Les  facteurs  du  premier  degré 
mmuns  étant  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  les  produits 
ces  facteurs  communs ,  ou  les  plus  grands  communs  di- 
leurs,  sont  les  mêmes. 

Ainsi  la  question  est  ramenée  à  la  recherche  du  plus 
and  commun  diviseur  entre  X^  et  X,.  On  procédera  de  la 
6me  manière  :  en  divisant  X,  par  X, ,  et  appelant  X,  le 
Bte,  on  aura 
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Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  I^  et  X,  etile  même 
qu'entre  X,  et  X,. 

Divisons  X,  par  X, ,  et  supposons  que  Ton  trouve  un  reste 
nul  ;  il  est  clair  que  X, ,  divisant  exactement  X, ,  est  le  pro- 
duit des  facteurs  du  premier  degré  communs  à  X,  et  à  X,; 
c'est  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Ainsi  9  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  di 
deux  polynùmes  «  après  avoir  ordonné  ces  deux  polynàma 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  dex,  an  divise  celui 
{Ut  est  du  degré  le  plus  élevé  par  Vautre  »  celui-ci  par  U 
reste  de  la  division ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu^on  arriee 
à  un  reste  nul.  Le  dernier  diviseur  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  cherché. 

Dans  ces  opérations,  les  restes ,  et  par  suite  les  diviseurs 
successifs,  vont  en  diminuant  de  degré  ;  on  arrivera  donc  à 
un  reste  nul  ou  à  un  reste  indépendant  de  x.  Dans  le  pre- 
mier cas,  les  deux  polynômes  admettent  un  plus  grand  oom* 
mun  diviseur  algébrique  d'un  certain  degré.  Dans  le  second 
cas,  ils  n'en  admettent  pas ,  et  sont  dits  premiers  entre  em. 

lAd.  Remarque.  Dans  la  pratique ,  afin  d'éviter  les  coeffi- 
cients fractionnaires ,  on  peut  multiplier  tous  les  termes  de 
l'un  quelconque  des  polynômes  par  une  quantité  quel- 
conque indépendante  de  x.  De  même ,  si  l'on  aperçoit  UB 
facteur  commun  aux  coefficients  de  tous  les  termes  d'un  cer- 
tain reste,  on  peut  le  supprimer.  Je  suppose,  par  exemple, 
que  pour  effectuer  la  première  division  on  ait  multiplié  le 
dividende  par  un  nombre  A,  et  qu'ensuite  on  ait  divisé 
tous  les  termes  du  reste  par  le  nombre  B ,  on  aura 

AX  =  X,Q  +  BX,. 
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Od  reprendra  sur  cette  égalité  les  raisonnements  précé- 
dents :  si  la  quantité  a  ,  mise  à  la  place  de  x  ;  annule  X  et 
X,,  elle  annulera  aussi  BX,  ;  et  comme  le  facteur  B  est  con- 
stant et  différent  de  zéro,  elle  annulera  nécessairement 
X,,  ete.  Ainsi  rien  n'est  changé  dans  la  recherche  du  plus 
^d  commun  diviseur. 

lecherche  des  racines  communes  a  deux  équations  dont 
les  premiers  membres  sont  des  fonctions  entières  de 
l'inconnue. 

150.  Si  les  deux  équations 

X  =r  o  ,  Xj  =  O 

nt  n  racines  communes ,  les  deux  polynômes  X  et  X^  ad- 
lettent  n  facteurs  du  premier  degré  communs,  et,  par 
ODséquent ,  ils  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  du 
\Bgjré  n.  Pour  trouver  les  racines  communes  à  deux  équa- 
kms,  on  cherchera  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
leax  premiers  membres  de  ces  équations  ;  soit  D  ce  plus 
;rand  commun  diviseur,  l'équation 

D  =  o 

ioimera  les  racines  communes  aux  deux  équations. 

Si  les  deux  polynômes  n'ont  pas  de  plus  grand  commun 
ïiviseur  algébrique,  les  deux  équations  n'ont  pas  de  racine 
îommune.  Si  le  plus  grand  commun  diviseur  est  du  premier 
legré,  il  y  a  une  racine  commune  ;  s'il  est  du  second  degré, 
'  a  deux  racines  communes ,  etc. 
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Exemplei. 
i""  Trouver  les  racines  communes  aux  deux  équations 


X*  —  3a?'  +  3j?*  —  3a?  +  a 


=  o 


Voici  le  détail  des  opérations  : 


a?*— 3a:'+  3x* —  3a?4-  a 
ax*— 6a?'+  6a?*—  6a?+  4 
•aap*4"5^ —    <3?* —  aa? 


X  —  1 

aa?' — 5a?*4-  a?+a 


— aa?*+ôa:* — /ix 


—  x'+  5x'—  Sx+  4 
— ax*+ioa?' — i6x+  8 
+aa?' —  5a?'-}-    a:+  a 


x^ — 3a?-}-a 
o 


5a?* — i5a?+io 
a?* —  3a?-}-  a 

On  a  multiplié  deux  fois  le  premier  dividende  par  s  afin 
d'éviter  les  fractions ,  et  on  a  simplifié  le  reste  en  le  divisant 
par  5.  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes 
est  X*  —  3x  -}-  a.  Il  y  a  donc  deux  racines  communes  qui 
seront  données  par  l'équation 

ar*  —  3a?  +  a  =  o  ; 

ces  deux  racines  communes  sont  i  et  a. 
2"  Résoudre  l'équation 

X*  —  4^*  +  4^*  —  4a?  +  3  =  o , 

sachant  que  l'une  des  racines  surpasse  une  autre  racine  de  s. 
Posons  ar=  a'  +  2,  et  remplaçons  x  par  cette  valeur  dans 
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]ii8tion  proposée ,  nous  formerons  la  nouvelle  équation 
e'+«r-4(^  +  «)'  +  4(«'  +  a)«-4(x'  +  a)  +  5  =  o, 
I  en  dévdoppaot  et  supprimant  Faccent , 

«*  +  4^+4^  —  4^ — 5  =  o, 

là  relation  â;  =  â/  +  2,  on  déduit  x'  =  x  —  s;  les  va- 
rs  de  aff  ou  les  racines  de  la  nouvelle  équation ,  sont 
irieures  de  deux  unités  aux  valeurs  de  x^  c'est-à-dire 
:  racines  de  Téquation  proposée;  celle-ci  ayant  deux  ra- 
sa telles  que  a  et  a  +  2,  la  seconde  admettra  les  racines 
-  9  et  a;  il  en  résulte  que  les  deux  équations  ont  une  ra- 
3  commune  a,  et ,  par  suite ,  les  deux  polynômes  un  plus 
nd  commun  diviseur  du  premier  degré.  En  cherdiant  ce 
s  grand  commun  diviseur,  on  trouve  x —  1 .  Ainsi  Téqua- 
1  proposée  admet  la  racine  1  et,  par  conséquent,  la  ra- 
e  1  4-  2  ou  3  ;  connaissant  deux  racines ,  la  division  par 
- 1  et  par  â?— 3  ramènera  l'équation  à  une  équation  du 
ond  degré  x*  +  1  =:  o ,  qui  donnera  les  deux  autres  ra- 

68* 

OIENT  ON  RBGONNâIt  QU'uNE  ÉQUATION  A  DES  fULONES 
tGALES  ET  COMMENT  ALORS  ON  RAMÈNE  SA  RÉVOLUTION  A 
XLLES  d'autres  ÉQUATIONS  DE  DEGRÉ  MOINDRE ,  DONT  LES 
lACINES  SONT  INÉGALES. 

161.  Nous  avons  expliqué  (n""  136)  comment  on  décom- 
le  un  polynôme  entier  f{x)  du  degré  m  en  un  produit 
m  facteurs  du  premier  degré 

f[x)  =  k(x — a)(x — b){x — c) (x  —  *). 

te  décomposition  ne  suppose  pas  que  les  quantités  a,  fr, 
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c. t  h\  soient  différentes  les  nues  des  Mitres.  S  pinni 

ces  quantités  plusii^urs  sont  égales  entre  elles,  on  ditcpe 
l'équation  a  des  racines  égales. 

Supposons  6 = a;  le  polynôme  contient  le  facteur  («—«7, 
et  la  racine  a  est  dite  racine  double.  De  môme,  si  a  =s(r=r, 
le  polynôme  contient  le  facteur  (x  —  a)'  et  la  racine  a  est 
racine  triple.  En  général ,  lorsque  le  polynôme  contient  le 
facteur  {x  — a)*,  on  dit  que  l'équation  a  n  racines  égales  à  a, 
ou  que  la  racine  a  est  du  degré  n  de  multiplicité.  De  cette 
manière ,  les  théorèmes  généraux  sur  les  équations  sub^ 
tent  :  ainsi,  en  tenant  compte  du  degré  de  multiplicité  des 
racines ,  une  équation  du  degré  m  a  toujours  m  racines,  eic, 

162.  Théobème  Une  racine  d  ordre  n  annule  k  pot)- 
nôme  et  se$  n  —  i  premières  dérivées ,  et  réciproquement. 

Soit  f{x)  =  o  l'équation  proposée.  Nous  pouvons  écrire 
f{x)  =f{a-\'X — o),  et,  regardant  x  —  a  conoime  un  ac- 
croissement ,  développer  suivant  la  loi  connue  ;  nous  aunnis 

(i)      n^)^M  +  ^(:c^a)  +  Ç^{x-a)*-{- 

Le  premier  terme  f{d)  étant  nul,  puisque  a  est  racÎDe, 
on  peut  diviser  par  x — a,  ce  qui  donne 

^=®+^<«-«>+s<'-«)-+ 

Si  a  est  racine  double ,  le  quotient ,  devant  contenir  en- 
core une  fois  le  facteur  x —  a,  8*annulera  pour  «= a;  »^ 
pouY  a?  1=  a,  il  se  réduit  à  f{a)  ;  on  a  donc  f{a)  =  o,  «ti* 
racine  double  vérifie  l'équation  f{x)  =  o.  En  divisant  pff 
X —  a,  on  obtient  le  nouveau  quotient 

^=ça+m,._.,+ 

[X  —  rt)  i.a         i.a.o 
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Si  a  est  racine  triple ,  ce  dernier  quotient,  devant  con- 
tenir encore  le  facteur  x  —  0  ,  s'annulera  poiu*  x=:^ai  et 
foQ  aura  f'{a)  =  o.  Ainsi  une  racine  triple  annule  le  poly- 
i6me  f{x)  et  ses  deux  premières  dérivées.  En  effectuant  la 
division ,  on  a 

Si  a  est  racine  quadruple ,  ce  dernier  quotient ,  devant 
contenir  encore  le  facteur  x —  a,  s'annulera  pour  a:=  a,  et 
Ton  aura  f'{a)  =  o.  Ainsi  une  racine  quadruple  annule  le 
polynôme  et  ses  trois  premières  dérivées.  En  continuant 
ainsi  de  proche  en  proche ,  on  voit  qu'une  racine  du  degré  n 
de  multiplicité  annule  le  polynôme  f{x)  et  ses  n  —  1  pre- 
mières dérivées. 

La  réciproque  est  vraie  :  si  a  annule  le  polynôme  f{x)  çt 
ses  n  —  1  premières  dérivées ,  elle  est  racine  du  degré  n 
de  multiplicité  de  l'équation  f(x)  =  o.  Car  le  développe- 
ment (1)  se  réduit  alors  à 

'^  '       i.a n^  '  ^  i.a (n+i) 

OU ,  en  mettant  {x  —  a)**  en  facteur,  à 

*'     ^  ti.^ n       i.a (w+i)  J 

le  polynôme  f{x)  contenant  le  facteur  {x  —  a)*,  a  est  ra- 
cine d'ordre  n. 

Il  résulte  de  ces  deux  propositions  qu'une  racine  d'ordre  n 
annule  le  polynôme  et  ses  n  —  1  premières  dérivées ,  mais 
n*  annule  pas  la  dérivée  suivante. 


la  dâiÎTée  suivante. 

En  gén^«l ,  une  radne  d'ordre  n  de  l'équati 
est  radne  d'ordre  n  —  i  de  l'équation  f{x)  =  < 

15A.  CoROLLAïKE  II.  Il  résulte  de  là  que  U 
commun  diviseur  entrt  un  polynôme  et  ta  dirm 
duit  des  facteurs  multiplei  qui  eompoient  U  po 
posé,  l'expotanl  de  chacun  d'eux  étant  diminué 
En  effet ,  les  racines  simples  de  l'équation  f{x)  : 
fîant  pas  TéquaUon  fix)  =  o,  les  facteurs  simp 
nôme  f{x)  n'entrent  pas  dans  la  dérivée  f{x). 
doubles  de  l'équation  f{x)  ■=  o  étant  radnes 
l'équation /"(j;)  =o,  les  facteurs  carrés  «ntrenl 
degré  dans  ta  dérivée.  En  général ,  soit  {x  —  a) 
multiple  du  polynAme  proposé  f{j),  la  racine 
étant  racine  d'ordre  n  —  i  de  l'équation  f{x)  = 
nôme  f'{x)  contiendra  te  facteur  (x — )«""'* 

On  peut  démontrer  directement  cette  propos! 
nant  la  dérivée  du  polynôme  proposé  f{x).  Suj 
ce  polynôme  admette  les  facteurs  multiple 
(»  — 6)',  (a; — c)*,  et  les  facteurs  simples  (x  — 
de  telle  sorte  que 
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r)  =  nA(x— <i)"-'(x— *)'   (a:— f)«   (x—d)(x—t) 

+  pA(a?— û)*  [x—bY-'ix—cy   (x—d){x--e) 

+  çA(x— a)*  {x—b/  (x—cY-^x—d)  (x— e) 

+  A(aN-«)*  (JT— 6)'  (x— tf)«  (a;— e) 

+  A(a?— fl)"  [x^b'f   (x— c)«   (X— rf)  • 

+    

les  termes  contenant  le  facteur 

îut  écrire 

/"(x)  =  A(x— a)-»  (x—b)^'  (x— (?)«-« 


n(x  — 4)(x— r)(x  — rf)(a:— ^). 
+  p{x  —  û)(x  —  c)  (x  —  d){x  —  ê). 
+  q{x  —  a)(x  —  i)(x  —  d){x  —  e). 
+  (x  — o)(x  — *){x— c)  (x — e). 
+   (x — fl)(x— i)(x  — c)(x  — rf). 

L+ 


l'Tdt  déjà  que  le  polynôme  f{x)  et  sa  dérivée  f(x)  ad-* 
ont  le  diviseur  commun 

(jr  -.  a)*-i  (X  —  by-^  (x  —  ey-^ 

le  plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  dans  Tex^- 
ûxm  de  fix)^  tous  les  termes  de  la  parenthèse,  ex- 
ï  le  premier,  contiennent  le  facteur  x  —  a  ;  si  l'on  fait 
a  dans  cette  parenthèse ,  tous  les  termes  s* annulant 
[rté  le  premier,  la  parenthèse  ne  devient  pas  nulle  ;  elle 
met  donc  pas  le  facteur  x  —  a.  De  même ,  tous  les 
es  de  la  parenthèse  contenant  le  facteur  x  —  6 ,  ex- 
i  le  second ,  la  parenthèse  n'est  pas  divisible  par  x^-  6^ 
asi  de  suite.  La  parenthèse  n'admet  donc  aucun  des 
urs premiers X  —  o,  x —  6,  x—c,^  —  (I,^— "«»••••♦ 
composent  le  polynôme  proposé.  On  en  conclut  que  le 
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plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes  f[t] 
et  f{x)  est  bien 

[»  —  «)•»-*  {x  —  b)^^  {x — (?)«-* . 

165.  D'après  cela,  pour  voir  si  une  équation  f{x)  =o  a 
des  racines  égales,  on  cherchera  le  plus  grand  commun 
diviseur  algébrique  entre  le  polynôme  f{x)  et  sa  dérivée 
f{x) .  Si  ces  deux  polynômes  n*ont  pas  de  plus  grand  côn- 
mun  diviseur,  on  en  conclut  que  l'équation  profiosée  n'a 
pas  de  racines  égales.  Si  ces  deux  polynômes  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur  du  premier  degré ,  l'équation  pro- 
posée a  deux  racines  égales.  Si  le  plus  grand  commun  divi- 
ser est  du  second  degré,  l'équation  admet  deux  racines 
doubles  ou  une  triple,  etc. 

Comme  application ,  nous  allons  chercher  la  condition  à 
laquelle  doivent  satisfaire  les  coefficients  de  l'équation  do 
troisième  degré 

x^-{-px-{-q  =  Oy 

pour  que  cette  équation  ait  deux  racines  ^ales.  Le  poly- 
nôme x^  +  px-i-  q  et  SSL  dérivée  3a;'  +  p  doivent  admette 
un  commun  diviseur  du  premier  degré;  si  l'on  effectue 
l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur,  quand  on  mr9L 
arrivé  à  un  diviseur  du  premier  degré ,  on  devra  trouTO'aKi 
reste  nul. 

3^  —  9? 


a:'  4"  P^  +  ? 

3x'  +  3p-^  +  3? 
—  3x'  —  px 

^px-{-^q 


x 
3j:*-|-p 


apx  +  Sf 


6px'  -|-  ap* 

—  6p  jr*  —  ^x 

—  9^x  +  ap* 

—  i8/?ya:  +  4p' 

4p'+»7^- 


>j 
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Ainsi  la  emidition  demandée  est  4p*  -f-  «79 *  =  o ,  ou 

L*6qtiatlmi  ûpit  -f  $9  =  o,  obtenue  en  ëgsAànt  le  plus 
grand  commun  diviseur  à  zéro ,  âonne  lik  racine  doublé 

z  = ^.  La  somme  des  racine  étant  nulle  •  la  troisième 

lacmeest— . 
P 

Par  exeiiq)let  les  coefficients  de  l'équation 

x*  —  ajx  +  54  =  o 

Tërifiant  la  condition  précédente;  cette  équation  a  deux 
racines  égales  à  +  3  ;  la  troisième  racine  est  —  6. 

166.  Nous  allons  expliquer  maintenant  comment  on  ra- 
mène la  résolution  d*une  équation  qui  a  des  racines  égales 
à  celle  d'autres  équations  de  degré  moindre  dont  les  ra- 
dues  sont  inégales.  Soit  X  =  o  ime  équation  qui  admet 
des  racines  de  différents  ordres ,  par  exemple ,  des  racines 
afanples,  des  racines  doubles,  triples  ou  quadruples.  Si  l'on 
désigne  par  X^  le  produit  des  facteurs  simples ,  par  X,  le 
produit  des  facteurs  binômes  qui  correspondent  aux  racines 
doubles ,  chacun  étant  pris  seulement  au  premier  degré,  et 
le  même  par  X,  et  X^  les  produits  des  facteurs  binômes 
lui  correspondent  aux  racines  triples  ou  quadruples ,  on 
^rira  le  polynôme  X  sous  la  forme 

.A.  •—    A*   A.m    Am   A.^0 

Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D  ëtitre  te 
Polynôme  X  et  sa  dérivée-,  ce  plus  grand  commun  diviseur 
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étant  égal  au  produit  des  facteurs  multiples  dont  ob  dimi- 
nue les  exposants  d'une  unité ,  on  aura 

De  même,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  le  poly- 
nôme D  et  sa  dérivée  sera 

D,  =  X,Xî, 

et  enfin  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme 

Dj  et  sa  dérivée  sera 

D,  =  X,. 

En  divisant  deux  à  deux  les  polynômes  précédents ,  on 
obtient  les  quotients 

X 

g.=:Q   =5X4X5X^X4, 

—  =  Q,  =  X,  X3  Xj , 

—  =r  Q,  =  X,  X4. 

Divisant  chacun  de  ces  nouveaux  polynômes  par  le  sni- 
vant  9  on  a  enfin 

Q,       " 


x„ 


5.- 

D.  =  X». 

Une  fois  trouvés  ces  polynômes  X,,  X,,  X,,  X,,  •* 
résolution  de  l'équation  proposée  est  ramenée  à  celle  à^ 
équations 

X,  =0,    X,=::o,    X,e=o,    X,ao, 
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n'ont  plus  de  racines  égales  ;  la  première  donne  les  ra-* 
s  umples  de  l'équation  proposée,  la  seconde  les  racines 
t>les,  la  troisième  les  racines  triples,  etc. 
insi,  pour  ramener  la  risolulion  d'une  équalion  qui  a 
Hucines  égales  à  celles  d'autres  équations  de  degré  moindre 
fU  leurs  racines  inégales,  on  cherche  le  plus  grand  corn-- 
i  diviseur  entre  le  premier  membre  de  Téquation  et  sa 
vie,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ce  premier  plus 
%d  commun  diviseur  et  sa  dérivée ,  et  ainsi  de  suite  jus- 
i  ce  qu*on  arrive  à  un  polynôme  premier  avec  sa  dérivée; 
iivise  ensuite  le  polynôme  proposé  par  le  premier  plus 
là  commun  diviseur^  le  premier  par  le  second ,  et  ainsi  de 
f  ;  on  divise ,  enfin  ,  chacun  de  ces  quotients  par  le  sui^ 
r,  et  ton  égale  à  zéro  ces  nouveaiuc  quotients.  On  ob- 
t  de  la  sorte  des  équations  donnant ,  la  première  les  ra- 
s  simples ,  la  seconde  les  racines  doubles ,  la  troisième  les 
mes  traies  i  ,  de  V équation  proposée. 

Exemple  : 

* 

ioit  Téquation  du  septième  degré 

X  =  a:''  —  ax*  —  x*  +  x*  +  ^^*  —  *  =  o. 

cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  le  po- 
ftme  X  et  sa  dérivée ,  on  trouve 

D=:x'  —  x'  —  a:  +  i; 

^hei-chant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  le  poly- 
iie  D  et  sa  dérivée,  on  trouve 

Dj  =  x —  i; 

lemîer  polynôme  est  premier  avec  sa  dérivée.  Divisant 
polynômes  Ton  par  l'autre,  on  a  les  quotients 
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£  =  Q,  =  a?«-i, 
Dj=a:  —  i. 

De  nouyelles  divisioiis  donnent 

D,  =x— i; 

et  Ton  arrive  aux  trois  équations 

x*  +  x+i=o,      x+i=o,      j: — 1  =  0. 

La  première  donne  deux  racines  simples  imaginaires ,  lu 
seconde  une  racine  double  —  i ,  la  troisième  une  radne 
triple  +  !• 

RECHERCHE    DES    RACINES    COMMENSURABLES    d'uNE    ÉQUATIOir 
ALGÉBRIQUE   A   COEFRCIENTS   COMMENSURABLES. 

Recherche  des  racines  entières. 
157.  Soit 

f{x)  =  A^ar  +  A  jX**-*  +  A,a:**-»  + +  A^^x  +  A, = o 

l'équation  proposée,  dont  nous  supposons  tous  les  coeffi- 
cients commensurables  et  même  entiers  ;  car,  s'ils  n'étaient 
pas  entiers,  on  les  rendrait  tels  en  multipliant  tous  les  termes 
de  l'équation  par  un  nombre  convenable.  Nous  avons  expli- 
qué (n"  131)  comment  on  effectue  la  division  par  os— a  du 
polynôme  f(3ci)  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
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saotes  àex;\e  premier  coefficient  du  quotient  est  égal  au 
premier  coefficient  du  dividende,  et  chacun  des  autres  coef- 
ficients se  forme  en  multipliant  le  coefficient  précédent  par  a 
et  ajoutant  le  coefficient  correspondant  du  dividende.  Si 
tous  les  coefficients  du  dividende  sont  entiers,  si,  de  plus, 
a  est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  il  est  clair  que  le 
quotient  ainsi  formé  aura  aussi  tous  ses  coeflicients  entiers, 
puisqu'on  les  obtient  en  combinant  des  nombres  entiers 
par  multiplication  et  par  addition. 

Imaginons  maintenant  qu'ayant  ordonné  le  polynôme 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  a;, 

on  le  divise  par  a — x;  le  diviseur  étant  seulement  changé 
de  signe ,  le  quotient  changera  simplement  de  signe ,  et  par 
conséquent  aura  toujours  ses  coefficients  entiers.  Effectuons 
cette  division 


-iii-i)«+ A«-^4-A„»-^. . . . -♦- A<^ 
(C.,-,4- A«-,)aî«+ A.^-,aî». . . .  +  Aoa^ 


a—x 


(V.i+C,H-r»+Cm-,a?*...+Ci^-^»  +  Coar«-« 


(Ci+A,)a?«- »+Aoa?'» 

A 

1,6  premier  coefficient  est  —  ;  ce  nombre  doit  être  entier  ; 

^insi,  une  première  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  une 
^tMïine  entière,  c'est  de  diviser  exactement  le  dernier  terme 
A^  de  l'équation.  Pour  abréger,  représentons  par  C^.^ 
le  premier  terme  du  quotient;  multiplions-le  par  le  divi- 
seur a  —  X  et  retranchons  du  dividende  ;  le  produit  par  a 
détruira  le  premier  terme  Am  du  dividende ,  le  produit  par 
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—  X  s'ajoutera  au  second  terme  ;  de  sorte  que  le  second 
dividende  aura  pour  premier  terme  (C^^^  +  A«-i)  «»  les 
termes  suivants  restant  les  mêmes  que  dans  le  dividende 
proposé.  Si  Ton  divise  ce  premier  terme  par  a,  on  aura  le 

second  terme   '^^  ^        x  du  quotient  :  ce  decond  cerf- 

ficient  doit  être  entier  ;  appelons-le  G»-|.  Multiplions  le 
second  terme  C^_,aj  du  quotient  par  a  — ^^  x  et  retranchons 
«  du  dividende  ;  le  produit  par  a  détruit  le  premier  terme 
du  second  dividende,  le  produit  par  —  x  s'ajoute  au  se- 
cond terme  ;  de  sorte  que  le  troisième  dividende  van 
pour  premier  terme  (G^_,  +  A^.Jo?*,  les  termes  suivants 
restant  les  mêmes  que  dans  le  dividende  proposé.  Si  Ton 
divise  ce  premier  terme  par  a ,  on  aura  le  troisième  tenne 

C  -  +  A 
**       — ^as*  du  quotient;  ce  troisième  coefficient,  que 

nous  représenterons  par  C^.j ,  doit  être  entier^  etc. 

La  loi  est  générale  :  on  obtient  un  coefficient  quelconque 
du  quotient  en  ajoutant  au  précédent  le  coefficient  du  terme 
qui  occupe  dans  le  dividende  le  même  rang  que  le  terme 
que  l'on  veut  former,  et  divisant  la  somme  par  a. 

On  arrivera  ainsi  au  dernier  dividende 

C  4-  A 
qui  donnera  le  dernier  terme    '        ^  a;*"^*  du  quotient;  le 

C  +  A 
dernier  coefficient    '        \  que  nous  représenterons  parC,, 

doit  aussi  être  entier.  En  multipliant  le  diviseur  par  le  der- 
nier terme  C^jOs"*"*  du  quotient  et  retranchant  du  dividende, 
on  obtient  le  reste  de  la  division  (C^  +  K)^"^*  ^^  o  est  ra- 
cine de  l'équation ,  le  reste  est  nul ,  et  l'on  a  0^+  A^=o. 

158.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  veut  trou- 
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Ter  les  racines  entières  d'une  équation  à  coeflicients  entiers 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x^  on  n^cs* 
sayera  que  les  diviseurs  du  dernier  terme,  et  l'Qn  procédera 
de  la  manière  suivante  : 

Bègle.  Pour  voir  si  un  nombre  entier  a  est  racine  de  <'d- 
ftialton ,  on  divisera  le  dernier  terme  par  ce  nombre  ;  on, 
ajoutera  au  quotient  le  coefficient  de  C avant-dernier  termes  et 
Ton  dMsera  la  somme  par  a  ;  on  ajoutera  au  quotient  le 
coefficient  du  terme  précèdent^  et  ïon  divisera  la  somme  par  a, 
et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  divisions  doivent  se  faire  exacte^ 
wunt  y  et  quand  on  aura  ajouté  le  coefficient  du  premier 
terme  de  T équation ^  on  devra  trouver  un  résultat  égala 
zéro. 

Lorsqu'un  nombre  entier  a  satisfait  à  toutes  ces  condi- 
tions, il  est  évidemment  racine  de  l'équation  ;  c'est  ce  qu'in- 
dique spécialement  la  dernière  condition ,  qui  exprime  que 
le  reste  de  la  division  du  premier  membre  de  Féquation  pai* 
i — X  ou  par  x-^a  est  nul.  On  abaissera  alors  le  degré  de 
Féquation  proposée  en  divisant  son  premier  membre  pai* 
X —  a;  mais  il  est  à  remarquer  que  le  quotient  est  tout 
calculé  ;  les  coefficients  de  ce  quotient  sont  précisément  les 
quotients  entiers  obtenus  dans  les  opérations  précédentes 
cliangés  de  signes.  On  continuera  les  essais,  non  plus  sur 
l'équation  proposée,  mais  sur  l'équation  simplifiée. 

Exemples. 

I®  Trouver  les  racines  entières  de  l'équation 

a?*  —  x'  —  Qx^  —  a:*  +  a:  +  6  =  o. 

On  commencera  par  essayer  i  ;  pour  que  i  soit  i-acino ,  il 
ÙLUi  que  la  somme  des  coefficients  positifs  épale  celle  des 
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eoeiScients  négatifs  :  c'est  ce  qui  a  Heu  :  donc  i  est  ii- 
cine.  On  divisera  le  premier  membre  de  l'équation  par 
»  —  1 ,  d'après  la  règle  du  n^»  1S5,  et  l'on  aura  à  considérer 
l'équation 

X*  —  to' — 6x*  —  jx — 6  =  0. 

Cette  équation  n'admet  plus  la  racine  i  ;  on  essayera  —  i  : 
si  l'on  remplace  x  par  —  i,  on  a  un  résultat  nul 

—  1+6—6  +  7  —  6  =  0; 

donc  —  1  est  racine.  On  divisera  l'équation  par  x  +  it  d'i- 
prës  la  même  règle ,  et  l'on  aura  l'équation 

ar* — a?'  —  5a?'  —  x — 6  =  o. 

Après  s'être  assuré  que  cette  équation  n'admet  pour  radne 
ni  +  1  ni  —  i ,  on  essayera  les  diviseurs  du  dernier  l^ioe 
69  pris  avec  le  signe  +  ou  le  signe* — .  Essayons  d'alxHttlle 
diviseur  le  plus  simple  +  2,  et  pour  cela  procédons  d'après 
la  règle  formulée  plus  haut  ;  parcourant  le  polynéme  de 
droite  à  gauche ,  nous  dirons  :  le  dernier  terme  —  6  divisé 
par  2  donne  —  3  ;  ajoutant  le  coefficient  suivant  —  1 ,  mi  a 

—  4  qui  9  divisé  par  2,  donne  —  2  :  ajoutant  le  coefficient 
suivant — 5,  on  a —  7»  qui  n'est  pas  divisible  par  2  :  ainsi 
2  n'est  pas  racine. 

Essayons  maintenant  —  2 ,  et  écrivons  les  quotients  suc- 
cessifs de  droite  à  gauche , 

—  i,    +3,    —1,    +3. 

Le  dernier  terme  —  6  divisé  par  —  2  donne  +  5  ;  ajoutan* 

—  1 ,  on  a  +  2  qui,  divisé  par  —  2 ,  donne  —  1  ;  ajoutant 

—  5,  on  a  —  6  qui,  divisé  par  —  2,  donne  +  5;  ajoutant 

—  1,  on  a  +  2  qui,  divisé  par — 2,  donne — i; 
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freuàvt  coefficient  +  i ,  on  obtient  pour  résultat  zéro, 
tai  — s  est  racine.  Les  nombres  écrits  plus  haut,  cban- 
(  de  signes  9  sont  les  coefficients  du  quotient  de  la  division 
premier  membre  de  l'équation  par  x+  2;  on  écrira 
ic  immédiatement  l'équation 

X*  —  3a?*  +  ^  —  3  =  0. 

Le  Domlupe-^t  ne  peut  être  une  seconde  f(MS  racine» 
isqu'il  ne  divise  plus  le  dernier  terme.  Les  seuls  nombres 
ssayer  sont  maintenant  les  diviseurs  de  3 ,  savoir  +  3  et 
3*  Si  l'on  essaye  +  3 ,  on  a  les  quotients 

—  1,     0,     —1; 

ac  +  3  est  racine,  et,  en  divisant  par  x  —  3,  on  arrive 
équation  du  second  degré 

i  a  deux  racines  imaginaires  -{-  iet  —  t. 

L*équati6n  proposée  est  complètement  résolue  :  ses  sept 

ânes  sont  +  1,  —  1,  —  «,  +  3»  +»»—*• 

9*  Déterminer  les  racines  entières  de  l'équation 

ax* — iaa?*+  i3x — i5  =  o. 

ïtis  avoir  reconnu  que  +  1  et  —  1  ne  sont  pas  racines , 
>  essayera  les  diviseurs  de  i5.  Voici  le  tableau  des  opéra- 
«ns  : 

aa:'— iaa:*+ i3x — i5=o 


—  5 

+  5 

+  6     —6  +  5 

—  3 

—a     +a— 3 

+  5 

Les  nombres  +  3  et  —  3  ne  sont  pas  racines,  mais  +  ^ 
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ï^est.  Divisant  par  x — 5,  oh  aura  à  résoudre  Téquation  do 
second  d^gré 

ajT*  —  SX +  3  —  o. 

5""  Trouver  les  racines  entières  de  Téquadou 

x^ — 4^^  —  ioix'  +  i4^'  +  5o4x  + 576  =  0. 

Après  avoir  reconnu  que  -f  1  et  —  1  ne  sont  pas  racines, 
on  essayera  les  diviseurs  de  576,  en  commençant  par  les 
plus  faibles. 


X* —  4^*— 

ioi**4- 

i4«'+  5o4«  +  576=0 

+  a4  + 

5a    + 

305 

+  396 

+ 

988 

+  » 

+ 

37     + 

37 

lod 

— 

388 

—   s 

+ 

8a 

+ 

23a 

+ 

1921 

+  3 

• 

+ 

3o 



104 

— 

193 

-  3 

+ 

44 

+ 

163 

+ 

144 

+  4 

+ 

'9 



Oo 

— 

144 

-  4 

+ 

'P 

+ 

100 

+ 

96 

+  c 

+ 

9 

08 

— 

96 

-  (» 

1 

7a 

+ 

7a 

+   8 

-  1     + 

la     + 

5 

54 

73 

-  S 

x'  — 

1%X!* 

5x 

'  + 

54^  + 

72  =  0 

— 

9 

—  8 

+ 

8 

+   !i 

— 

8 

-  9 

—  1 

• 

U 

+ 

5 

+ 

6 

+:i 

x'  —  5x 

—  ( 

5  = 

0. 

• 

Cette  dernière  équation  n'a  plus  de  racines  entières.  Aimi 
l'équation  proposée  admet  deux  racines  entières  —  8  et 
+  12. 

150.  llKMAnQUE.  Souvent  on  diminue  beaucoup  lenoinbrc 
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des  edsais  eir  cherchant  des  limites  qui  comprennent  toutes 
les  racines  de  l'équation  proposée.  On  aj^lle  limiie  iupé- 
rkure  des  radnes  positives  d'une  équation,  un  nombre 
jltas  grand  que  la'plus  grande  racine  positive.  Considérons 
d'abord  une  équation  qui  ne  présente  qu'une  seole  va- 
riation 

x*  +  ax*  —  7X*  —  Sx  —  60  =  0.  . 

Cette  équation,  n'ayant  qu'une  variation,  n'admet  qu'une 
seule  racine  positive  a.  Imaginons  que  l'on  fasse  croître  œ 
de  zéro  à  -{-  ^ao;  tant  que  x  reste  inférieur  à  la  racine  a,  le 
polyn6me  conserve  une  valeur  négative.  Dès  que  x  dépasse 
a,  le  polynôme  devient  positif;  l'équation  n'ayant  pas 
d'autre  racine  positive,  le  polynôme  ne  change  {dus  de 
»gne  et  par  conséquent  reste  constamment  positif  au  delà 
de  a.  On  en  conclut  que  toute  quantité  qui  rend  le  polynôme 
positif  est  plus  grande  que  a,  ce  qui  donne  une  limite  supé- 
rieure de  la  racine  positive.  Dans  l'exemple  actuel ,  4  ^t 
Que  limite  supérieure. 

Soit  maintenant  une  équation  quelconque 

«•  — 6ar^  —  Sa:*  +  58a:*  — 144  =  0. 

Partageons -la  en  groupes  ordonnés  suivant  léb  puis» 
sances  décroissantes  de  x,  et  ne  renfermant  chacun  qu'une 
Variation  « 

a:*(x*— 6r  — 5)  +{58x*—  i44)=*o. 

En  substituant  des  nombres  entiers  consécutifs ,  on  voit 
C]ue  X  =  7  rend  positif  le  premier  groupe  ainsi  que  le 
Second  ;  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  7  les 
deux  groupes  ayant  des  valeurs  positives,  le  polynôme  a 
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auari  une  valeur  positive  ;  doue  7  est  une  limite  supériem 
des  racines  positives  de  l'équation. 

On  obtient  de  la  même  manière  une  limite  supéfieiffe  dn 
racines  négatives.  Si  Ton  change  le  signe  de  œ ,  Féqnatiim 
devient 

oc*  +  6ar*  —  5x*  —  58x*  +  144  =  o; 
on  l'écrira 

x*(x^  +  &r*  — 5x  — 58)+  144  =  o. 

Le  nombre  3,  rendant  positif  le  premier  groupe,  est  une 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  éqpiatioD. 
Ainsi  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée  sont 
comprises  entre  —  3  et  -|-  7 . 

D'après  cela,  si  l'on  veut  chercher  lea  racines  entières 
de  r  équation 

X»— &r*— 5«»+58x«— i44«ô, 

il  suffira  d'essayer  les  diviseurs  de  i44  qni  sont  compris 
entre  —  3  et  +  7.  On  trouve  d'abord  les  raciiies  —  s  et 
+  3 ,  ce  qui  réduit  l'équation  à 

ar*  —  5a:'  —  4^  -|-  a4  =  o. 

Les  nombres  -f  4  et  -f  6  ne  sont  pas  racines  ;  il  est  inu- 
tile de  pousser  les  essais  au  delà  ;  il  est  certain  que  cette 
dernière  équation  n'a  plus  de  racine  entière. 

Recherches  des  racines  commensurables  fractionnaires. 

100.  Nous  supposons  toujours  que  l'équation 

(i)        A^*»  +  Ajar"-*  + +  A"^*x  +  A.  =  o 

a  ses  coefficients  entiers.  Une  racine  conuDenraraUe  ipA- 
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qjûie  pourra  être  mise  sous  la  forme  d*uiie  fractiou  irré- 
:tible  r*  ^  I*on  aura 

0 

^0  jj;  +  A^  ^jj:^  +  ...+A^i^  +  A^  =  o. 
*on  multiplie  par  ft^^S  cette  relation  devient 

econd  membre  étant  entier,  le  premier  doit  l'être  aussi  ; 
is  6  est  le  premier  avec  a  et  par  suite  avec  a*  ;  donc  6  di- 
\  A^.  Ainsi  toute  racine  commensurable  a  pour  dènomina" 
'  un  diviseur  du  premier  coefficient  de  V équation* 
!n.  multipliant  par  6"*  et  divisant  par  a,  on  a  de  même 

^  =  _  (Aoa-^  +  A,4a-«  + . . .  +  A^.,b^); 

econd  membre  étant  entier,  le  premier  l'est  aussi  ;  or  a 

premier  avec  6*  ;  donc  a  divise  A^.  Ainsi  h  numérateur 

m  diviseur  du  dernier  coefficient  de  f  équation. 

.  résulte  de  Ikqu! une  équation  à  coefficients  entiers,  dont 

remier  coefficient  est  f unité,  n^a  pas  de  racine  commen-^ 

Me  fractionnaire.  En  effet,  le  dénominateur  d'une  racine 

rmensurable ,  devant  diviser  le  premier  coefficient  qui 

l'unité,  est  lui-même  égal  à  im,  et  par  conséquent  la 

ne  est  entière.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  toutes  les  racines 

imensurables  sont  entières. 

eci  nous  donne  un  moyen  facile  de  ramener  la  recherche 

racines  commensurables  fractionnaires  à  celle  des  ra- 

â  entières. 

n  conçoit,  en  effet,  que  si  Ton  multiplie  par  un  nombre  en- 
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tier  convenable  les  racines  de  F  équation  proposée,  on  lendri 
entières  toutes  les  racines  comménsurables  fractionnaires. 

Posons  donc  oé  =  kx^  d'où  j?  =  -jr,  et  dans  Téquation  pro* 

al 
posée  remplaçons  x  par  -^ ,  nous  obtiendrons  la  nouveDe 

(équation 

^  +  ^  +  ^  + +  A.«o. 

Déterminons  maintenant  le  nombre  entier  k  de  manière 
(pi' en  chassant  les  dénominateurs  pour  rendre  les  coeffi* 
cients  entiers ,  on  réduise  en  même  temps  le  premier  coeiE- 
cîent  à  Tunité.  Cette  opération  réussira  toujours  quand  on  1 
prendra  fc  =  A/,  en  effet,  si  l'on  multiplie  par  *•"*,  on  met 
l'équation  sous  la  forme 

^a;'*  + A,ar'"^*  +  A,fcc^~-»  + +  A«*--«  =  0; 

î^i  fc  =  A^,  cette  équation  devient,  Taccent  étant  supprimé, 

(-2)    a:*»  +  K^x"^'  +  A,A,ar-*  + +  A^A^*^*  ==0. 

Cette  dernière  équation  ayant  ses  coefficients  entiers  et  son 

premier  coefficient  égal  à  l'unité,  toutes  ses  racines  commen- 

x' 
surables  sont  entières.  Nous  avons  posé  x  2=  —,  c'est-à-dire 

que  les  racines  de  l'équation  (1)  sont  égales  à  celles  de 
lY^quatiôn  (2)  divisées  par  k;  ainsi ,  quand  on  aura  trouTé 
les  racines  entières  de  l'équation  transfonnée  (2),  en  les 
(VivLsant  par  fc,  on  obtiendra  toutes  les  racines  comroensu- 
rables  de  l'équation  proposée. 

On  comprend  pourquoi  l'opération  réussit  toujours  qiKwd 
on  prend  fc  =  A^;  les  racines  commensurables  ayant  pour 


RACINES  COMMENSURADLES.  226 

èuominateiir  des  diviseurs  de  A^ ,  il  est  clair  qae  ces  rar- 
ines ,  multipliées  par  A^ ,  deviennent  toutes  entières* 
Lorsqu'il  s'agit  de  trouver  les  racines  conunensnraMes 
Tone  équation ,  ou  commence  par  chercher  les  racines  eu- 
lières,  et ,  s'il  y  en  a,  on  divise  l'équation  par  les  facteurs 
bioOmes  correspondants.  On  détermine  ensuite  les  racines 
fractbnnaires  à  l'aide  des  racines  entières  de  l'équation  (2)  ; 
mais  9  dans  la  recherche  des  racines  entières  de  cette  der- 
nière équation ,  il  est  inutile  de  pousser  les  essais  jusqu'au 
dernier  terme  ;  car  la  plus  grande  racine  de  l'équation  pro- 
posée étant  au  plus  égale  à  A^  divisé  par  le  plus  petit  divi- 
seur de  A^ ,  la  plus  grande  racine  entière  de  l'équation  (2) 
96ra  au  plus  égale  à  k  fois  celle-ci  ;  on  s'arrêtera  à  cette 
limite* 

Exemples. 

1*  Trouver  les  racines  commensurables  de  l'équation 
ax*  +  ** — loa;*  —  aoî-J*  ia=:o. 

)n  trouve  d'abord  la  racine  entière  —  a  ;  divisant  par  op+s  9 
^équation  se  réduit  à 

^ — 3jr* — 4r  +  6^=o. 

i^tte  équation  n'ayant  plus  de  racine  entière ,  on  la  trans- 

brme  en  remplaçant  a;  par  ~ ,  ce  qui  donne 

a:*—  Sx*  — 8ar-}-a4=o. 

Les  racines  fractionnaires  de  la  seconde  équation  ne  pou- 

1  3 

vant  être  que  db-  et  db  - ,  on  cherchera  les  racines  entières 

8  2 

de  la  troisième  équation  seulement  parmi  les  nombres  ±  1 

15 
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et  ±:  5  ;  on  trouve  que  +  3  est  racine  ;  ainsi  Téquation  ^ 

3  . 

posée  admet  la  racine  fractionnaire  -.  La  dernière  équation 

divisée  par  j?  —  3  conduit  à  l'équation  du  second  degré 

a;»  — 8  =  0 

qui  a  deux  racines  incommensurables  ±«v/«,  d'où  résul- 
tent pour  Téquation  proposée  les  racines  incommensurables 
db  y/a  •  Ainsi  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée  8(mt 

—  2,-,  +  v^,  — v^. 

2''  L'équation 

4x*--»8x»  +  45a:»  — 6a:— i8  =  o 

n'a  pas  de  racine  entière.  Si  l'on  remplace  âs  par  r-,  etsi 
Ton  multiplie  par  A%  elle  devient 

4x*      2Sx' 

-7i T-*  +45j:'  — 6ftar— i8ft*  =  o; 

pour  opérer  la  transformation ,  il  suffit  de  prendre  Jfe= j,  c€ 
qui  donne 

X* —  i^^-}-  ^5x^ —  12X —  71  =  0. 

Les  racines  fractionnaires  de  l'équation  proposée ,  dcvenui* 
entières  quand  on  les  multiplie  par  2,  ne  peuvent  être  qi^^ 

±-,  ±-,  ±:  -;  on  essayera  donc  ±  i,  ±3,  ±9. 

2  2  2 

L'équation  transformée  admet  la  racine  —  1  ;  la  division 
par  X  +  1  donne  l'équation 

X*  —  i5ar'  +  6oar —  72  =  o. 
Cette  dernière  admet  la  racine  5  ;  la  division  par  «  —  ' 
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duit  à  l'équation  du  second  degré 

it   les  racines  a;  :=  6  ±\fîi  sont  incommensurables, 
si   les   cpiatre    racines  de   Téquation  proposée  sont 

-,  -,  5±i/o. 

8      9  T 

L61.  Deuxième  méthode.  Il  est  à  remarquer  que  lors- 
une  équation 

ses  coefficients  entiers  et  que  l'on  divise  le  premier 
imbre  par  le  factem*  binôme  x  —  r  «  qui  correspond  à  une 

:ine  commensurable  fractionnaire  -,  le  quotient  a  aussi 

f  coefficients  entiers.  Supposons  que  l'on  effectue  la  divi- 
Q  en  ordonnant,  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
ites  de  X ,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n**  134. 
l-e  premier  coefficient  du  quotient  est  A^,  ;  le  second  s'ob- 

it  en  multipliant  le  premier  par  -  et  ajoutant  A^  ;  le 

Lsième  en  multipliant  le  second  par  -  et  ajoutant  A, ,  et 

si  de  suite.  Si  les  coefficients  du  quotient  ne  sont  pas 
iers,  ils  ne  pourront  contenir  à  leurs  dénominateurs  que 
facteurs  premiers  de  b. 
âupposons  maintenant  que  l'on  divise  le  polynôme  par 

— x,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
j?.  On  obtient  le  premier  coefficient  du  quotient  en  divi- 

CL  h 

it  A,,  par  - ,  ce  qui  revient  à  multiplier  par  -.  Si  à  ce 


228  CHAPITRE   VI. 

premier  coefficient  on  ajoute  A,,^  et  si  Ton  multiplie  par 

-,  on  a  le  second  coefficient  du  quotient,  et  ainsi  de  suite. 

On  en  conclut  que,  si  les  coefficients  du  quotient  ne  sont 
pas  entiers,  ils  ne  pourront  contenir  à  leurs  dénominateon 
que  les  facteurs  premiers  de  a.  Mais  nous  avons  déjà  vu  que 
ces  mêmes  dénominateurs  ne  peuvent  contenir  que  les  fac- 
teurs premiers  de  b  ;  conmie  a  et  6  sont  premiers  entre 
eux,  tous  ces  dénominateurs  se  réduisent  à  Vunité ,  et  pir 
conséquent  les  coefficients  du  quotient  sont  entiers. 

Non-seulement  les  coefficients  du  quotient  sont  entiers, 
mais  encore  ils  sont  tous  divisibles  par  b.  Car,  si  l'on  dé- 
signe par  Aq  ,  Bj ,  B, , les  coefficients  du  quotient  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x, 
on  a 

B.  =  ^  +  A., 
B.a 

R  -M+A 

".n  —  ^      r  ^3  f 


Pour  que  Bj  soit  entier,  il  faut  que  b  divise  A^ ,  ce  que  l'ofl 
sait  déjà.  Pour  que  B,  soit  entier,  il  faut  que  b  divise  B, ,  e' 
ainsi  de  suite. 

Les  deux  manières  d'effectuer  la  division  peuvent  être 
appliquées  pour  l'essai  direct  des  racines  commensurableâ 
fractionnaires.  On  choisira  l'une  ou  l'autre ,  suivant  les  cas. 

Exemples. 

1"  Reprenons  l'équation 

4j?^  —  9.8.r^  +  45r*  —  6.r  —  1 8  =  o , 
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mi  il  a  déjà  été  question.  Après  avoir  reconnu  que  cetlQ 
[oation  n'a  pas  de  racine  entière ,  cherchons  les  racines 

acdoDDak'es»  Essayons  d'abord  -  ;  si  nous  calculions  le 

lotient  de  droite  à  gauche,  comme  pour  les  racines  entièreat 

fimdndt  diviser  successivement  par  -,  ce  qui  revient  à 

oltipUer  par  9  ;  toutes  les  opérations  sondent  possiUes, 
il  faudrait  aller  jusqu'au  bout  pour  voir  si  le  reste  estnuL 
1  contndre,  en  calculant  de  gauche  à  droite,  il  faut  mutr 

^er  successivement  par  -  ce  qui  revient  à  diviser  par  9  ; 

fos  emploierons  donc  de  préférence  ce  second  procédé  : 

multiplié  par -donne s, et — 98..... — s6;—s6 multiplia 

ir  -  donne — 13  et  +  45 +  52  ;  +  Sa  multiplié  par  - 

•  3» 

mne4-i6ct — 6 +  ^o;  +  io  multiplié  par- donne 

-  5  et  —  18 —  i3.  11  arrive  ici  que  l'opération  se  pro- 

oge  jusquà  la  fin  ;  mais  le  reste  —  1 3  n'est  pas  nul  ;  donc  - 
'est  pas  racine. 

Essayant  -  '-  de  la  même  manière,  toutes  les  opérations 

Qt  possibles ,  et  Y  on  arrive  à  un  reste  nul  ;  donc est 

tine,  et  l'on  a  le  quotient 

4x*  —  3oa:*4-8o^ —  36  =  o, 
U  en  divisant  tous  les  termes  par  s, 

2X* —  i5x*4-3ar —  18  =  0. 

Après  avoir  essayé  encore  une  fois ,011  essjayera  -, 
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mais  en  allant  de  droite  à  gauche  :  —  18,  divisé  par-, 

3 
donne  —  12  ;  ajoutant  +  ûo  on  a  -f  18  qui,  divisé  par-, 

5 
donne  +  12;  ajoutant  —  1 5  on  a  —  3  qui ,  divisé  par  -, 

donne  —  2  ;  ajoutant  le  premier  coefficient  -|-  2 ,  on  obtient 

5 

un  résultat  égal  à  zéro.  Donc  -  est  racine ,  et  le  quotient 

5 

de  la  division  par  x est 

^  2 

2X^ —  12a? -J-  12  =  0, 

OU  X*—   Ox+  6  =  0. 

Cette  équation  du  second  degré  donne  deux  racines  incom- 
mensurables. 
2"  Trouver  les  racines  commensurables  de  réquation 

i5x*  -f.  iGx'  —  4ar*  —  5x  4-  6  =  o. 

Après  avoir  reconnu  que  cette  équation  n'a  pas  de  ra- 
cine entière ,  on  essayera  la  fraction  ^  en  allant  de  gaocte 
à  droite,  et  Ton  verra  que  cette  fraction  est  racine.  Dans 
l'équation  simplifiée, on  essayera  les  fractions  de  r»^?» 

et  l'on  verra  que  —  ^  est  racine.  L'équation  à  laqueOe  on 

arrive,  ayant  son  premier  coefficient  égal  à  l'unité,  n'a  pto 
de  racine  commensurable.  Voici  le  tableau  des  calculs  : 


THÉORJB   DBS  ÂgUATIONS. 

i5«*  +  i&p»  —  46ap«  —  5x  +  6s=5o 

+  ai    +4-3 
—  i    +  a 

—  ? 

+  > 

i5,  +ai ,  —  39,  —  i8,      o 


Ml 


» 
a 
3 
3 
6 

•  ^ 

6 


&c»  +  7«» 

—  iSoî  — 

-6  =  9 

5,   +« 

i 
5 

5,   +6 

1 

5,   +9 

s 
5 

5,   +5,- 

-i5,  0, 

a 
~5 

x*-\-x  — 

3  =  0. 

^^niiiUm  de  fialitè  des  racines  de  Fiquation  du  traUiiwu 

degré. 

162.  Lemme.  Deux  racineê  réelles  consécutives  de  téqua-- 
»n  f (x)  =  o  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de 
9uat\on  r(x)  =  o. 

%n  eff^,  sment  a  et  6  deux  racines  consécutives  de  Té- 
lalioû  /'(x)  =  0  ;  imaginons  que  Ton  fasse  varier  ^  de  a 
^  ;  pour  â?  =  a,  la  fonction  f{x)  est  nulle,  elle  s'annule  de 
^veau  pour  a?  =  6  ;  dans  l'intervalle ,  elle  conserve  des 
leurs  finies  et  de  même  signe.  La  valeur  absolue  de  la 
Mtfm  commence  donc  par  croître  pour  décroître  ensuite  ; 
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elle  passe  nécessairement  par  un  maximum ,  et ,  par  consé- 
quent ,  la  dérivée  f{x)  s'annule  dans  Tintervalle  de  a  et  i, 
Elle  peut  s'annuler  plusieurs  fois,  parce  que,  dans  Vioter- 
valle  de  a  à  6,  f{x)  peut  éprouver  plusieurs  alternatives 
d'augmentation  et  de  diminution. 

La  réciproque  n'est  pas  vraie  :  deux  racines  consécutives 
de  l'équation  f{x)=o  ne  comprennent  pas  toujours  une 
ratine  de  l'équation  f{x)  =  o. 

16S.  Théobème.  Lorsque  l  équation  f{x)  =  o  a  toutes  m 
racines  réelles ,  V équation  f{x)  =  oa  aussi  toutes  ses  radna 
réelles,  et  deux  racines  consécutives  de  la  seconde  iquaiion  m 
comprennent  une  et  une  seule  de  la  première. 

Soit  m  le  degré  de  l'équation  f{x)  =  o,  dont  nous  sup- 
posons les  m  racines  réelles  et  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur croissante 

En  vertu  du  lemme  précédent ,  chacun  des  intervalles  com- 
prend une  racine  de  la  dérivée;  il  y  a  m  —  i  intervalles; 
donc  l'équation  ^(ar)  =  o  a  ses  m  —  i  racines  réelles.  Iles! 
évident  qu'il  n'y  a  qu'une  racine  dans  chacun  des  inter- 
valles ,  sans  quoi  cette  équation  aurait  plus  de  m  •—  i  ra- 
cmes.  Appelons 

a',b\(f, h' 

les  m —  1  racines  réelles  de  l'équation  f(x)  =  o,  rangées 
aussi  par  ordre  de  grandeur  croissante;  la  première  a' sera 
comprise  entre  a  et  6,  la  seconde  6'  entre  6  et  c,  etc.  Réci- 
proquement, deux  racines  consécutives  de  la  seconde  éqtttr 
tion  en  comprennent  une  de  la  première  et  une  seule  ;  s 
et ^ comprennent  la  racine  b.  Il  et(/  la  racine  c,  etc.;  ily* 
donc  m  —  2  racines  réelles  de  l'équation  f{x)  =  0  dans  te 
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m  —  9  intervalles ,  et  de  plus  il  y  en  a  une  a  inférieure  à 
a\  et  une  autre  fc  supérieure  à  U. 

164.  Considérons,  en  particulier,  Téquation  du  troisième 
degré. 

f[x)  =  x*  +  A,a:*  4-  ^  +  ^8  =  0. 

L*équation  du  second  degré 

doit  avoir  ses  deux  racines  réelles,  ce  qui  donne  une  pre- 
mière condition  AJ  —  5A,  >  o.  Appelons  a'  et  b'  ces  deux 
racines,  a,  6,  c  étant  les  trois  racines  de  Téquation  propo- 
sée. Supposons  que  y  varie  de  —  c»  à  +  co  ;  pour  x = — oo. 
Je  polynôme  ({x)  a  le  signe  — ,  qu'il  conserve  jusqu'à  ce 
que  X  arrive  à  la  plus  petite  racine  a  ;  quand  x  dépasse  a ,  le 
polynôme  change  de  signe ,  et  prend  le  signe  +  qu'il  con- 
serve jusqu'à  la  seconde  racine  6  ;  là  il  change  de  signe  une 
seconde  fois  et  prend  le  signe  —  qu'il  conserve  jusqu'à  la 
plus  grande  racme  c  ;  il  change  alors  de  signe  une  troisième 
fois,  et  prend  le  signe  4-  qu'il  garde  indéfiniment  Ainsi, 
/(«)  a  le  signe  —  de  —  c»  à  a,  le  signe  +  de  a  à  &,  le  signe 
—  de  fr  à  c,  et  le  signe  +  de  c  à  +  oo. 

Mais  on  a  vu  que  la  première  racine  a'  de  l'équation 
f(x)  =3  o  est  comprise  entré  a  et  6  ;  si  donc  on  remplace 
œ  par  a!  dans  le  polynôme  f{x) ,  on  doit  trouver  un  résultat 
positif.  La  seconde  racine  b\  étant  comprise  entre  6  et  c, 
donnera  un  résultat  négatif. 

.  Ces  conditions  sont  suffisantes  ;  car  si  Ton  a  [{a!)  >  o 
Ql/(6)'<  o,  le  polynôme  f{x)  change  de  signe,  une  pre^ 
nière  fois  quand  x  crott  de  —  c^k  a\  une  seconde  fois  de 
o'  à  y  et  une  troisième  fois  de  fr'  à  +  o^  ;  donc  l'équation 
f{x)  =  o  a  ses  trois  racines  réelles. 


n  suffit  pour  cela  de  remplacer  a;  par  a?  —  îi"  »  ^ 

disparaître  le  terme  du  second  degré  ;  on  augmen 

toutes  les  racines  de  la  même  quantité  ~-* 

L'équation 

Sx*  +P  =  o 

devant  avoir  ses  deux  racines  réelles ,  il  faut  que  le 
cient  p  soit  négatif^  supposons  cette  condition  n 
nous  aurons 

On  doit  avoir  en  outre  f{a')  >  o ,  c'est-à-dire 

-(\/D-'\/l+'>- 


OU 


(*) 


La  condition  f{b')  <  o  se  déduira  de  la  précédente  en 
géant  le  signe  du  radical  et  le  sens  de  l'inégalité , 
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(«) 


3  V       3       > 


'.  coefficient  p  étant  négatif,  les  premiers  membres  de  ces 

_  • 

^alités  sont  des  quantités  positives.  Supposons  q>o; 
négalité  (1),  ayant  son  second  membre  négatif;  sera  tou- 
brs  satisfaite  ;  l'inégalité  (2)  ayant  ses  deux  membres  po- 
dfs,  on  peut  les  élever  au  carré,  et  Ton  en  déduit 

9 


m  (f)  + (?)•<.. 


upposons  maintenant  9  <  o  ;  c'est  l'inégalité  (2)  qui  est 
nijours  vérifiée ,  et  l'inégalité  (1)  conduit  à  la  même  inég- 
alité (3).  D'ailleurs,  l'inégalité  (3)  ne  peut  être  satisfaite 
œ  si  le  coefficient  p  est  négatif. 
Ainsi,  la  çondilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Vé- 
mtion 

t  ses  trois  racines  réelles ,  est  que  ses  coefficients  satisfassent 
l'inégalité 

Quand  le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  une 
tantité  positive,  l'équation  n'a  qu'une  racine  réelle. 
Uind  cette  quantité  est  nulle,  l'équation  a  deux  racines 
:^es ,  comme  nous  Tavons  vu  au  n*  155. 
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Exemples. 

l*  L* équation 

or* +  5^  —  a  =  o, 

dws  laquelle  le  coeflicient  du  second  terme  est  positif,  i\ 
qu'une  racine  réelle  ;  cette  racine  est  positive, 
2*  L'équation 

a  ses  trois  racines  réelles.  La  transformée  en  —  x  n'ayant 
qu'une  variation ,  une  seule  racine  est  négative ,  les  deux 
autres  sont  positives. 
S*"  L'équation 

n'a  qu'une  racine  réelle.  Cette  racine  est  négative. 

ExtTcicts. 

1*  Appliquer  la  méthode  des  racines  égales  aux  équa^ 
tions 

a?' — 707^ — ikx^-^-w^x^ — aSgi-^— 83x'+6i  2x' — io8x— 4^a-o, 

a;*+2x'4-^'+6jt:'+7^* — ax*-|-3jr'*+ajtr' — iix — 8=o, 
X* — 8j?*+a4x'— 3ax+i6=o. 

2"  Chercher  les  racines  conunensurables  des  équations 

x^  +  5^*  +  ^'  —  ifior'  —  aoj:  —  i6  =  o, 
ax*  —  53a:  +  io5  =  o, 

6jc*  —  iQx'  +  iSx*  —  aox*  +  48^  —  i6  =  0, 
i5x*  +  i6x'  —  4Ga?«  —  5x  +  6  =  o. 
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DIFFÉRENCES  DES  DITERS  ORDEES. 

166.  Étant  données  une  suite  de  m  +  i  quantités 

«<0f  «11  «t»  ^%y >«-> 

Ton  retranche  chacune  d'elles  de  celle  qui  la  suit ,  on  a 
8  différences  premières  de  ces  quantités.  On  est  convenu  de 
^signer  ces  différences  par  la  lettre  a.  Ainsi  Ton  représente 
tr  Att^  ladifférence  u^ — ti^,  par  ^u^  la  différence  u, — UpOtc. 
Les  différences  premières  forment  une  suite  de  m  quan* 
6s 

Au^,  Alij,  Att,, ,  Aii^.,; 

.*on  retranche  de  même  chactme  d'elles  de  celle  qui  la 
t,  on  a  les  différences  des  différences  premières,  ou  les 
firences  secondes  des  quantités  proposées.  On  les  désigne 
r  le  symbole  aa  ou  plus  simplement  a*.  Ainsi  Ton  repré- 
Ite  par  a*u^  la  différence  Au^— Au^,  par  a"u,  la  diffé- 
rée a  w^ — Ati, ,  etc. 
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Les  différences  secondes  forment  une  suite  de  m-i   V 

quantités" 

AX,  A«Mj,  L\, AX-», 

dont  on  peut  prendre  les  différences  premières ,  ce  qoi 
donnera  les  différences  troisièmes  des  quantités  proposées; 
on  désignera  ces  différences  troisièmes  par  le  symbole  AA'oa 
plus  simplement  a'.  En  continuant  de  la  même  manière,  od 
obtiendra  les  différences  des  divers  ordres  des  quantités 
proposées. 

167.  Les  m-j-  i  quantités  proposées  ont  m  différences 
premières,  et  par  suite  m —  i  différences  secondes,  m-î 
différences  troisièmes,  et  enfin  une  seule  différence  de 
Tordre  wï.^On  ne  peut  pas  aller  au  delà.  Nous  disposerons 
le  tableau  des  différences  de  la  manière  suivante  : 


u^         Lu^        A»w^        A'w^        A'tt^        A*tt^ 


mettant  dans  une  première  colonne  verticale  les  nombres 

proposés,  dans  la  seconde  colonne  les  différences  premièf»i 
dans  la  troisième  les  différences  secondes,  et  ainsi  de  suite. 
On  remarque  que  Tindice  de  a  reste  le  même  dans  une 
même  colonne  verticale,  et  Tindice  de  u  dans  une  même 
ligne  horizontale.  Pour  former  ce  tableau,  on  retrancii 
chaque  nombre  de  celui  qui  est  placé  ati-dessous  de  /m,  ^ 
on  écrit  le  résultat  à  droite  du  premier.  iUnsi  on  obtient  iV| 
en  retranchant  u^  de  u,,  ^u^  en  retranchant  u,  de  ti,, î 


Am, 

^\ 

à.\ 

^\ 

^U^ 

A'u. 

A'tt, 

S\ 

Au, 

A'«. 

A'e/, 

« 

Au, 

A'«, 

^u^ 
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le  même  a'u^  en  retraDchant  ^u^  de  ^u, ,  A'ti^  en  retran- 
;liant  ^u^  de  au^, On  a  en  général  par  définition 

i  l'on  retranche  a^u^  du  nombre  A'^^^  placé  au-dessous  de 
li,  on  obtient  le  nombre  àJ^^Un  placé  à  droite  du  premier* 
Soient,  par  exemple,  les  six  nombres  1,10,  aô,  ^4»  70, 
18.  En  appliquant  la  règle  précédente,  on  formera  le 
ibleau  des  différences  jusqu'au  cinquième  ordre  : 


A 

A' 

A' 

A* 

1 

9" 

6 

— a 

5 

10 

i5 

4 

5 

—8 

35 

»9 

7 

-5 

44 

aG 

a 

70 

a8 

98 

A» 


— 13 


te  commence  par  écrire  les  six  nombres  proposés  dans  ime 
olomie  verticale.  Retranchant  chacun  d'eux  du  suivant, 
nales  différences  premières  9,  i5,  19,  26,  28,  que  Ton 
dit  dans  une  seconde  colonne;  retfanchant  chacun  des 
ombres  de  cette  seconde  colonne  du  suivant,  on  a  les  dif- 
Srences  secondes  6,  4»  7»  2,  que  Ton  écrit  dans  une  troi- 
iëme  colonne,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  différence  cin- 
ùème  à  laquelle  s'arrête  le  calcul.     • 

168.  Réciproquement  si  l'on  donne  le  premier  nombre  u^ 

t  ses  m  différences  successives  am^,,  aV^, ,  a*»^,  on 

îut  reconstituer  le  tableau  et  reproduire  les  m  autres  nom- 
•esuj,!/,, ,  t4«.  En  effet,  puisque  aw^  =  u^  —  u^ ,  ona 

5=  u^  +  Au^.  De  même ,  puisque  a'm^  =  \u^  —  Am^,  on  a 
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Awj  =  Aw^  +  à>\  ;  connnaîssant  aw^  ,  on  obtient  «, = u^  +A«,. 
On  trouve  de  la  même  manière  ù.\  =  l\  +  à\, 
Aw,  =  Am,  +  A^Wj,  w,  =  tt,  +  Aw,,  et  ainsi  de  suite.  On 
remarque  que  chaque  nombre  du  tableau  égale  le  nombn 
placé  au-deisus  de  lui ,  plus  celui  qui  est  à  droite  de  ce  der- 
nier ;  car  on  a  en  général  par  définition 

■ 

d'où  l'on  déduit 

le  nombre  a^^m^^j  égale  le  nombre  a'w^  placé  au-dessus  de 
lui ,  plus  le  nombre  a^^^m^  placé  à  droite  de  ce  dernier. 

On  procède  par  lignes  obliques,  comme  Tindique  le  ta- 
bleau précédent  ;  nous  avons  déjà  calculé  les  trois  premières 
lignes  obliques;  on  continuera  de  la  même  manière: 
^\  ajouté  à  à\  donne  ^\  ;  celui-ci  ajouter  à  à.\ ,  dcHioe 
A'ti,  ;  celui-ci  ajouté  à  Au,  donne  Au,  ;  enfin ,  ce  dernier 
ajouté  à  u^  donne  u^.  Recommençant  à  partir  de  à.\^  od 
formera  successivement  les  nombres  ^\,  a»w,  ,  aHi,»  Aw^,  m. 
de  la  ligne  oblique  suivante ,  et  ainsi  de  suite.  En  poussant 
Topération  de  proche  en  proche  jusqu'à  a^m^  ^  on  arrivera 
finalement  ku^.        s 

Soient ,  par  exemple ,  le  nombre  i  et  ses  cinq  différenceâ 
successives  9,  6,  —  2,  6,  —  i3.  On  appliquera  la  r^le 

précédente  et  Ton  dira:  9  et  1 10;   6  et  9....»  i5 

et  10...., 25;  •— 2  et  6 4  ot  i5 19  et  26 44i 

5  et — 2 3   et  4 7  et   19 26   et  44 1^* 

—  i3  et  5 —8  et  3 —  5  et  7 2  et  26 28 et 

70 98* 
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ttàWr  DONNÉS  m  +  1  NOMBRES  U^^U^^U^^  .......  V»,  TROT- 
TER :  1*  l'expression  du  terme  générai  U^  en  PONC- 
TION DU  PREMIER  TERME  U^  ET  DE  SES  DIFFÉRENCES 
SUCCESSIVES;  2*'  l'expression  de  A^|^  EN  FONCTION  DES 
NOMBRES  PROPOSÉS. 

160.  Supposons  d'abord  que  Ton  donne  le  nombre  u^  et 

ses  m  diiTérenees  successives  Au^,  à*u^ , ,  ^"w^;  il  s'agit 

de  trouver  les  nombres  u^^u^, ti«..  Nons  savons  que  la 

question  est  possible ,  et  nous  avons  indiqué  dans  le  nu- 
méro précédent  la  manière  d'effectuer  le  calcul  de  proche 
en  proche  ;  mais  nous  cherchons  ici  une  formule  algébrique 
donnant  l'expression  d'un  terme  quelconque  ti»  de  la  suite 
en  fonction  des  quantités  données. 

Puisque  Au^  =  u^ — u^  par  définition ,  on  a  d'abord 

On  a  aussi  ii,  î=  ti^  +  Au,.  Mais  à\  =  ^u^  —  au,  par 
définition,  d'où  Au,  =  Au^  -f  A^u^  ;  si  dans  Texpression  de  ii, 
on  remplace  u,  et  Au,  par  leurs  valeurs,  il  vient 

OU  plus  simplement 
On  a  de  même 

«•  =  w,  +  Am,. 

Nous  connaissons  u,;  on  en  déduit  facilement  Au,.  Ima- 
ginons en  effet  que,  dans  le  tableau  des  différences  (n*"  167) , 
on  supprime  la  première  colonnne  verticale ,  les  diffé- 
rences premières  constitueront  les  nombres  proposés ,  les 
différences  secondes  deviendront  les  différences  premières, 

10 
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et  ainsi  de  suite.  C'est  comme  si  Ton  augmentait  d*une  unité 
l'indice  de  la  lettre  a  dans  chaque  terme.  Or  il  est  clair  que 
le  tableau  ainsi  modifié  jouit  des  mêmes  propriétés  qoe  k 
tableau  primitif  ;  nous  avons  trouvé  la  relation 

nous  aurons  maintenant 

Si  dans  l'expression  u,  =  u^  +  Au,  on  remplace  u,  et  ^ 
par  leurs  valeurs ,  il  vient 

«•  =  «0  +  2AW0  +  ^\  =^0  +  SA^'o  +  5AX  +  à\. 

Le  même  raisonnement  peut  être  répété  indéfiniment 
On  a 

«4  =  «*•  +  A«s- 

Nous  connaissons  u^  ;  on  en  déduit  facilement  Aw,.  Si  l'on 
imagine  comme  précédemment  la  première  colonne  verti- 
cale supprimée ,  ce  qui  revient  à  augmenter  d'une  unité 
l'indice  de  la  lettre  a  dans  chaque  terme ,  la  relation 

«8  =  «0  +  3AMo  +  ^^\  +  A'tt. 
deviendra 

^«^8  =  Aw,  +  3A«w,  +  5AX  +  A*«,. 

En  remplaçant  u^  et  Au,  par  leurs  valeurs,  on  a 

+  Aw,+3A«w,+3AX+A*e/,. 

On  reconnaît  les  cœfiicients  du  développement  de  b 
puissance  d'un  binôme  ;  l'expression  de  Ut  a  pour  coeft- 
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ients  ceux  du  carré  d'un  binôme  ;  Texpreasion  de  ii,  ceux 
n  cube  ;  l'expression  de  u^  ceux  de  la  quatrième  puis- 
aoce.  Nous  allons  faire  voir  que  cette  loi  est  générale.  Pour 
ela  y  nous  démontrerons  que  si  elle  est  vraie  pour  Un  i  elle 
BSt  aussi  pour  u^^i,  c'est-à-dire  que  si  l'expression  de  u« 
pour  coefficients  ceux  de  la  n^  puissance  du  binôme , 
expression  de  u^^,  aura  pour  expression  ceux  de  la  n  +  i* 
nissance.  Soit  donc 

«•  =  «•  +  C*/Wo +  Cr'^^\  +  CVwo +  ^%- 

Si  l'on  imagine  la  première  colonne  verticale  supprimée , 
e  qui  revient ,  comme  nous  l'avons  dit,  à  augmenter  d'une 
;aité  l'indice  de  la  lettre  ^  dans  chaque  terme ,  cette  rela- 
ion  devient 

î^iisque  u^^^  =  u»  +  ^Un ,  en  ajoutant  les  deux  égalités 
)récédentes ,  on  a 


'•H 


=  «.  +  < 


+  C 


A*tt, 


AX...  +  A"*V 


tais  g1  +  i=c1+,,  c!1  +  cl  =  CÎl^t , ;  en  général, 


t  4-  C»    =  CLi  ;  le  second  membre  se  réduit  donc  à 


•n+l 


ï  voit  que  si  la  loi  est  vraie  pour  w„ ,  elle  l'est  aussi  poui* 
^^.  Comme  elle  est  démontrée  pour  u,,  ti^ ,  m^,  elle  l'est 
^tu-tiç,  u,,  .....  et  par  conséquent  pour  un  terme  quel- 
>Hque. 
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Ainsi  nous  avons  la  formule  générale 

W  «»  =  «,+  -  A«,  +     \  ^  A»«.  + +  Alg. 

Au  moyen  de  cette  formule ,  on  obtient  chacun  des  nom- 
bres ti^ ,  ti|  9  u, , ti»,  en  donnant  à n  l'une  quelamqoe 

des  valeurs  o,  i,  s  , m.  On  peut  écrire  cette  fcMnnuk 

sous  la  forme  symbolique 

en  convenant  de  développer  (  i  +  a)*  suivant  la  loi  du  li- 
nôme ,  comme  si  la  lettre  ^  désignait  une  quantité,  et  de 
regarder  les  exposants  comme  des  indices. 

On  donne ,  par  exemple ,  le  nombre  u^  et  ses  cinq  dilï- 
rences  successives  : 

w^,=  i,  AMo=9,  A\=6,  aX=— a,  A\=5,  aX  =  -'5 
si  dans  la  formule  («)  on  fait  n  =  4  9  on  a 

u^  =  1  +  4-9  +  ^-^  —  4-2  +  5  =  70. 

On  obtient  ainsi  directement  le  nombre  70  que  l'on  a  trouvé 
précédemment  par  un  calcul  de  proche  en  proche. 

170.  Supposons  maintenant  que  Ton  donne  les  m  +  * 
nombres 

^oy  ^i>  ''î> "«> 

et  que  Ton  veuille  trouver  les  m  différences  successives  du 
premier  de  ces  nombres,  savoir  : 

On  a  d'abord 
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Ou  a  aussi  pai*  définition 

us  dUj  =  11,  —  Uj ,  si  dans  Texpression  de  a*u^  on  rem- 
loe  au^  et  AUj  par  leui-s  valeurs ,  il  vient 

aX  =  (w, — "i)  —  (^^  —  «o)  =  «t  —  aw,  +  M., 

On  a  de  même 

aX=aX  —  ^X 

ws  coonaissons  A'ti^  ;  il  est  facile  d'en  déduire  a'u,.  Ima- 
Qons  que  dans  le  tableau  des  différences  on  supprime 
première  ligne  horizontale ,  la  seconde  ligne  deviendra 
{Hremière ,  la  troisième  la  seconde  ;  c'est  comme  si  Ton 
sttait  tij  à  la  place  de  u^,  u,  à  la  place  de  u^,  etc.  ;  en  un 
)t,  c'est  comme  û  l'on  augmentait  d'une  unité  l'indice  de 
lettre  u  dans  chaque  terme.  Il  est  clair  que  le  tableau  ainsi 
)£fié  jouit  des  mêmes  propriétés  que  le  tableau  primitif. 
lUs  avons  trouvé  la  relation 

A«w^  =  Wj  —  2Wj  +  ti,  ; 
os  aurons  maintenant 

dans  l'expression  a'u^  =  a'u^  —  a'u^  on  remplace  à>\ 
aHIj  par  leurs  valeurs ,  il  vient 

—  tt.  +  awj  — tto 

Le  même  raisonnement  peut  être  répété  indéfiniment. 

la 

(US  connaissons  A'u^.  Si  l'on  imagine  encore  la  première 


a'm,=b, —  3w,  +  5«, — w,  ^Kj — 4u,  -|-6u,  — 

On  reconnaît  encore  les  coeiTicients  du  déveki 
de  la  puissance  du  binAme. .  L'e]q>res8ion  de  &*« 
coefTiûents  ceux  de  (a  —  6)',  l'expression  de  A*u^ 
(a  —  6)',  l'expresMon  de  a*u„  ceux  de  (a  —  6)'-  Je 
montrer  que  la  loi  est  générale  :  admettons-la  pou 
soit 

A"K,=w»— C|^a^, q=C^\-f^,±ffu^^ 

Si  l'on  imagine  la  première  ligne  horizontale  su] 
ce  qui  revient,  comme  nous  l'avons  dit,  à  ai 
d'une  unité  tous  les  indices  de  la  lettre  u,  cette 
devient 

A-w,  =  w-.|— C]," ±.(ft'^^^t ±«1 

Mais  ii"*'u„  =  A"ti,  —  i'Uj  ;  on  obtient  donc ,  en  rel 
l'une  de  l'autre,  les  denx  expressions  précédentes, 

i«\  =  w_^  — cM«,  4-  C*  «._, ±(f    u,^_,  „, 
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On  voit  par  là  que  si  la  loi  est  vraie  pour  a'^Uo  *  ®U^  ^'^^ 
aussi  pour  hv^u^.    Gomme  elle  a  été  démontrée  pour 

conséquent  pour  une  différence  d'ordre  quelconque. 
On  a  donc  la  formule  générale 

P)  A*tlo  =  «*H  —  7  «'n-t  +  ^  W»- ^  "f 

1  1.3 

Au  moyen  de  cette  formule  on  obtiendra  chacune  des  m 
différences  successives  de  u^ ,  en  donnant  à  n  l'une  quel- 
conque des  valeurs  i,  a, m.  On  peut  écrire  cette  for- 
mule sous  la  forme  symbolique  a"u,  =  (u —  i)*,  en  rem- 
plaçant dans  le  développement  les  exposants  par  des  indices 
et  le  dernier  terme  i  ou  u°  par  u^. 

On  donne,  par  exemple,  les  six  nombres  i,  lo,  s5,  44» 
70  et  98.  Si  l'on  fait  n  =  4  dans  la  formule  (P) ,  on  aura 
directement  la  différence 

A*tt<,  =  70  —  4.44  +  6.a5  —  4.10+1=5, 
obtenue  précédemment  par  une  valeur  de  proche  en  proche. 

Différences  d'une  fonction. 

171.  Soit  u  =  f{x)  une  fonction  quelconque  de  la  va- 
riable X  ;  si  l'on  donne  à  la  variable  m  +  1  valeurs 

X^y    a?j,     X^j    .....X„|, 

la  fonction  prendra  une  suite  de  valeurs  correspondantes 

Wof  Wj,  w,, u^, 

dont  nous  pourrons  prendre  les  différences  des  divers  or- 
dres, comme  nous  l'avons  expliqué  précédemment  Ordi- 
nairement les  valeurs  données  à  la  variable  forment  une 
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progression  arithmétique  dont  on  appelle  h  la  raison.  Sup- 
posons que  X  représente  l'un  quelconque  des  termes  de  la 
progression  yX^h  étant  le  terme  suivant  ;  les  valeurs  cor^ 
respondantes  f{x)  et  f{x  +  k)  de  la  fonction  auront  pour 
différence  première  f{x  +  ft)  —  f{x)  ;  c'est  une  nouvelle 
fonction  de  x  que  l'on  nomme  différence  première  de  la  fonc- 
tion proposée  et  que  l'on  désigne  par  V(^)i  ^^  ^lans  cette 
fonction  ^f{x)  on  remplace  successivement  x  par  chacuD 
des  termes  de  la  progression,  on  obtiendra  les  m  différences 
premières  que  fournissent  les  jn  +  i  valeurs  correspon- 
dantes de  la  fonction. 

De  même ,  si  l'on  donne  à  x  deux  valeurs  consécutives  x 
et  X  +  hj  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  a^(j) 
auront  une  différence  ^f{x  +  ft)  —  ^f{x)  ;  c'est  une  noih> 
velle  fonction  de  x  que  Ton  nomme  différence  seconde  de  la 
fonction  proposée  et  que  l'on  désigne  par  a'/(^).  Et  ainsi 
de  suite. 

Prenons  comme  exemple  la  fonction 

nous  aurons 

au  =  a*^**  —  tt*  =  fl'(a'*  —  i). 

Ainsi  on  forme  la  différence  première  de  la  fonction  a'  en 
multipliant  cette  fonction  par  la  quantité  constante  a'  —  i* 
On  aura  de  même 

A«tt  =  ar(a^  —  i  )% 
^*u  =  ax{a^  —  i)*, 

Considérons  encore  la  fonction 

u^^xlx  +  h)  (>-f  u/*) [x  +  (n — \)h]. 
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Nous  aurons 

Aw  =  (x  -f-  A)  (x  +  a/«) (x  4-  nh) 

—  x(x  +  h) [x  +  (n— i)A] 

=  nh(x  +  A)  (x  +  aA) [^  +  (n  —  i)A], 

La  fonction  proposée  est  du  degré  n;  pour  former  la 
dUTérence  Au ,  on  a  multiplié  par  le  nombre  des  facteurs  et 
par  la  raison  h  et  Ton  a  supprimé  le  premier  facteur. 

En  appliquant  la  même  règle ,  on  écrira  de  suite 

A»ti  =  n(n— i)A*(x+aA)U'+5A) [x  +  (n  — i)A], 


• 


A"M  =  n(n —  i)  (n  — a) 3.a.  lA*». 

dB  trouve  de  la  même  manière 

.A        /     .  A> 


.   A   .    /     .  A> 
agosx  =  —  a  sm-sm 

a 


Asmx  =  asm  -  coslx  +  -) 

et  par  suite 

A*  sîn  X = — a*  sîn*  -  sin  {x  +  A), 

a 

A*cosx  =  —  a* sin*-  cos(x-|-A); 

A'sinj;  =  —  a*sin'-co8  (x  +  3  -), 

A* cosx  =  a' sîn* -  sin  (  x  +  3  - )  ;  • 

A*  sinx  =  a*  sin*  -  sin  (x  +  aA), 

A*cosx  =  a*  sin*- cosfxH- î»A). 

a 
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lA  DIFFÉRENCE  m  d'uNE  FONCTION  ENTIÈRE  DU  DEGRÉ  m 
EST  CONSTANTE,  SI  LA  DIFFÉRENCE  DE  LA  TARIARLE  EST 
ELLE-MÊME   CONSTANTE. 

172.  Considérons  en  particulier  la  fonction  entière  du 
degré  m.  On  a,  en  développant  d'après  la  loi  connue, 

A«=/^z+A)-/ix)=Ax)A+nx)^  + 


La  quantité  A,  raison  de  la  progression  arithmétiqae,  est 
une  constante  ;  on  voit  par  là  que  la  différence  première 
d'une  fonction  entière  du  degré  m  par  rapport  à  la  variable» 
est  une  fonction  entière  du  degré  m  —  i .  De  même  la  diffé- 
rence de  la  fonction  Au,  ou  la  différence  seconde  de  la  fonc- 
tion proposée ,  sera  du  degré  m — 2  ;  a'w  sera  du  d^ 
m — 3;  en  général  àTu  sera  du  degré  m — n.  Enfin  la  dif- 
férence d'ordre  m  sera  du  degré  zéro;  ce  sera  donc  une 
constante ,  et  par  conséquent  les  différences  d'un  ordre  plus 
élevé  seront  nulles. 

173.  Remarque.  Soit 

u  =  A^x"^  +  A,x«^*  + A^^x  +  A^ 

la  fonction  entière  proposée,  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  x.  Cette  fonction  étant  la  somme 
des  termes  qui  la  composent,  sa  différence  d'un  ordre  quel- 
conque est  égale  à  la  somme  des  différences  du  même  ordre 
de  ses  différents  termes.  11  en  résulte  que  la  différence  pre- 
mière ne  dépendra  pas  du  terme  constant  A«. ,  puisque  la 
différence  de  ce  terme  est  nulle  ;  la  différence  seconde  ne 
dépendra  pas  des  deux  derniers  termes  A«-j  a?  -f  A^ ,  puisque 
la  différence  seconde  de  cette  partie  est  nulle  ;  en  général , 


DIFFÉRENCES.  261 

la  différence  d'ordre  n  ne  dépendra  que  des  termes  dont  le 
degré  est  égal  ou  supérieur  à  n  ;  enfin  la  différence  d'ordre  m 
ne  dépend  que  du  premier  terme  A^^x*.  Nous  nous  propo- 
sons de  calculer  cette  différence  d'ordre  m. 
Nous  avons 

^u  =  hf{x)  -f ; 

le  premier  terme  s'obtient  en  prenant  la  dérivée  du  poly- 
^nôme  proposé  et  multipliant  par  h  ;  les  autres  termes  étant 
d'un  degré  inférieur  à  m  —  i  ne  donneront  rien  dans  à'^i. 
Nous  aurons,  en  appliquant  la  même  règle, 

A*M  =  h}r[3:)  + 

A*w  =  AY*(ar)  + 

Le  premier  terme  du  polynôme  f{x)  entrant  seul  dans  la  m* 
dérivée ,  on  aura  finalement 

A*tt=  i.a.3 mkji^. 

Exemples. 

!•  Former  les  carrés  des  nombres  entiers.  Considérons 
la  fonction  u  =  x',  et  supposons  que  l'on  donne  à  x  les 

valeurs  o,  i,  s,  3, ,  en  progression  arithmétique.  La 

fonction  étant  du  second  degré ,  la  différence  seconde  a*u 
est  constante  et  égale  à  i.2.h%  c'est-à-dire  à  2  ^  puisque  la 
raison  ft  est  l'unité;  les  différences  d'un  ordre  plus  élevé 
sont  nulles.  Pour  commencer  le  tableau,  il  suffit  d'écrire 
les  deux  premiers  carrés  o  et  1  avec  leur  différence  pre- 
mière 1  et  la  différence  seconde  2  trouvée  directement. 
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à 

A* 

/ 

0 

1 

a 

1 

5' 

a 

4 

5- 

2 

9 

7 

a 

i6 

9 

a5 

On  répétera  la  différence  seconde  constante  2  dans  la 
troisième  colonne  autant  que  Ton  voudra,  et  Ton  dira,  ea 
calculant  par  lignes  obliques,  d'après  la  règle  établie  au 
n**  167  :  s  et  i...3  et  i...4;  s  et  3... 5  et  4**-9;  >  et  S...; 
et  9. ..  1 6  ;  en  continuant  de  cette  manière  on  formera  les 
carrés  des  nombres  entiers  consécutifs. 

2*'  Former  les  cubes  des  nombres  entiers.  Considérons  la 
fonction  u=x^  et  donnons  encore  à  a;  les  valeurs  successives 
o,  1,  s,  3...  en  progression  arithmétique.  La  fonction  étant 
du  troisième  degré ,  la  différence  troisième  sera  constante  et 
égale  à  i.)i.3h'  ou  6.  Pour  commencer  le  tableau  noas  écri- 
rons les  trois  premiers  cubes  o,  1,8,  d'où  nous  déduirons  les 
différences  premières  1  et  7,  et  la  différence  seconde  6  ;  met- 
tant ensuite  à  la  droite  la  différence  troisième  constante  6 
trouvée  directement ,  on  pourra  effectuer  le  calcul  des  lignes 
obliques  et  obtenir  les  cubes  des  nombres  entiers  consécutifs. 


0 

A 

A« 

A» 

1 

6 

6 

1 

7 

la 

6 

8 

'9 

'    18 

6 

V 

37 

24 

64 

61 

ia5 

i 
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*  Trouver  la  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres, 
ûdérons  la  suite  des  quantités 


o\  t/j=o»+i%  ti,=o*+i*+a%  ii,=o»-|-i»+a«+5% 


lifférences  premières  sont  les  carrés  consécutifs  i%  s% 
....  ;  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  précédenunent  que 
lifférences  secondes  des  différences  premières ,  ou  les 
rences  troisièmes  des  nombres  proposés,  sont  con- 
tes et  égales  à  2  ;  et  par  suite  que  les  différences  d'un 
6  plus  élevé  sont  nulles.  Écrivons  le  commencement  du 
3au  avec  les  trois  premiers  nombres  u,^ ,  w, ,  u,  ; 


»,  =  0' 

Aa,=  i 

AX  =  3 

A»ti,  =  a. 

a,  =  o»+i» 

A«,  =  4 

i»,  =  o«+i'  +  a' 

îrvons-nous  maintenant  de  la  formule  (»)  démontrée 
!•  169,  formule  qui  exprime  un  terme  quelconque  k^ 
I  suite  des  nombres  proposés  au  moyen  du  premier 
tre  eux  et  de  ses  différences  successives  ;  ici  les  diffé- 
es  d'un  ordre  supérieur  au  troisième  sont  nulles  ;  le  dé- 
ppement  se  réduira  donc  à  ses  quatre  premiers  termes 
3naura 

-  n(n — 1)    ,      .   n[n — i)(n — a)    , 


i.a 


1.3  5 


m  remplaçant  les  différences  par  leurs  valeurs , 

5n(n  —  1)   ,    2ti(n  —  i)  (n  —  a)       n[n  +  i)(an+i) 
^       1.2       ^  i.aS  6 

'  Trouver  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres, 
«dérons  la  suite  des  quantités  u^=o%  f/,  =  o*+  1*, 
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ti,  =  o'-|-i'+2%ii5=o'+i»+«'+5% ;  les différeaces 

premières  sont  les  cubes  consécutifs  i\  «',  3», ;  les  dif- 
férences troisièmes  de  ces  différences  premières,  ou  les 
différences  quatrièmes  des  quantités  proposées ,  sont  con- 
stantes et  égales  à  6  ;  les  différences  d'un  ordre  plus  élevé 
sont  nulles.  On  écrira  le  conunencement  du  tableau  am 
les  quatre  premiers  nombres 


«0  = 
M.  = 


W.= 


?/•  = 


o«+,»-f  îî»  +  3' 


Aw^—    1 

^X=  7 

^\z=l2 

AMj==    8 

A»W,=:i9 

AWj  =  a7 

=  12  A*tt,=6. 


Les  différences  d*un  ordre  supérieur  au  quatrième  étant 
nulles,  la  formule  (a)  se  réduit  à  ses  cinq  premiers  termes 
et  Ton  a 

n(n—i)  n(n— i)(n  — a)  ^, 


1.2 


i.a.5 


w(n— i)(n  — a)  (n  —  3) 

l.a.5.4 

et ,  en  remplaçant  les  différences  par  leurs  valeurs , 


n»  = 


7n(n— 1)  X   ,   «(w- 

n-f  ^-^ i-|-2n(n— i)(n  — a)  +  -i— 


_n>-fi)' 

~       4 


i)(it— a)(ii-jj 

4 


On  retrouve  ainsi  les  formules  déjà  obtenues  par  d'autres 
moyens  (n*»*  56* et  62).  Cette  méthode  permet  de  trouvée 
avec  la  même  facilité  la  somme  des  puissances  quatrièmes  -9 

ou  des  puissances  cinquièmes, ,  des  nombras  entier^ 

consécutifs. 


174.  Remarque.  Supposons  que  Ton  porte  sur  la  lign^ 


leOX,  à  partir  du  point  fixe  0,  des  longueurs OP^, 

, .igaleaauxvaleursxj,»,,  x^„ ,  que  l'on 

donne  à  la  variable, 
X  et  que  l'on  élève 
des  perpendicolaires 
ou  ordonnées  P,M,, 
P,M,,P^,... égales 
aux  valeurs  corres- 
pondantes   11g,    u, , 

'^'    *"'     ''    ''       *  u de  lafoQction. 

)  points  M„  M,,. .,..  on  mène  des  faorizonlales  H,N,, 
jusqu'à  la  rencontre  des  ordonnées  précédentes , 

|ue  les  différences  premières  ^u,.  Au,, seront 

tées  parles  longueurs  M,N,,  M,N,, affectera 

4-  ou  du  signe  — ,  suivant  que  les  ordonnées  vont 
.entant  ou  en  diminuant. 

£  cas  où  les  valeurs  de  x  sont  en  progression  arith- 
métique, par  les  deux 
pointsM,,  M) ,  Faisons 
passer  une  droite  jus- 
qu'à la  rencontre  de 
la  première  ordonnée 
en  G,  ;  par  les  deux 
points  M,,  M,,  tme 
droite  jusqu'àlaren- 
i  la  seconde  ordonnée  en  G,,  et  ûnsi  de  suite;  les 

rs  M„G„,  M,G, prises  avec  le  signe  -)-  ou  le 

,  représenteront  les  différences  secondesi'u^,  a'u,  , . ,. 
,■  les  triangles  U,Jiifi^,  M,N,M,  sont  égaux,  et 
ifi,  =  M.N,  =  4u,  ;  donc  M,G,  =  N.G,  —  M,N,  = 
(,  =  4'«„,  etc.  Lorsque  la  différence  seconde  est 
,  le  point  Gg  est  au-dessous  de  M^  et  la  courbe 
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tourne  sa  concavité  vers  le  haut  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  la 
première  figure.  Lorsque  la  différence  seconde  estnégati?e, 
le  point  G^  est  au-dessus  de  M^ ,  et  la  courbe  tourne  sa 
concavité  vers  le  bas;  c'est  le  cas  de  la  seconde  figure. 

CONNAISSANT  LES  RÉSULTATS  DE  LA  SUBSTTrUTION  DE  ÎH  KOll- 
BRES  ENTIERS  CONSÉCUTIFS  DANS  UNE  FONCTION  ENTIÈIE 
DU  DEGRÉ  fTI,  ON  OBTIENT  FACILEMENT,  AU  MOYEN  DES 
DIFFÉRENCES,  LES  RÉSULTATS  DE  LA  SUBSTITUTION  DE  TOCS 
LES  AUTRES  NOMBRES  ENTIERS  POSITIFS  OU  NÉGATIFS.  — 
APPUCATION  AU  CAS  d'uNE  FONCTION  ENTIÈRE  DU  TROI- 
SIÈME DEGRÉ,  DONT  ON  GONNAIt  LES  VALEURS  CORRES- 
PONDANTES  AUX   VALEURS  —  1 ,  0,  +  1    DE   LA  YARIABLE. 

176.   Considérons  d'abord  un  polynôme  du   troisîèiDe 
degré 

?<  s=  a?'  -f  3j?'  —  i^a: -f  5. 

Nous  nous  proposons  de  calculer  les  valeurs  que  prend  ce 
polynôme  pour  les  valeurs  entières 


,  — 5,  —2,  —  1,  o,  a,  3, 


positives  ou  négatives ,  données  à  la  variable  x.  En  substi- 
tuant directement  les  trois  nombres  simples  — i,  o,  -|-  ii 
on  obtient  les  trois  résultats  24^  5  et  —  8.  Avec  ces  trois 
valeurs,  on  forme  deux  différences  premières — 19  et— 15, 
et  une  différence  seconde  6.  La  fonction  étant  entière  et  da 
troisième  degré ,  on  Stait  que  la  différence  troisième  est 
constante  et  égale  à  1.2.3.A0A',  c'est-à-dire  à  6  dans 
l'exemple  actuel;  les  différences  d'ordre  supérieur  sont 
nulles.  On  peut  donc  prolonger  le  tableau  indéfiniment  par 
lignes  obliques  d'après  la  règle  du  n?  167,  et  obtenir  les 
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valeurs  du  polynôme  pour  j?  =  2 ,  x  =  5i  etc.  Voici  la  dis- 
position du  tableau  : 


X 

u 

A 

A» 

A* 

—  1 

34 

— »9 

6 

6 

0 

5 

— 13 

13 

6 

+ 1 

—  8 

—  I 

18 

6 

a 

—  9 

>7 

a4 

6 

3 

8 

4» 

3o 

4 

49 

7> 

5 

130 

La  prendëre  colonne  verticale  contient  les  valeurs  de  la 
variable  x^  la  seconde  les  valeurs  correspondantes  de  la 
fonction,  et  les  suivantes  les  différences,  comme  à  l'ordi- 
naire. La  dernière  colonne  contient  la  différence  troisième 
constante  6  que  Ton  répète  iiidéfiniment*  On  calcule  en 

cUsant:  6  et  6 13  et —  i3 —  1  et  —  8 —  9, 

valeur  de  la  fonction  pour  a;  =  a.  Recommençant  alors  une 

nouvelle  ligne  oblique,  on  dit:  6  et  12 18  et — 1 17 

et — g 8,  valeur  du  polynôme  pour  aï  =  3,  etc. 

On  peut  aussi  prolonger  le  tableau  vers  le  haut  et  trouver 
les  valeurs  de  la  fonction  pour  x  = —  2,  J5= — 3 ,  etc.  On 
remarque,  en  effet,  que  tout  nombre  du  tableau  est  égal  au 
nombre  placé  au-dessous  de  lui ,  moins  celui  qui  est  à  droite 
du  premier  ;  car,  de  la  relation  générale 


on  déduit 


AX  =  A'w^  — A*»^»!!,; 


le  nombre  a^m,  égale  le  nombre  a^w^^^  placé  au-dessous  de 
lui ,  moins  le  nombre  a'^^/„  qui  est  à  sa  droite. 

17 
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On  procédera  donc  de  la  manière  suivante  : 


—  1 

— ya 

71 

— 3o 

—  6 

—  1 

4i 

-a4 

—  5 

'4o 

»? 

—18 

-4 

5? 

—  ï 

— la 

—  5 

56 

— ï3 

—  6 

2 

43 

— ï9 

0 

1 

24 

—19 

6 

X 

u 

& 

A» 

6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 


La  ligne  horizontale  inférieure  contient  Is  Iràtonr  dé  la 
fonction  et  ses  différences  successives  pour  d?  zs  —  i  î  va- 
leurs trouvées  précédemment,  et  l'on  a  répété  la  diffiratt 
troisième  constante  6.  Si  de  la  difi%rencé  seconde  %  on 
retranche  la  différence  troisième  6  ^  on  a  la  différence  se- 
conde 0  qui  correspond  à  a;  = — a  ;  si  de  la  différence  prt- 
mière  —  1 9  on  retranche  la  différence  seconde  o  »  on  â  la 
différence  première  — 19  qui  correspond  à  « = — s  ;  enfin,  si 
du  nombre  24  on  retranché  bette  différence  première  — 19, 
on  obtient  la  valeur  43  du  polynôme  pour  j?  =  —  «.  On  a 
f<5rmé  de  la  sorte  la  seconde  ligne  horizontale  au  moyen  de 
la  première.  De  la  seconde  on  déduira  de  même  la  tn»- 
sième  ;   on  dira  ;  o  moins  6  donne  —  6  ;  —  19  mcnns^ 

— 6 — 13;  43  moins  —  i5 56;  telle  est  la  valeur  di»^ 

polynôme  pour  o?  =  —  3.  Continuons  encore  :  —  6  moin^ 

6 — 12^  — 13 moins  — 12.,...  — 1;  56 moins — i....^ 

57,  valeur  du  polynôme  pour  a;  =  —  4  »  et  ainsi  de  suite^— - 
Le  calcul  se  fait  ici  par  lignes  horizontales  successive*— 
Ordinairement  ces  deux  tableaux  sont  réunis  quand  la  plao^ 
le  permet,  et  constituent  un  seul  et  môme  tableau  que  r<>o 
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peut  prolonger  à  volonté  vers  le  bas  ^àr  àdflitî'ofaé  stlKcfes- 
sives ,  vers  le  haut  par  soustractions. 

176.  Soit  maintenant  un  polynôme  du  quatrième  degré 

On  substituera  directement  à  la  place  de  x  les  quatre  nom- 
bres  —  1,  04  1,  2,  ce  qui  donne  les  quatre  valeurs  corres- 
pondantes — 13,  3,  7  — 19,  avec  lesquelles  on  forme  trois 
différences  premières  16,  4>  —  26,  deux  différences  secondes 
— 12,  —  3o,  et  une  différence  troisième  —  18  ;  on  connaît 
d'ailleurs  la  différence  quatrième  qui  est  constante  et  égale 
à  i.2.3.4*AoA^  ou  24)  puisque  la  fonction  est  du  quatrième 
degré  ;  les  différences  suivantes  sont  nulles.  On  a  ainsi  tout 
ce  qu'il  faut  pour  pouvoir  effectuer  le  calcul  et  le  prolonger 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 


X 

u 

\ 

A« 

A» 

A* 

—  3 

111 

— 110 

96 

—  66 

34 

—  2 

+  » 

-  14 

3o 

—  4a 

34 

—  1 

—  i5 

16 

—  la 

—  18 

04 

0 

3 

4 

—  3o 

6 

a4 

1 

7 

26 

-  24 

5o 

24 

îî 

>9 

—  5o 

6 

54 

a4 

5 

-69 

-44 

60 

78 

/i 

ii3 

16 

i38 

5 

97 

154 

6 

57 

177.   Considérons ,   en   général ,  une  fonction  entière 
u  =  f{x)  du. degré  m;  supposons  que  l'on  donne  à  la  va- 
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riable  m  valeurs  en  progression  arithmétique 

et  que  Ton  connaisse  les  m  valeurs  correspondantes 

de  la  fonction.  Avec  ces  m  valeurs,  on  formera  m  —  i  diffé- 
rences premières,  m — 2  différences  secondes,  ,  et 

enfin  une  différence  de  Tordre  m  —  1  •  La  fonction  étant  en- 
tiëre  et  du  degré  m ,  on  sait  que  sa  différence  d'ordre  m  est 

constante  et  égale  à  t.  2 mA^ft"»,  et  que  les  différences 

suivantes  sont  nulles.  On  a  ainsi  tout  ce  qu'il  faut  pour 
calculer  le  tableau  des  différences  ;  si  l'on  effectue  le  calcol 
par  lignes  obliques  en  descendant ,  on  obtiendra  les  va- 
leurs de  la  fonction  qui  correspondent  aux  termes  suivants 
a?Q  +  mh,  j?Q  +  (w  + 1  )/i,. . . ,  de  la  progression  arithmétique; 
si,  au  contraire,  on  remonte  par  lignes  horizontales,  où 
trouvera  les  valeurs  qui  correspondent  aux  termes  précé- 
dents Xq  —  fc,  x^ — 2ft, En  résumé,  le  calcul  de  «iva- 

leurs  par  substitution  directe  suffit  pour  que  l'on  puisse 
trouver  toutes  les  autres. 

Il  est  à  remarquer  que  la  substitution  directe  d'un  nonî- 
bre  a  à  la  place  de  x  s'effectue  assez  simplement  d'après  le 
procédé  du  n'*  134.  On  opérera  sans  rien  écrire  comme  a 
l'on  voulait  diviser  le  polynôme  par  rc  —  a  :  le  reste  est  le 
résultat  cherché. 

FORMULES  d'interpolation. 

Définition. 

178.  Supposons  que  Ton  ait  trouvé  par  un  moyen  quel- 
conque les  m  +  1  valeurs 
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7    ^m 


«0»  "t>  **«>  •• 

ne  prend  une  fonction  lorsqu'on  donne  à  la  variable  m  4;  i 
ileurs 

^0>    ^19    ^»>    9    ^m» 

tierpoUTy  c'est  trouver  les  valeurs  de  la  fonction  pour  les 
ftleurs  intermédiaires  de  la  variable. 

Par  exemple  9  on  a  caculé  les  logarithmes  des  nombres 
dtiers  de  loooo  à  looooo.  Interpoler,  c'est  trouver  le  lo* 
aiithme  d'un  nombre  fractionnaire  compris  dans  l'un  des 
itervalles. 

Autre  exemple  :  par  des  expériences  directes ,  on  a  me- 
ure la  tension  de  la  vapeur  d'eau  pour  des  températures 
e  lo  en  10  degrés,  depuis  loo  jusqu'à  soo  degrés.  Inter- 
oler,  c'est  trouver  la  tension  de  la  vapeur  pour  une  tem- 
pérature intermédiaire. 

Le  problème  de  l'interpolation  n'est  pas  déterminé, 
ftarce  qu'on  ne  connaît  pas  en  général  la  nature  de  la  fonc- 
ion ,  mais  seulement  certaines  valeurs  particulières,  et  qu'il 
ist  impossible  d'en  déduire  rigoureusement  les  autres  va- 
eurs  ;  on  conçoit,  en  effet,  qu'il  existe  une  infmité  de  fonc- 
ions qui  prennent  des  valeurs  données  pour  m  +  i  valeurs 
le  la  variable,  sans  qu'elles  se  confondent  pour  cela  dans  les 
Btervalles.  Afin  de  bien  mettre  ceci  en  évidence,  ima^- 
Dons  que  l'on  représente  les  valeurs  données  de  la  fonc- 


262  GH4PITRE  vu. 

»  <  ■ 

tion  par  des  ordonnées  comme  au  n"*  17A,  et  supposons  que 
Ton  trace  une  courbe  passant  par  les  m  +  i  points  M,, 
M^  9  H, «....9  ainsi  obtenus;  l'ordonnée  de  cette  courbe 
repr^ntera  une  certaine  fonction  u  =  f{x)  admettant  les 
m  +  1  valeurs  données  ;  si  maintenant  Ton  donne  à  x  une 
vdeur  intermédi^e  QP  quiconque  et  que  l'on  mesure  la 
longueur  de  l'ordonnée  correspondante  MP»  on  ^ura  lit?aleiir 
cbercbée  de  la  fonction  ;  la  courbe  trapée  résout  donc  le 
probl&me  de  l'interpolation.  Mais  il  est  évident  que  par  tes 
m  +  I  points  donnés,  on  peut  {aire  passer  une  inûnité  de 
courbes.  Ces  diverses  courbes  donneront  pour  la  môme  va- 
leur OP  de  3^  des  valeurs  différentes  MP,  H'P.  Ainsi  il  y  a 
indétermination.  Si  l'on  emploie  une  cpurbe  pqur  efleçtuer 
l'interpolation,  ce  qui  est  yn  moyen  trës-conunode  dans  la 
pratique ,  on  aura  soin  de  la  tracer  aussi  unie  que  possible, 
en  évitant  les  sinuosités  inutiles. 

En  algèbre,  on  effectue  l'interpolation  en  cherchant  ooe 
fonction  entière  du  degré  m  qui  admette  les  m  +  i  valeuis 
données.  Alors  la  question  est  complètement  déterminée; 
nous  démontrerons,  en   effet,  qu'il  existe  toujours  une 
fonction  entière  du  degré  m  jouissant  de  ces  propriétés,  et 
qu'il  n'en  existe  qu'une.  Une  fois  cette  fonction  trouvée, 
on  pourra  calculer  les  valeurs  qu'elle  prend  pour  des  va- 
leurs intermédiaires  quelconques  de  x;  mais  ces  valeurs 
calculées  ne  doivent  être  considérées  que  comme  des  va- 
leurs approchées  de  la  fonction  inconnue.  On  conçoit  que 
les  erreurs  commises  seront  d'autant  plus  petites  que  le 
nombre  des  valeurs  données  sera  plus  grand  et  surtout  que 
les  intervalles  seront  plus  petits. 

Formule  de  Lagrange. 

179«  La  qfuestion  que  nous  avons  à  résoudre  est  la  sui- 
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vante  :  troi^yer  une  fonction  entière  du  degré  tn  qui  admette 
tu  4-.  1  ^aleur^  flo^nées 

^09    ^1>    W«f    9    ^m 

pour  m  +  1  valeurs  données 

^oy  ^i>  *^ty   >  '^m 

de  la  variable  çc. 

Proposons-nous  d'abord  de  déterminer  une  fonction  en- 
tière du  degré  m  qui  prenne  la  valeur  u^  pour  x  =x^9  et 

s'annule  pour  les  m  valeurs  x^^  x^^ o;^  de  la  variable  x. 

Ce  polynôme  entier  du  degré  m ,  que  nous  désignerons  par 

X^ ,  devant  admettre  les  m  racines  x^^x^^ x^^  sera  de 

la  forme 

}L^=Aq[x     â/j)  (a?  — j?,)  •••••  [X'-~'X^, 

Op  déterminer^  la  constante  A^  par  la  condition  que  le 
polynôme  premie  }a  yaleur  u^  poiur  x  =  o;^ ,  ce  qui  donne 
1^  relation 

••o  ^^  ^0  v^o  -^  ^l)  1*^0        ^f) (^0  ""  *«)  î 

doù 

(Xq  —  X^)  (Xf^  —  X,) ..  •••  (Xq  —  X^) 

on  aura  donc 

_    (a;  — a?J(x  — X,) (a?  — a:J   ^ 

Proposons  de  même  de  déterminer  une  fonction  entière  du 
degré  m  prenant  la  yaleur  u^  pour  x=x^  et  s' annulant  pour 

les  m  valeurs  x^ ,  a;, ,  Xj , a?«  de  la  variable  x.  Ce  poly- 

néme ,  que  nous  désignerons  par  X^ ,  devant  admettre  les  m 
racines  â?o ,  â?, ,  a;,, Xn,^  sera  de  la  forme 
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et  Ton  déterminera  la  constante  A^  par  la  condition  (pxe  le 
polynôme  prenne  la  valeur  u^  pour  a?  =  â;^ ,  ce  qui  donne  la 
relation 

W|  ï^  A|  (^1  "^  Xq)  [X^  — ^  X^j  \X^  — ~  Xjj  •« ••  •  ^X|  —  XmJ  y 

d'où 

A  = h 

*      (x,  —  Xo)  (a;,  —  a:,)  («,  —  «,) («, — x«)  ' 

et  par  suite 

Y    _    (g  — g,)  (g  — g,)  (g  — g,) (g  — g«)    .. 

(^l         ^o)  (^1         •^î)  \^1         ^l) (^1 ^m) 

Nous  formerons ,  suivant  la  même  loi  «  une  foncticm  en- 
tière X,  du  degré  m  qui  prenne  la  valeur  u,  pour  a:  =  a,  et 
s'annule  pour  les  m  autres  valeurs x^y  aî^ ,  a?,,  ..•^.  «.de 
la  variable  a;,  etc.  ;  enfin  une  fonction  entière  X«,  du  d^;ré  « 
{Menant  la  valeur  u^  poiur  u  =  x^  et  s'annulant  pour  les  « 
autres  valeurs  x^^  ^i  9  ^,  « ^«i-i  de  la  variablea?. 

Revenons  maintenant  à  la  question  proposée.  Il  s'agit  de 
trouver  une  fonction  entière  du  degré  m  qui  admette  les 
m  +  1  valeurs  données 

pour  les  m  4- 1  valeurs 

X^f     X^f     X^f     •     •     m     •      •  f    Xf,^^ 

*  de  la  variable  x.  Il  est  clair  que  la  fonction 

«=x,  +  x,+x.+ +x^, 

somme  des  m+ 1  fonctions  précédentes,  jouit  des  propriétés 
énoncées  ;  car  si  Ton  fait  a?=  a;^ ,  la  fonction  X^  prenant  U 

valeur  u^  et  chacune  des  autres  X^ ,  X, , X^  s'annulanti 

on  aura  u  =  u^.  De  même  si  l'on  fait  â?  =  a;^ ,  la  fonction  X, 
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prenant  la  valeur  u^  et  chacune  des  autres  X,, ,  X,, X^h 

s'annulant,  on  a  u=:u^;  et  ainsi  de  suite.  Enfin,  si  l'on 
fait  j;  =  0?^ ,  la  fonction  X^  prenant  la  valeur  u^  et  chacune 
des  autres  s' annulant ,  on  aura  u  =  u^. 

Ainsi  la  fonction  cherchée  u  est  donnée  par  la  formule 
suivante ,  trouvée  par  Lagrange , 


_:(j?  — a:,)(x— a?,) {x  —  xj) 

(Xo  —  x^){x  —  x;j (aTo— x„) 


:A)  u='^      ^'[';      ^'[ "\^o 


•       [X  -— "  Xq)  (X        X^) [X        Xff^] 

(^1  """  ^0/ \*^1  •^i) \*^l  ^nJ 

180.  Nous  avons  trouvé  une  fonction  entière  du  degré  m 
jouissant  des  propriétés  énoncées.  On  démonti*e  aisément 
qu'il  n'en  existe  qu'une,  c'est-à-dire  que  si  deux  poly- 
nômes entiers  du  degré  m  sont  égaux  pour  m  +  ^  valeurs 
de  X,  ils  sont  identiques.  Soient ,  en  effet , 

Aa:-  +  Bar--' +  H , 

A'a?'"^-  B'a;"-* +  H', 

ces  deux  polynômes  ;  en  les  retranchant  l'un  de  l'autre ,  on 
sondt  une  équation  du  degré  m 

(A  — A')ar  +  (B— B')ar-*  + +  (H  — H')  =  o, 

Ayant  m-f  ^  racines,  ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc 
^e  les  coefficients  soient  respectivement  égaux,  et  alors  les 
deux  polynômes  sont  identiques. 

Formule  de  Newton. 

181.  La  formule  de  Lagrange  est  générale  ;  elle  est  vraie 
^lUeUes  que  soient  les  m  +  ^  valeurs  données  à  la  variable  ; 
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celle  de  Newton  se  rapporte  spécialement  au  pas  où  ces  va- 
leurs sont  en  progression  arithmétique. 
Soient 

^ay  ^0  +  *»  ^o+^y >^o  +  wA, iPo  +  mA 

/ 

les  m  +  1  valeurs  données  à  la  variable  x  ; 

m 

^of  «iJ  W,, K, ,U« 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  u.  Avec  cesm+i 
valeurs  on  peut  former  les  m  différences  sucessives 

Aw^,  AXf ^X- 

Reprenons  la  formule  (<x)  du  n^  169 

,  n        ,  nlu — i)  ^, 

qui  exprime  un  terme  quelconque  de  la  suite  proposée  aa 
moyen  du  premier  et  de  ses  n  différences  successives.  Le 
second  membre  s'arrête  à  a»^^  ;  mais  on  peut ,  sans  incon- 
vénient ,  le  prolonger  jusqu'à  a*^^  et  l'écrire  de  la  manière 
suivante 

(1)  ««.  =  «.  +  - ^«0+        .,    ^X  + 

I  "("-') (»-»»  +  ») ^,^, . 

1.2 m  •' 

car  les  termes  ajoutés  ainsi ,  contenant  le  facteur  n— «, 
sont  nuls.  Appelons  x  un  terme  quelconque  x^  +  nA  de  la 
progression  arithmétique ,  et  u  la  valeur  correspondante  ti» 
de  la  fonction.  Nous  posons  a?  =  x^  +  nft;  il  en  résulte 

n  =  — — â.  Si  l'on  remplace  n  par  sa  valeur  dans  l'éqoa- 
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tion  (1) ,  il  vient 

+T^(^-) (^-»+-)t:^- 

Jn  voit  d'abord  que  le  second  membre  de  l'équation  (B)  est 
me  fonction  entière  du  degré  m  par  rapport  k  x;  car  le 
second  terme  est  du  premier  degré ,  le  troisième  du  second, 

;  le  dernier,  étant  un  produit  de  m  facteurs  du 

premier  degré ,  est  du  degré  m  ;  ce  terme  du  degré  m ,  ne 
mouvant  se  réduire  avec  aucun  autre ,  subsistera  nécessai- 
rement daps  le  polynôme  qui  sera  ainsi  du  degré  m.  On 
roît  ensuite  que  cette  fonction  prend  les  m  +  i  valeurs  dén- 
iées u^,  u^^ u«  pour  les  m  +  i  valeurs  données 

le  x;  car  si  dans  cette  fonction  on  remplace  x  par  un 
enne  quelconque  x^  +  ^f^  de  la  progression  arithmétique , 

m  — z-—^  par  n,  elle  devient  évidemment  égale  au  second 

nembre  de  l'équation  (1),  c'est-à-dire  à  la  quantité  u^. 

Ainsi  la  formule  (6)  nous  donne  bien  la  fonction  entière 
lu  degré  tw,  qui ,  pour  m+ 1  valeurs  données  de  x  en  pro- 
gression arithmétique ,  prend  les  ni+  i  valeurs  données 

Iq  ,  tij  9 u^.  C'est  la  formule  d'interpolation  de 

Newton.  Elle  contient,  non  pas  précisément  le^  valeurs 
lonnées  de  la  fonction*,  mais  les'  différences  successives 
ju'on  en  déduit ,  et  ceci  est  un  grand  avantage ,  parce  que, 
:es  différeiy^es  diminuant  en  général  très-rapidement ,  on 
se  l^rpera  4^ns  la  pratique  aux  premiers  termesf ,  et  on 
i^ligera  tous  les  autres. 

182.  Afin  de  simplifier,  posons  — j— 2-=^,  la  formule  (B) 
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devient 

1  1.2 


i,a m  • 


Supposons  que  Ton  interpole  dans  le  premier  intervalle, 
c'est-à-dire  deXf^kx^  +  h;  z  sera  une  fraction  moindre  que 
l'unité. 

Lorsque  les  différences  d'un  ordre  supérieur  au  premier 
sont  assez  petites  pour  qu'on  puisse  les  négliger,  la  for- 
mule se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes 

L'accroissement  u — u^  de  la  fonction  est  proportionnel  à 
l'accroissement  z  de  la  variable  ;  on  dit  dans  ce  cas  que  l'on 
interpole  par  parties  proportionnelles.  C'est  le  mode  très- 
simple  d'interpolation  que  l'on  emploie  quand,  au  moyen 
des  tables  de  logarithmes,  on  cherche  les  logarithmes  des 
nombres  fractionnaires.  Réciproquement,  si  l'on  veut  trou- 
ver la  valeur  de  la  variable  qui  rend  la  fonction  égale  à  une 

quantité  donnée  u,  on  aura  z  = ^. 

Lorsque  l'on  conserve  les  deux  premières  différences ,  la 
formule  d'interpolation  devient 

.    z(z —  l)    . 
i.a 

Alors  la  question  inverse  se  résout  au  moyen  d'une  équation 
du  second  degré,  dont  on  calculera  la  racine  comprise  entre 
o  et  1 ,  l'autre  racine  étant  en  général  très-grande  à  cause 
de  la  petitesse  du  coefficient  de  z'  (!'•  partie ,  n»  157). 
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Exemples. 
La  fonction  u  =  logo?  a  pour  différences  successives 

ag(a;+A-logx)=Iog(.+^)  =  Mg-^  +  ^-....), 
log(ar+!»A)— alog(ar+A)+logaJ=log  (»  +  — j  — alog  f  »  +  -) 

log  («  +  5A)  —  3  log  (a?  +  aA)  +  3  log  (a;  +  A) — logaî 

^(•+?)-"'«{'+7)+"4+î) 
K^- )• 

DUT  A=:  1  et  â?=  1000»  on  a 

Ati  =  o,oooo4  54270  7686S  ; 
A'ti  =  —0,00000  00045  4^076  , 
Lhi  c=      0,00000  00000  00868. 

D  voit  que  les  différences  décroissent  très-rapidement  ', 
ifférence  seconde  étant  moindre  que  l'unité  du  huitième 
■e  décimal,  on  peut  la  négliger  lorsqu'on  prend  les 
rithmes  avec  sept  décimales ,  comme  cela  a  lieu  avec 
tables  de  Callet ,  et  interpoler  par  parties  proportion- 
es. 

»  Proposons-nous  de  calculer  le  logarithme  de  it  au 
^en  d'une  table  contenant  les  logarithmes  des  nombres 
1  à  1000  avec  dix  décimales.  Prenant  dans  cette  table 

[ogarithmes  des  nombres  3,i49  3,i5, ,  et 

ulant  les  différences  successives ,  on  formera  le  tableîiu 
ant  : 
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3,14 
3,l5 

3,16 

.3,117 
3,18 


0,496912  g648i 
0,49831  o5538 
0,49968  7o8a6 
o^SoioS  92623 
0,50242  71200 


ii 

A* 

A» 

i38  i^oSy 

-45^Ôgi 

iyj 

137  165288 

—4349a 

»74 

137  21796 

—43a  18 

i36  78578 

• 

On  négligera  donc  les  différences  d'un  ordre  supérieur  àa^ 
quatrième,  et  Ton  interpolera  au  moyen  de  la  formule 


1.2 


0.2.3 


1.2.3.4 

Puisque  it  =  3,14169  26556  et  qiié  ft==ô,oi,  on  a 
js  =  0,159  26536.  Substituant  cette  valeur  de  z  dans  b 
formule  précédente  et  effectuant  les  multiplications  par  la 
méthode  abrégée ,  on  trouvera  avec  dix  décimales  exactes, 

log«=:  0,497 14  98726. 

APPLICATION  DE  ÏA  MÉTHODE  d'iNTERPOLATION  DE  NEWTOR  A 
LA  REPRÉSENTATION  EXACTE  D'uNE  FONCTION  ENTIÈRE  W 
DEGRÉ  m  DONT  ON  CONNAÎT  LES  VALEURS  U^y  U^,  U,,..- 
U^  CORRESPONDANTES  AUX  VALEURS  JJ^,   aî^j  +  ft,  0^0  +  ^*' 

•  •  t  .  .  •  ic^j  +  «nft. 

483.  Cette  question  n'offre  aucune  difficulté  ;  c'est  b 
question  même  que  l'on  a  résolue  quand  on  a  cherché  b 
formule  d'interpolation  de  Newton  (n°  181).  Au  moyen  des 
valeurs  données 

«o>  ^o  w„  ,  U^9 
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m  formera  la  suite  des  différences 

U^,  Atto,  à.\,  ,  A%; 

■ 

m  remplacera  dans  la  formule  (B)  ces  différences  par  leurs 
^eurs ,  et  on  aura  la  fonction  entière  demandée. 

On  demande,  par  exemple,  la  fonction  entière  du  troi- 
rième  degré,  qui  Admet  les  TBletirs  5,-8, — g,  8,  pour  les 
{oatre  valeurs  o,  i.  2,  5  de  la  variable.  Le  tableati  des  dif- 
férences donne  u^  =  5,  àu^  =  — 15,  à.^u^=  12,  a'uq  =.6; 
substituant  dans  la  formule  (B) ,  on  a  la  fonction  cherchée 

tt=5 —  i3a?-|-6a:(a; —  i)'^x(x-^  1)  (a?*— a), 

3U,  en  ordonnant, 

Autre  exemple  :  Trouver  la  fonction  entière  du  quatrième 
d^é  qui  admet  les  valeurs  1 ,  —  10, 3,  7,  —  19 ,  pour  les 
cinq  valeurs  —  2,  — 1,0,  1,2  de  a?.  On  formera  les  dillé- 
reoces 

ii,=  i,  Att^==-.i4.  aX  =  3o,  à\  =  —  ^n,  AX  =  a4, 

qoe  Ton  substituera  dans  la  foramle  (B),  ce  qui  donne 

ic=  1  —  i4(a;  +  2)  +  i5(x  +  a)  (x  +  1)  —  7(0:  +  2)  (x.+  1)0; 

-j-  (j?  +  a)  (a:  4"  >  W^  —  0« 

(m^  en  ordonnant, 


•  •  • 


«   LA  DIFFÉRENCE  h  ET  LES  QUANTITÉS  II.,   AU^,  A'u^j, 
.  .    •    A*Uo    SONT    POSmVËS,   X^   +    (Wi—  l)ft    EST    UNE 
LIMITE  SUPÉRIEURE  DES  RACINES  POSITIVES  DE    l'ÉQUATION 

f{x)  —  O. 

184.  Imaginons  que  la  fonction  entière  u  =  1{x)  du  degré 
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m  soit  représentée  par  la  formule  (B) 


«-«0+      ^       »   +      A      V     A  Vi.a^"'" 

+  -Â-i-Â V i-T-'— "+VTXi' 

comme  nous  venons  de  l'expliquer,  et  supposons  que  toutes 
les  quantités 

ï'o»  ^^0  ^Xi   •••••♦  ^"^9 

soient  positives,  la  raison  h  de  la  progression  étant  axm 
positive.  Si  l'on  donne  à  la  variable  x  une  valeur  supé- 
rieure k  x^+  (m — \)h,  tous  les  facteurs  binômes  que 
renferme  le  second  membre  deviendront  positifs;  car  le 
dernier 

* 

qui  est  le  plus  petit  d'entre  eux ,  acquiert  alors  TUie  valeur 
positive  ;  la  fonction  étant  ime  somme  de  termes  positifs,  a 
nécessairement  une  valeur  positive.  11  en  est  de  même  si 
Ton  donne  à  a;  la  valeur^a?^  +  (wi  —  i)ft ,  car  cette  valeur, 
annulant  le  dernier  facteur  binôme  et  par  conséquent  le 
*  dernier  terme,  mais  laissant  positifs  tous  les  autres,  le 
polynôme  sera  encore  une  somme  de  termes  positifs.  Ainsi, 
X  croissant  indéfiniment  à  partir  de  x^+  {m  —  i  )ft ,  la 
fonction  conservera  toujours  une  valeur  positive  sans  devenir 
nulle  ;  donc  l'équation  f{x)  =  o  n'a  pas  de  racine  positive 
égale  ou  supérieure  à  la  quantité  x^  +  {m — i)h.  Cette 
quantité  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l'équation;  on  donne  en  général  ce  nom  à  toute  quantité 
positive  plus  grande  que  la  plus  grande  raison  positive. 
Dans  l'exemple  du  n**  175,  nous  voyons  que,  pour  jp  =  3, 
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[e  i>olynôine  a  une  valeur  positive  8  et  que  les  différences 
:x>iTespondantes  4i»  3o,  6  sont  aussi  positives.  En  faisant 
h = 1  et  x^=  3  dans  la  formule  x^^  (m — i)A,  on  en  conclut 
jjae  5  est  une  limite  supérieure  des  racines  poâtives  de 
Téquation 

x^  +  3x'  —  17X  -|-  5  =  o. 

De  même,  dans  l'exemple  du  n""  176,  nous  voyons  que 
pour  x  =  6  le  polynôme  a  une  valeur  positive  57,  et  que 
toutes  les  différences  correspondantes  sont  aussi  positives  ; 
car  pour  les  former  on  n'aurait  à  additionner  que  des  quan- 
tités positives.  Le  degré  m  étant  ici  égal  à  4^  on  en  conclut 
que  6  +  5  ou.  9  est  une  limite  supérieure  des  racines  pom- 
tWes  de  l'équation 


iS 
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CHAPITRE  Vni. 

APPLICATIONS  DE  U  THÉORIE  DES  DIFFÉRENCES  A  LA 
RÉSOLUTION  NUMÉRIQUE  DES  ÉQUAnONS. 


I  iliia    •ili 


SÉPARATIOIf  DES  RACmËS  d'UNE  AqUATION  ALGÉBRIQUE  PAI 
LA  SUBSTITUTION  DE  DIFFÉRENTS  NOMBRES  A  l'INGONHUE. 
—  ÉTUDE  SPÉCIALE  DU  CAS  D*UNE  ÉQUATION  DU  TROISIÈME 
DEGRÉ.  —  SUBSTITUTION  DE  NOMBRES  ENTIERS  PAR  LE 
MOYEN  DES  DIFFÉRENCES.  —  SUBSTITUTION  DE  NOMBRES 
ÉQUIDISTANTS  d'UN  DIXIÈME  ENTRE  DEUX  NOMBRES  ENTIEfiS 
CONSÉCUTIFS;  DE  NOMBRES  ÉQUIDISTANTS  d'uN  CENTIÈME 
ENTRE   DEUX   NOMBRES   ÉQUIDISTANTS  d'uN  DIXIÈME  ,   ETC. , 

soit  pour  séparer  les  racines,  soit  pour  en  appro- 
cher. —  ces  dernières  substitutions  s' effectuent  ad 
moyen  de  nouvelles  différences  déduites  des  pre- 
mières. —  usage  des  constructions  graphiques  dahs 
l'application  de  la  Méthode  précédente. 

Résolution  des  équations  du  troisième  degré. 

185.  Séparer  les  racines  d'une  équation ,  c'est  trouver 
des  intervaJles  dans  lesquels  soient  comprises  les  diverses 
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îaes  réelles  de  Téquation ,  de  muiëre  cpi'U  n-y  ait 

une  ncine  dans  chaiiue  intervalle.  Pour  e&ctner  là  té* 

-ation  des  racines ,  on  substitue  ordinairement  dee  bmip 

»  équidistants ,  et  quand  il  s'agit  d'une  équation  algé- 

que ,  on  abrège  beaucoup  les  calculs  par  le  soyea  ém 

!érences. 

RQxrenoos  l'équation  du  troisième  degcé 

ap'  +  Sx*—  17a; -j- 5  =  0. 

théorème  de  Descartes  sur  les  variations  montre  que 
te  équation  a  une  racine  réelle  négative ,  le  nombre  des 
;ines  positives  étant  deux  ou  séro.  En  substituât  direc- 
dent  l0s  trois  nombres  —  i ,  o ,  4*  >  9  ^  continuant  le  cal<- 
1  piMT  les  différences ,  comme  nous  l'avons  expliqué  an 
175,  on  pl^tient  le  tableau  8)4yant  : 


X 

u 

A 

A» 

à* 

—  6 

—  1 

4> 

-«4 

6 

—  5 

40 

17 

— 1« 

6 

-4 

57 

—  I 

— la 

6 

—  3 

56 

— 13 

—  6 

0 

—  a 

43 

— »9 

0 

6 

—  1 

a4 

—19 

6 

6 

0 

5 

— 15 

la 

0 

1 

—  8 

—  1 

18 

3 

—  9 

17 

3 

8 

Le  polynôme  ayant  des  valeurs  de  signes  contraires 
ura;  =  oetic=i,onen  conclut  qu'une  première  racine 
îUe  positive  est  comprise  entre  p  et  1  ;  la  seconde  ra- 
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cine  positive  est  comprise  entre  s  et  3  ;  la  radne  négadye 
entre  — 6  et  — 5.  L'équation  proposée  a  ses  trois  racines 
réelles,  et  ces  racines  sont  séparées. 

On  a  ainsi  les  racines  à  moins  d'une  unité  près.  Poiff 
avoir  Fune  d'elles  à  un  dixième  près ,  on  subtituera  des 
nombres  équidistants  d'un  dixième  dans  l'intervalle  qui  la 
comprend.  Par  exemple ,  pour  trouver  la  radne  comprise 
entre  a  et  5,  on  substituera  des  nombres  équidistants  d'un 
dixième  de  a  à  3.  On  pourrait  substituer  directement  trois 
nombres  a  ;  a,i  ;  a,a  ;  puis  continuer  par  les  différences; 
mais  on  évite  la  substitution  directe  des  deux  nombres  s,i 
et  a, a  qui  entraînerait  à  des  calculs  assez  longs,  en 
cherchant  les  différences  successives  qui  se  rapportent  i 
x=2  quand  la  racine  de  la  progression  arithmétique  de- 
vient égale  à  —  et  déduisant  ces  nouvelles  différences  des 

10 

premières. 

186.  Nous  allons  expliquer  une  manière  simple  d'effec- 
tuer ce  calcul  pour  le  cas  spécial  du  troisième  degré. 
Soit  f{x)  un  polynôme  du  troisième  degré.  On  a  d'abord 

2  O 

Si  l'on  appelle  <p(a?)  le  second  membre,  qui  est  un  polpôme 
du  second  degré,  on  aura  de  même  ^ 

a 

Or,  en  dérivant  le  polynôme  ç(a?)  et  remarquant  que  f{s} 
est  une  constante  <  on  a 
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sobstituoiis  dans  ^^f{x) ,  il  vient 

Enfin ,  si  Ton  appelle  ^  (x)  le  second  membre  qui  est  un 
polynôme  du  premier  degré ,  on  aura 

A  Y(a?)  =  L^x)  =  ^'(x)h = r[^)h\ 

Ainsi  nous  avons  trouvé 

2  O 

tff[x) = r(x)A». 

La  différence  troisième  est  constante.  La  seconde  exprea- 
mon  peut  être  remplacée  par  ime  autre  plus  simple  ;  car  on 
a  par  définition 

A  •/•(«  —  A)  =  b?f[x) — t?f[x  —  h), 
d'où  l'on  déduit 

t}f[x  —  A)  =  bff{x)  —  à}f(x  —  A)  =  r(*)A'.  • 

U  en  résulte  finalement  les  relations  suivantes  : 

AY{x) = rwA% 
i,*f(x-h)=r(x)h\ 

Nous  remarquons  que  f"{x)h*  égale  la  différence  troi- 
sième, que  f'i^W  ^^^  ^^  différence  seconde  antérieure, 
c'est-à-dire  celle  qui  correspond  kx — h^  et  que,  pour  trou- 
ver f{x)hy  il  faut  de  la  différence  première  retrancher  la 
moitié  de  la  différence  seconde  antérieure ,  et  le  siidëme  de 
la  différence  troisième. 
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Supposons  maintenant  que  la  raisoii  de  là  progression 
arithmétique  devienne  dix  fois  plus  petite,  c'est-à-dire  égale 

à  —  y  et  désignons  par  $  les  différences  qui  correspondeot 

à  cette  nouvelle  progression  ;  pour  trouver  ces  noiivella 
différences ,  il  suffira ,  dans  les  expressions  précédentes ,  de 

remplacer  la  lettre  A  par  $  et  A  par  — ,  ce  qui  doime 


«*;t^)^MI!«f!m, 


lOOO  1000 


\  10/  100  lOD 

'^  '  10    ^  4  '       B 

La  comparaison  de  ces  formules  avec  les  précédentes  nous 
donne  les  règles  suivantes  :  1**  On  obtient  la  fwuvelle  diffh 
rence  troisième  en  divisant  par  looo  Taneienee  éiffèrmtt 
troisième.  2*  On  obtient  la  nouvelle  différence  seconde  an- 
térieure en  divisant  par  loo  V ancienne  différence  secondi 
antérieure,  V  Pour  trouver  la  nouvelle  différence  préntien, 
de  Vancienne  différence  première  retranchez  la  moitié  de 
Fandenne  différence  seconde  aHtérieure  et  le  itaiêtne  de  la 
différence  troisième  «  divisez  le  résultat  par  i  o  et  ajoutez-y 
la  moitié  dé  la  nouvelle  différence  seconde  antérieure  et  le 
iimième  de  la  différence  troisième. 

189.  BxËlÉi^tÈ  I.  Appliquons  cette  méthode  à  TéquatioB 

/(a:)  =  a^ -f  5x* — i7a:-(-5=o. 

Cette  équation  a  une  racine  comprise  entre  ô  et  i  ;  pour 
calculer  cette  racine  i^  im  dixième  prtei  nous  nûppMstesas 
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qne  la  raison  de  la  progression  arithmétique ,  qui  était 
Tunité ,  devienne  égale  à  — ,  et  nous  fomierons  le  tableau 

10 

suivant  : 


0,1 

o,o 

0,1 
0,2 

0,3 
0,4 


5,ooo 
5,33i 
i,7a8 

o»>97 
—   1,256 


—  1,669 

—  i,6o3 

—  i,53i 

—  1,453 


A* 

A» 

0,060 

0,006 

0^066 

0,006 

0,07a 

0,006 

0,078 

Nous  supposons  ici  que ,  dans  les  formules  de  transfor- 
mation ,  a;  =:  o.  En  divisant  par  i  ooo  l'ancienne  différence 
troisième  6 ,  on  a  la  nouvelle  0,006  ;  Tancienne  différence 
seconde  antérieure  6 ,  celle  qui  correspond  à  a;  =  —  i,  di- 
visée par  100 ,  donne  la  nouvelle  différence  seconde  anté- 
rieure 0,06,  celle  qui  correspond  à  —  0,1.  Si  de  l'ancienne 
différence  première  — 13,  on  retranche  3  -|-  1  =  ^  c'est- 
àrdîre  la  moitié  de  la  différence  seconde  antérieure  6  et  le 
âzième  de  la  différence  troisième  6 ,  on  a  — 17,  valeur 
ûe  ^(o)  ;  divisant  ce  résultat  par  10  et  à  —  1,7  agotitant 
o,o3  4-  0,001  s=  o,o5i,  c'est-à-dire  la  moitié  de  la  nouvelle 
différence  seconde  antérieure  0|  06  et  le  ûxième  de  la  diffé-* 
rence  troisième  0,006,  on  a  la  nouvelle  différence  première 
-T-  1,66g.  Avec  cela  on  peut  continuer  le  tableau.  On  voit 
quQ  la  racine  est  comprise  entre  o,3  et  o4« 

Si  l'on  veut  obtenir  cette  racine  à  un  centième  près ,  on 
partagera  l'intervalle  de  o,3  à  0,4  en  dix  parties  égales; 

là  raison  de  kt {«rogression  arithmétique,  qui  était  — ,  de- 
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vient  égale  à  —  ;  on  déduira  donc  les  nonvelles  diffë* 

100 

rences  des  précédentes  d'après  la  règle  énoncée. 


0,39 

o^3o 
o,3i 
o^3a 


0^197000 
0,048091 
,iooo3a 


148909 
148193 


A» 

A» 

6 

780 
786 

Les  nouvelles  différences  renferment  six  chiffres  déd- 
inaux  ;  pour  abréger,  nous  les  écrivons  en  transportant  la 
virgule  de  six  rangs  vers  la  droite.  La  radne  est  comprise 
entre  o,3i  et  o,32. 

Pour  avoir  la  racine  à  un  millième  près,  on  partagera 
en  dix  parties  égales  Tintervalle  de  o,3i  à  o,St,  et  dei 
dernières  différences  on  déduira  les  nouvelles  d'après  k 
même  procédé. 


0,309 

o,3io 

0,3 11 

o,5ia 

0,3 1 3 

0^3 14 

0^048091000 
o,o33243a3i 
0,018403328 
0,003571297 
— 0^011252856 


14847769 
14839903 

1 483203 1 

14824153 


A» 

A» 

6 

7860 

7866 

7672 

7878 

La  racine  est  comprise  entre  o,3i3  et  o,3i4. 

188.  Exemple  II.  Dans  Texemple  précédent,  les  racines 
ont  été  séparées  par  la  substitution  des  nombres  entiers; 
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mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Dans  ce  cas,  on  examine 
dans  quel  intervaUe  sont  situées  les  racines  qui  n'ont  pas 
été  séparées ,  et  l'on  partage  cet  intervalle  en  dix  parties 
égales.  Soit  l'équation 

Le  tableau  de  substitution  des  nombres  entiers 


-4 

—39 

3o 

— ï8 

6 

—  3 

I 

la 

— la 

6 

—  a 

i3 

0 

—  6 

6 

—  i 

i3 

—  6 

0 

6 

0 

7 

—  6 

6 

6 

1 

1 

0 

la 

a 

1 

la 

3 

i3 

ne  présente  qu'un  changement  de  signe ,  de  —  3  à  —  4  ; 
il  y  a  une  racine  négative  dans  cet  intervalle;  d'ailleurs, 
l'équation  transformée  en  —  x  n'ayant  qu'une  variation , 
l'équation  proposée  n'admet  pas  d'autre  racine  négative. 
La  condition  de  réalité  des  racines  (n*  165)  étant  ici  salis* 
fsdte ,  il  en  résulte  que  l'équation  a  deux  racines  positives , 
mais  elles  ne  sont  pas  encore  séparées.  Tous  les  nombres 
entiers  positifs  donnent  [en  effet  au  polynôme  des  valeurs 
positives  ;  on  le  reconnaît  dès  que  a;  =  i  ;  car  lorsqu'on 
arrive  à  une  ligne  oblique  composée  de  nombres  positifs , 
les  calculs  suivants ,  consistant  à  ajouter  les  uns  aux  autres 
des  nombres  positifs ,  conduiront  toujours  à  des  résultats 
positifs.  D'sdlleurs  la  valeur  du  polynôme  pour  â;=  i,  et 
les  différences  correspondantes  étant  positives ,  le  nombre  3 
est  une  limite  supérieiœe  des  racines  ;  ainsi  les  deux  racines 
poâtives  sont  comprises  entre  o  et  3,  et  elles  sont  toutes  les 
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deux  situées  dans  le  môme  intervalle  ;  il  s'agit  de  voir  dans 
lequel.  Considérons  pour  cela  l'équation 

3a:*  —  7  =  0 

obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre 
de  Téquation  proposée  ;  nous  savons  (n"*  162)  qu'entre  les 
deux  racines  positives  de  Féquatlon  pWpoÊée^  il  y  a  une 


itîve  y/|, 


0,9 

1,0 

1,000 

1,1 

o,63i 

»,2 

0,328 

1,3 

0,097 

1,4 

—  o,o56 

1,5 

— o,ia5 

1,6 

— 0,104 

1^7 

+  o,oi3 

1,8 

o,a33 

«^ 

0,559 

a,o 

1,000 

60 

6 

66 

6 

ya 

6 

78 

6 

84 

6 

90 

6 

96 

6 

10a  ' 

6 

108 

6 

u4 

racine  de  la  dérivée  ;  cette  racine  est  la  racine  positive 

supérieure  à  1,  mais  inférieure  à  a.  Mais  l'intervalle  qui 
comprend  les  deux  racines   cherchées  doit   comprendre 

aussi  la  quantité  1/  i  »  qui  est  située  entre  elles  ;  donc  cet 

intervalle  est  celui  de  1  à  2.  Afin  de  séparer  les  radnes, 
nous  partagerons  cet  intervalle  en  dix  parties  égales. 


-569 

— 3o3 
— 23 1 
— 153 

-69 

4"    21 

117 

219 

3a 

44i 


On  voit  que  l'une  des  racines  est  comprise  entre  i,3  et 
1,4*  l'autre  entre  1,6  et  1,7. 
Voiâ  le  calcul  de  ces  deux  racines  à  un  centime  près  : 
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»  9 

j3o 

,33 

,34 
,35 
,36 


0^097000 
0,078091 
0,059968 
0,0/12607 
0,026104 
0,010375 

— 0,004544 


—18909 
—18123 
— 11537 
—16533 
—15729 

— *49i9 


780 

786 

6 

79!» 

6 

798 

6 

804 

6 

810 

La  première  racine  est  comprise  entre  i,35  et  i,36. 

Gomme  la  seconde  racine  est  beaucoup  plus  près  de  1,7 
que  de  1,6,  parce  que  la  première  valeur  donne  au  poly- 
nôme une  valeur  absolue  beaucoup  plus  petite  que  la  se- 
conde ,  on  abrégera  les  calculs  en  partant  de  1,7  et  rétro- 
gradant 


«>69 

1,70 


— 0,003191 
+  o,oi3ooo 


16191 
17211 


1020 


6 


La  seconde  racine  est  comprise  entre  1 ,60  et  1 ,70. 
189.  Exemple  IIL  Considérons  encore  l'équation 

f(x)z=:X^  +  IIX* — 102J:+  181  =  0. 

Substituons  d'abord  les  nombres  entiers  : 


1 

393 

— I  la 

aa 

6 

0 

181 

90 

38 

6 

I 

9» 

—  6a 

34 

6 

3 

«9 

—  28 

40 

6 

3 

I 

+  ta 

46 

4 

i5 

58 

5 

7» 

L'équation  transformée  en  — x  n'ayant  qu'une  variation, 
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l'équation  proposée  a  une  racine  négative  et  une  seule; 
en  prolongeant  le  tableau  vers  le  haut ,  on  verrait  qu'elle 
est  comprise  entre  —  1 7  et  —  18.  Les  deux  autres  racines 
seront  réelles  positives ,  ou  imaginaires.  Les  nombres  en- 
tiers positifs  donnent  tous  des  résultats  positifs  ;  car,  dès 
a;  =  3,  on  n'a  que  des  nombres  positifs  à  ajouter.  Ainsi  les 
deux  racines  positives,  si  elles  existent,  seront  oompriaes 
dans  le  même  intervalle.  Pour  reconnaître  cet  intervalle, 
on  examinera  les  racines  de  l'équation 

f(x)=ZX*  +  22X  —  I0Ù  =  o, 

qui  sont  réeUes ,  l'une  positive,  l'autre  négative.  La  racine 

positive  x'  =  '  ^  ^  "^  =  5,2a ...  devant  être  com- 
prise entre  les  deux  racines  positives  de  l'équation  pro- 
posée ,  on  en  conclut  que,  si  l'équation  proposée  admet  des 
racines  positives ,  elles  seront  comprises  entre  3  et  4-  P^ir- 
tageons  cet  intervalle  en  dix  parties  égales  : 


2,9 

400 

6 

3,0 

1,000 

—  0,699 

406 

6 

3,1 

o,3oi 

—  0,293 

412 

5,2 

0,008 

+  0,119 

5,3 

0,127 

Il  est  inutile  de  prolonger  le  tableau  ;  car,  arrivé  à  3,9 ,  on 
n'a  que  des  nombres  positifs  à  ajouter  ;  ainsi  il  n'y  a  pas  de 
changement  de  signe ,  et  les  deux  racines  sont  encore  ren- 
fermées dans  le  même  intervalle.  D'après  la  valeur  de  :/ 
cet  intervalle  est  celui  de  3,8  à  3,3  ;  Dous  le  partagerons 
en  dix  parties  égales  :  / 
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3,'9 

41  ao 

6 

3,ao 

+  0,008000 

-6j39 

4iae 

6 

3,91 

-f  o.ooiafii 

— a6i3 

4i3a 

3,aa 

— o,ool55a 

+1S19 

3,a5 

+  0,000167 

n  existe  effectivement  deux  radnes  réelles  posilïTes ,  l'une 
comprise  entre  5, si  etâ.as,  l'autre  entre  3,3vet5,>3. 

190.  Bemahque.  Des  considérations  géométriques  aident 
souvent  à  discerner  l'intervalle  dans  lequel  sont  comprises 
les  racines ,  lorsqu'elles  ne  sont  pas  séparées. 
Reprenons  l'équation  x*  —  72  -{-  7  =  0.  Construisons  les 
ordonnées  correspondant 
aux  valeurs  entières  de  la 
variable ,  et  traçons  une 
courbe  par  les  points  ùnn 
obtenus.  La  dérivée  f{x) 
étant  du  second  degré  ne 
peut  s'annuler  que  deux 
rois  et  la  courbe  ne  pré- 
sentera qu'un  maximum 
et  un  minimum.  Le  maxi- 
mum a  lieu  entre  E  et  F. 
Le  minimum  devra  être 
ûtué  nécessairemententre 
lespointsBet  C^  doncc'est 
dans  cet  intervalle  que  se- 
ront comprises  les  deux 
racines  réelles  positives. 
L'emploi  de  la  couibe  ne  réussit  pas  aussi  bien  pour 
l'équation 
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Si  Y  Où  trace  la  courbe ,  on  voit  que  le  minimum  a  Uea 
entre  a  et  5  ou  entre  3  et  4*  probablement  entre  5  et  4; 
mais  cependant  on  ne  peut  le  décider  d'une  manière  cer- 
taine. Il  faut  alors  recourir  aux  racines  de  F  équation  f  (x)  =o, 
qui ,  dans  tous  les  cas,  permettront  de  décider  immédiate- 
ment la  question 

191.  ExBMPi£  IV.  Soit  l'équation 

f(x)  =s:  «•  •—  aap*  +  5^  —  7  =  o. 

La  substitution  des  nombres  entiers  ne  donne  qu'un  cbao- 
gement  de  signe  de  i  à  2.  L'équation 

/"'(arJssSx*— 4x  +  5=o 

ayant  ses  racines  imagin^res,  l'équation  proposée  n'a  qu'ime 
racine  réelle,  et  elle  est  comprise  entre  1  et  s. 

Exemple  V.  L'équation 

f\x)  =  x'  —  4^*  +  5a: — 7  =  0 

n'a  pas  de  racine  négative  ;  la  substitution  des  nombres  en- 
tiers positifs  ne  donne  qu'un  changement  de  signe,  de  3  à  4* 
L'équation 

f[x)  =  3  j:*  —  8a:  +  5  =  o 

5 
a  ses  racines  réelles  1  et  -.  Si  l'équation  proposée  avait  ses 

o 

trois  racines  réelles ,  la  plus  petite  racine  1  de  la  dérivée 

5 

devrait  donner  un  résultat  positif ,  la  plus  grande  =  un 

0 

résultat  négatif;  la  valeur  du  polynôme  pour  x^^i  ^aot 

négative,  on  en  conclut  que  Téquation  proposée  n'a  qu'une 

racine  réelle ,  et  cette  racine  est  comprise  entre  3  et  4* 


RÉSOLUTION   NUMÉRIQUE   DES  ÉQUATIONS.  287 

ExËifiu  VI.  La  substitution  des  nombres  entiers  dans  le 
premier  membre  de  Tèquation 

ne  donne  qu'un  changement  de  signe,  de  i  à  9.  L*équation 

f  (x)  =0  a  ses  deux  racmes ,  x  = — 7-^^—,  x  = — 4"^— , 

4  4 

réelles  et  comprises  entre  0  et  1.  Il  faudrait  substituer  par 
dixième  dans  cet  intervalle  ;  si  le  nouveau  tableau  ne  pré- 
sente pas  de  changement  de  signe,  il  faudrait  substituer  par 
centièmes  dans  l'intervalle  qui  comprend  af^  et  ainsi  de 
suite.  Mais  on  s'expose  ainsi  à  faire  une  longue  suite  de 
calculs  inutiles  9  si  l'on  n'arrive  pas  à  un  changement  de 
signe,  et  après  lesquels  il  serait  impossible  de  rien  con- 
clure. Il  vaut  mieux  simplifier  d'abord  l'équation ,  en  faisant 
disparaître  le  terme  du  second  degré,  et  y  appliquer  le 
caractère  de  réalité  des  racines.  PoiU'  opérer  cette  simplifi- 
cation, on  remplacera  â?  par  a?  +  -;  Téquaticm  devient 

La  condition  de  réalité  n'est  pas  satisfaite  ;  ainsi  l'équation 
proposée  n'a  qu'une  racine  réelle. 

Êquatiom  éCnn  degré  quelconque. 

192.  La  méthode,  dont  nous  venons  de  faire  usage  pour 
calculer  avec  une  approximation  plus  ou  moins  grande  les 
racines  d'une  équation  du  troisième  degré ,  s'applique  aux 
équations  d'un  degré  quelconque.  Après  avoir  substitué  les 
nombres  entiers,  on  partagera  en  dix  parties  ^ales  les 
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intervalles  dans  lesquels  se  trouvent  les  racines ,  puis  en  dix 
parties  égales  les  nouveaux  intervalles ,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  établir  les  formules  générales  au  moyen 
desquelles  on  peut  des  anciennes  différences  déduire  les 

nouvelles.  Soient  h  et  k  les  racines  des  deux  progresskuis 

II' 
arithmétiques,  k  leur  rapport  -r-;  nous  désignons  par  a  les 

différences  qui  se  rapportent  à  la  première  nuson  li,  par  o 
celles  qui  se  rapportent  à  la  nouvelle  raison  h'.  La  fonctioD 
entière  du  degré  m  peut  être  considérée  comme  déterminée, 
soit  par  les  valeurs  qui  correspondent  à  m  +  i  termes 

de  la  première  progression ,  soit  par  celles  qui  correspon- 
dent à  m  +  1  termes 

^o>^t+AS^o  +  î^'> iX^  +  mk 

de  la  seconde  ;  elle  sera  donc  représentée  par  Tune  ou 
l'autre  des  deux  formules 


.    X  —  Xa  5?  —  Xa  /x  —  «Crt  \  A'w« 


+  X  — —  Xq  /  X  — -  Xq         _    I       \ 

-j- [— — '"+V" 


A-a, 


a m 


+  ^ (^-'«+')t: 


s-«. 


m 


Si  Ton  pose  pour  abréger  — ^  =  z .  d'où  — tt^  =  y 
ces  deux  formules  deviennent 


> 
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(1)  u  =  u,  +  z^u,-\-z{z-l)^  + 

+  z(z—i) (J5  — m+i) 2 


+IG-) (I-+0- 


2 m 


Ces  deux  expressions  représentant  le  même  polynôme , 
^  on  les  ordonne  par  rapport  aux  puissances  de  la  variable 
z,  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  z  doivent  être 
égaux  de  part  et  d'autre  ;  en  égalant  ces  coefficients,  on  ob- 
tiendra des  relations  entre  les  anciennes  différences  et  les 
nouvelles  9  qui  permettront  de  calculer  ces  dernières  au 
moyen  des  premières. 

193.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'une  équa- 
tion du  quatrième  degré;  les  formules  (i)  et  (2)  se  rédui- 
sent à 

1,2  1.2.0* 


+  z(z— i)(z  — 2)(Z  — 3)  .  .^  ,, 


1.2«5.4 


,  z^      ^   z /z         \^\  ,   z  (z         \lz         \  aX 


L'identification  donne  les  relations 
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12  \  la     /' 

8       S«       «•       5*  /A       A*       A»       A*\ 

Ces  éqaations  sont  du  {iremier  degré;  la  première  don- 
neiia  S^,  la  seconde  S',  la  troisième  ^,  la  quatrième  8. 

m.  :||^E]|fPl£VU«  Appliquons  à  r^quatipn  dit  quatrième 
Le  tableau  de  substitution  des  nombres  entiers 


—  a 

\ 

À 

^'■■■'a»"-' 

1   *** 

A* 

-  14 

3o 

-4> 

^ 

—  i 

—   i3 

+  >6 

—  la 

—  18 

a4 

0 

+  3 

+  4 

—  3o 

6 

a4 

I 

+  7 

—  36 

-a4 

3o 

24 

a 

—  '9 

5o 

6 

54 

24 

S 

-69 

-44 

60 

78 

a4 

4 

— ii3 

+  «6 

i38 

loa 

a4 

5 

97 

+i54 

a4o 

126 

34 

6 

+  57 

394 

366 

i5o 

a4 

montre  que  l'équation  a  deux  racines  positives  :  une  entre 
1  et  2 ,  une  autre  entre  5  et  6  ;  comme  elle  ne  présente  que 
deux  variations,  elle  n'a  pas  d'autre  racine  positive. 

Pour  obtenir  ces  deux  racines  à  moins  d'un  dixième, 
nous  partagerons  chacun  des  deux  intervalles  en  dix  par- 
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ties  égales ,  et  nous  calc^^lerons  les  nouvelles  différeqœs  au 
moyen  des  formules  précédentes 


h9 
1,5 


7;O0Op 

5,8391 

4,355P 
a;54ii 

—  a,o625 


1,1609 
1,4855 
ij8i25 
a,  1395 
3^^641 


A« 

A» 

A» 

—3246 

-?4 

?4 

—3270 

0 

04 

— 3270 

34 

1 

—3246 

La  première  racine  est  comprise  entre  1,4  ^t  1,5 . 

La  seconde  étant  plus  près  de  6  cpe  de  5 ,  nous  effectue- 
rons le  calcul  en  remontant. 


5,7 

6,0 


»9;a949 
10,6096 

33,6711 

57,0000 


19,9045 
22,061 5 
24,3289 
26,7091 


fi,  1570 

1104 

«4 

2,2674 

1128 

»4 

a,58o2 

ii5a 

«4 

2,4954 

1176 

a4 

A» 

A' 

A* 

Cette  seconde  racine  est  comprise  entre  5,7  et  5,3. 

L'équation  proposée  a  d'ailleurs  deux  racines  Aégativçs  : 
une  comprise  entre  o  et  —  1 ,  l'autre  entre  —  1  et  —  a.  On 
les  calculerait  de  la  même  manière. 

195.  Exemple  VIIL  Appliquons  encore  à  Técjuation  du 
quatrième  degré 

f{x)  =  8x*  —  kox*  4-  5?^'  *^  4^>^  +  49  =  <>• 
La  transformée  en  -*--  a?  n'ayant  pas  de  variation ,  Téqaa- 
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lion  n*a  pas  de  racine  négative  ;  elle  peut  avoir  o,  ou  s,  on 4 
racines  positives.  La  substitution  des  nombres  entiers  pontifs 


— 1 

»94 

A 

A» 

A» 

A* 

—145 

i3o 

-144 

»9> 

0 

49 

—  i5 

-  »4 

48 

»9> 

1 

34 

—  «9 

34 

a4o 

»9> 

a 

5 

5 

274 

43a 

19a 

3 

10 

ne  présente  pas  de  variation.  L'équation 

f{x)  =  5%x^  —  iaox*4-  »*4^  —  40  =  0 

n'a  qu'une  racine  réelle ,  et  elle  est  comprise  entre  s  et  3. 
On  en  conclut  que  l'équation  proposée  ne  pourra  avoir  au 
plus  que  deux  racines  réelles  positives  et,  si  elles  existent , 
elles  seront  comprises  entre  2  et  3.  On  partagera  donc  cet 
intervalle  en  dix  parties  égales. 


2,0 


2,1 


2,2 
2,3 

2,4 
2,5 

2,6 

2,7 

2,8 

a.9 
3,0 


5,0000 
i,5i48 

—  1,6352 
—4,2772 

—  6,2192 
— 7,25oo 

—  7ji392 

—  5,6372 

—  2,4752 
2,6348 

10.0000 


3,4852 
•3,i5oo 
2,6420 
1,9420 
i,o3o8 
0,1108 

1,5020 

3,1620 
5,1100 
7.3652 


A* 


3352 

5o8o 

.7000 

9112 

1,1416 

1,3912 

1,6600 

1 ,9480 

1,2552 


A» 


1728 

1920 


192 
192 


2112 

192 

23o4 

192 

2496 

192 

2688 

192 

2880 

192 

3072 
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Ainsi  r  équation  a  deux  racines  réelles  positives,  comprises, 
Tane  entre  2,1  et  2,2,  l'autre  entre  2,8  et  2,9. 

REGHERGHE  DES  RACINES  d'uNE  ÉQUATION  TRANSCENDANTE. 
lorsqu'on  a  substitué  DES  NOMBRES  ÉQUIDISTANTS  ET  ASSEZ 
VOISINS  POUR  QUE  LES  DIFFÉRENCES  DES  RÉSULTATS  PUISSENT 
ÊTRE  CONSIDÉRÉES  COMME  ÉGALES  A  PARTIR  d'uN  CERTAIN 
ORDRE,  ON  CONTINUE  L* OPÉRATION  COMME  S* IL  S* AGISSAIT 
d'une  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE. 

196.  Exemple  IX.  Soit  T  équation 

io*  =  257ar. 

Si  l'on  prend  les  logarithmes  vulgaires  des  deux  mem- 
bres ,  cette  équation  devient 

f[x)=^x  —  (logx  +  log  257)  =  x —  (logar-j-  240993312)  =  o. 

Substituons  d'abord  à  la  variable  x  les  nombres  entiers  o, 
1 ,8,3,. . . ,  en  nous  bornant  à  recoimattre  le  signe  de  f{x)  sans 
faire  de  calcul.  Pour  x=Oy  log  x== — oo  ;  donc  f{x)  =  +  00. 
Pour  x=i^  log  1  =0,  f{i)  <  o.  Ainsi  il  y  a  une  pre- 
mière racine  comprise  entre  o  et  1 .  Pour  x  =  2 ,  la  paren- 
thèse étant  supérieure  à  2,  on  aura  encore  évidemment 
f{9)  <  o.  Si  l'on  ajoute  le  logarithme  de  3,  qui  est  0,477»  *^ 
nombre  constant  2,409,  on  voit  de  suite  que  l'on  aura  un 
résultat  plus  petit  que  3;  donc  /*(3)  >  o.  Ainsi  il  y  a  une 
seconde  racine  entre  2  et  3.  L'équation  proposée  n'a  pas 
d'autre  racine  réelle  ;  car  l'équation 

f[x)=i—^  =  o 

n'a  qu'une  racine  a?  =  i« 


à9à  '  CHAPITRE   Vlll. 

Préposons  de  calculer  la  racine  comprise  entre  3  et  S, 
d'abord  à  un  dixième.  On  substituera  à  x  les  valeurs  suc- 
cessives 2,1;  2,2; Mais  on  peut  diminuer  beaucoup  le 

* 

nombre  des  substitutions.  Le  logarithme  de  2,1  est  0,322; 
ajouté  à  2,409,  il  donne  2,73;  il  en  résulte  que  ar  =  2,7 
donnera  encore  un  résultai  négatif.  ïl  salTit  de  lire  les  deux 
premiers  chiiEres  des  logarithmes  de  2,8  et  de  2,9  pour 
voir  que  a?=  2,8  donnera  un  résultat  négatif,  2,9  un  ré- 
sultat positif.  Ainsi  la  racine  est  comprise  entre  2,8  et  2,9. 

Cherchons-la  maintensmt  à  un  centième.  Le  logarithme 
de  2,81  ajouté  à  2,409  donne  2,85  ;  il  en  résulte  que  9,85 
donnera  encore  un  résultat  négatif.  Essayons  2,86  ;  le  lo- 
garithme de  2,86  ajouté  à  2,409,  donne  2,866  ;  le  résultat 
est  négatif.  Le  logarithme  de  2,87  ajouté  à  2,409  donne 
2,867;  le  résultat  est  positif.  Ainsi  la  racine  est  comprise 
entre  2^,86  et  2,87. 

Calculons- la  à  im  milliëme.  Le  logarithme  de  2,861 
ajouté  à  2,4099  donne  2,866  ;  on  en  conclut  que  2,86  donne 
encore  un  résultat  négatif.  On  essayera  2,867  et  2,868  ;  le 
premier  donne  un  résultat  négatif ,  le  second  un  résultât 
pt)sitif.  Ainsi  la  racine  est  comprise  entre  2,867  et  2>868. 
T)h  continuerait  de  la  même  manière  avec  une  égale  fa- 
felHtè. 

197.  Exemple  X.  Résoudre  T  équation 

€^z=z  100?, 

on 

X  —  (La;  -|-  Lio)  =  a? —  (Lx  +  si^So«58 )  =:  o. 

On  se  servira  de  la  table  des  logarithmes  népériens  ou 
hyperboliques  qui ,  dans  les  tables  de  Callet ,  suit  la  table 
des  logarithmes  vulgaires,  en  subistituant  teâ  nombres  en* 
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tiers,  on  recôbtiàtt ,  cohitiie  dans  Texemple |)r&klMènt ,  que 
l'équation  a  deux  racines  réelles,  et  comprises ,  l'une  entre 
o  et  1 ,  l'autre  entre  3  et  4* 
Proposons-nous  de  càteolér  cette  dertiitoe  à  tltt  ^diiSëiië 

près.  Si  l'on  pose  dî  =  —  j  l'équation  devient 

sf  —  ioLa;'=o, 

et  la  question  revient  à  calculer  à  une  unité  près  la  radnt 
de  cette  dernière  équatiw  comprise  entre  3o  et  4o«  En 
sidyant  des  yeux  la  table  des  l(^arithmes  hypeiltoliques 
de  3o  à  4o  et  défdaçant  par  la  pensée  la  virgule  d'un  rang 
vers  la  droite ,  on  voit  que  le  résultat  reste  négatif  jus* 
qu'à  m  s=  35,  et  qu'il  devient  positif  pour  ix!  »  56.  Sdbc  là 
racine  est  comprise  entre  3,5  et  5,6. 

Pour  la  calculer  à  un  centième  près,  on  posera  s!  =  — , 

l'équation  devient  t 

x^+iooLio —  iooLr^rsar"  4*  ^30*^58 —  iooLr^  =  ô, 

etl'onessayera  entre  35oet56o.  Gomme  iooIj5Si  =586^78, 
on  voit  que  le  résultat  sera  encore  négatif  pour  x  =  355. 

« 

Puisque  iooL356  =  587, 49»  le  résultat  sera  encore  négatif 
pour  j;=:â57.  Mais  a;  =  358  donné  un  résultat  positif. 
Donc  la  jacine  est  comprise  entre  3,57  et  3|58. 

198.  Exams  XI.  Soit  ré^uàticta 

■ 

c*  —  e"'  =  aa? 

que  l'on  a  à  résoudte  dans  le  problème  de  4a  chaînette, 
c'est-à-dire  lorsque  l'on  cherche  la  forme  d'équilibre  d'une 
chaîne  pesante,  fiheâoiàs  )i  =  is,S4. 
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Si  Ton  pose  y  =  e*,  z  =  «-»,  Téquation  s'écrit 

t«  =  y  —  z  —  ia,54Xa?  =  o, 

m 

et  l'on  calculera  y  et  z  par  les  f(»inules 

log  y  =  a?  log  e  =  0,43439448  X  a:, 
logz=  — logy. 

On  remarque  que  log  e  est  le  module  M  des  logarithmes 
vulgaires. 

L'équation  est  vérifiée  par  a?  =  0  ;  mais  elle  admet ,  en 
outre,  une  racine  positive  que  nous  nous  proposons  de  déter- 
miner. La  valeur  x  =  1  donne  évidemment  un  résultat  né- 
gatif. Pour  a;  =  2,  on  a  y  <  9,  et  par  conséquent  u  <  0.  Si 
Ton  fait  le  calcul  pour  les  nombres  suivants ,  on  trouve 

j;=r3,  y  =  io,  w  =  — 37,  . 

a?  =  4,  y=r55,  tt  =  +    5. 

La  racine  est  comprise  entre  3  et  4  9  et  elle  est  beaucoup 
plus  près  de  4  que  de  3.  Dans  ces  premiers  calculs,  on  peut 
négliger  z  et  les  décimales. 
Essayons  en  rétr(^radant 

^  =  3,9,  y  =  49>4o2,  z  =  o,oao,  u  =     0,476 
a?=3,8,  y  =  44,701,  2  =  2,022,  «*  =  — 2,973, 

La  racine  est  comprise  entre  3,8  et  3,9,  et  elle  est  beaucoup 
plus  près  de  3,9  que  de  3,8.  On  partagera  de  même  cet 
intervalle  en  dix  parties  égales  : 

a:  =  3,89,  y  =  48,9109,  z  =  0,0204,  t#  =  0,1089, 
a;=3,88,  y  =  48,4^a,  22=0,0207,  «  =  0,2416. 

La  racine  est  comprise  entre  3,88  et  3,89. 
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Partageons  cet  intervalle  en  dix  parties  égales  et  essayons 
encore  en  rétrogradant  : 

X  =r  3,889,  y  =  48,86200,  z  =  o,oao47,  u  =  0,07347 
jr  =  3,888,  y=48,8i3i6,  2=0,02047,  w=  o,o37i5 
X  =  3,887,  y  =  48,76437,  z  =  o,oao5i,  u  =      0,00086 

X  =  3,886,  y  =  4^^7*557»  ^=  o>o2o53,  ti  =  — o,o354o. 

• 

Pour  effectuer  rapidement  les  calculs ,  il  faut  avoir  soin 
de  construire  d'avance  des  tables  contenant  les  produits  du 
module  M  et  du  nombre  12,54  par  les  neuf  premiers  nom* 
bres.  La  racine  est  comprise  entre  3,886  et  0,887. 

Si  l'on  prend  les  différences  des  valeurs  de  la  fonction , 
on  voit  que  les  différences  secondes  sont  constantes. 


3,886 
3,887 
3,888 
3,889 


u 


0,03540 
0,00086 
0,0371 5 
0,07347 


A 

A« 

362e 
3629 

3632 

3 
3 

Ainsi  on  pourra  continuer  le  calcul  comme  s'il  s'agissait 
d'une  équation  du  second  degré  ;  mais  nous  reviendrons 
plus  tard  à  cette  question. 

199.  Exemple  XII.  La  détermination  du  mouvement  d'une 
planète  ou  d'une  comète  autour  du  soleil  se  ramène  à  la 
résolution  de  l'équation 

u  —  e  sin  ti  =  2;, 

dans  laquelle  la  lettre  %  dé^gne  un  angle  donné;  u  un 
angle  cherché ,  e  l'excentricité  de  l'orbite  divisée  par  êin  i'\ 
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Quand  on  <d>tient  cette  équation  ^  ^  tiu  dtfigîient  des 

longueurs  d'arcs ,  e  l'excentricité  :  on  la  transformé  «h 
changeant  les  arcs  en  angles.  Soit  x  Je  nombre  qui  mesure 
la  longueur  d'un  arc,  le  rayon  étant  pris  pour  unité*,  on 
sait  que ,  dans  la  construction  des  tables  trigonométriques, 
la  longueur  de  l'arc  d'une  seconde  a  été  prise  pour  le  »nus 

de  l'angle  d'une  seconde;  le  quotient  a/=-= — jj  exprimera 

donc  combien  l'angle  qui  c(NTe8pond  à  l'arc  x  contient  ëe 
fois  l'angle  d'une  seconde.  Ain^,  pour  transformer  un  arc  eo 
angle ,  l'angle  de  i"  étant  pris  pour  unité ,  il  loffit  de  le  di- 
viser par  sin  i".  Si  donc  on  divise  par  sin  i''  tous  les  teraies 
de  l'équation 

u — 6sinti  =  Cy 

on  obtient  l'équation 

ti'  — -: — r8inu  =  C'. 
sm  i" 

Quand  il  s'agit  des  planètes tlont  \eé  orbites  ont,  en  gé- 
néral ,  des  excentricités  très-petites ,  on  peut  résoudre  l'é- 
quation par  la  méthode  des  approximations  successives. 
Écrivons,  en  effet,  l'équation  sous  la  forme 

En  négligeant  le  second  terme  du  second  membre ,  on  a 
une  première  valeur  à]pprochée 

Substituant  cette  valeur  dans  le  second  membre ,  on  a  une 
seconde  valeur 

ttj=Ç-|-esînC 

plus  approchée  tj(tie  là  première.  SuhMituatat  cette  sëcMdc 
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valeur  approchée  dans  le  second  membre ,  on  a  une  troi- 
sième valeur  encore  plus  approchée 

fij  =  i;  -|-esint/j, 
et  ainsi  de  suite. 

Prenons  î  =  (52"i8'54"i6  et  l'excentricité  0,016799^6  de 
Torbite  terrestre.  On  cherche  d'abord 

log  e  =  -^. ^^r-  =  5,5395343, 

qui  servira  dans  tout  le  cours  du  calcul.  Calculons  par  loga- 
rithmes la  première  correction  esinC  : 

log  e  =  3,5395343 
log  sin  Ç  =  1,947857» 

3,4873915 
e  sin  Ç  =  0*  5i'  1 1%8  ;  «1  =  63°  ao'  6%4. 

Calculons  de  même  la  seconde  correction  esinu^ — esinC  : 

ioge=  3,5395343 
logsini/j  =  T,95ii658 


log  o**  5 1' 35%  3...  =  3,4907001 
c  sin  «,  —  (;  sin  C  =  25",6  5  ti,  =  63*  ao'  a9",9. 

Calculons  ensuite  la  troisième  correction  esinu, — esinu^  : 

log  €  =  3,5395343 

logsinti,=  1,9511906 


logo»  5r35%5  ...  =  3,4907249 
esinti,  —  e8inM,  =  o",2;  W|  =  63'ao'3o",i. 

On  voit  que  les  corrections  deviennent  de  plus  en  plus 
petites  ;  la  correction  suivante  n'aurait  pas  d'influence  sur 
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les  dixièmes  de  seconde.  Le  calcul  se  fait  très-rapidement , 
parce  qu'on  se  sert  toujours  de  la  même  partie  des  tables. 

AYANT  OBTENU,  AVEC  UN  CERTAIN  DEGRÉ  d' APPROXIMATION, 
UNE  RACINE  d'uNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  OU  TRANSCEN- 
dante, en  approcher  davantage  par  la  méthode  de 
newton.  —  usage  des  constructions  graphiques  pour 
l'application  de  cette  Méthode. 

Méthode  par  interpolaiion. 

200.  Quand  on  a  obtenu  une  racine  d'une  équation  avec 
un  certain  degré  d'approximation,  on  peut  en  déduire  aisé- 
ment une  valeur  beaucoup  plus  approchée.  La  méthode  la 
plus  simple  est  celle  d'interpolation.  Soit  u  =  f{x)  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  ;  on  a  trouvé  deux  valeurs  x^  et 
x^  +  h  qui  comprennent  une  racine.  Reprenons  la  for- 
mule (C)  du  n»  182 

«  =  «.  +  -  A«,  +  ^——^  AX  + 

1  1.2 


OC  •■■■*  37 

obtenue  en  posant  — - — ^  =  z.  Nous  clierchons  la  valeur 

de  07  ou  de  z  qui  annule  la  fonction  ;  nous  aurons  donc 
pour  déterminer  z  l'équation 

(1)  o=tt,  +  zAï/,.f5ii=^AX+ 

1.2 


([ue  l'on  résoudra  par  approximations  successives.  En  effet, 
la  raisonft  étant  très-petite,  les  différences  successives  di- 
minuent très-rapidement  ;  si  l'on  néglige  les  différences  d'un 
ordre  supérieur  au  premier,  on  al'équation  du  premier  degré 

</^  +  2AMç  =  0, 
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d'où  l'on  déduit  la  valeur  approchée 


On  peut  mettre  Téquation  (1)  mise  sous  la  forme 

2  —  —  T I ; 1- 1^ 

^Q  L        la  ^«0  J 

On  voit  que  l'erreur  commise  en  prenant  pour  z  la  valeur 

approchée  —  r-^  ^t  exprimée  par  la  parenthèse  ;  pour  se 

rendre  compte  de  l'erreur,  on  évaluera  rapidement  et  par 
excès  cette  parenthèse. 

Si  l'on  voulait  une  approximation  plus  grande,  on  rempla- 
cerait dans  la  parenthèse  z  par  la  première  valeur  appro* 

chée ^,  ce  qui  donnerait  une  seconde  valeur  plus 

Au,         ^ 

approchée  que  la  précédente ,  et  ainsi  de  suite. 

Méthode  de  Newton. 

201»  Posons  x  =  x^-^aL^a  étant  plus  petit  que  ft,  et  dé-* 
veloppons  f{x^  +  a)  suivant  la  loi  connue , 


a    .     ^.     .   «* 


1  1.3 


nous  aurons  pour  déterminer  l'inconnue  a  l'équation 


a* 


(a)      o = f{x,) + r^a + r(xo) — + 

1.3 


L'inconnue  &  étant  une  quantité  très-petite ,  on  pourra 
négliger  les  puissances  supérieures  à  la  première ,  et  l'on 
aura  l'équation  du  premier  degré 
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on  en  déduit  là  valeur  approximative 

On  peut  écrire  Téquation  (2)  ^pus  )§  fonnç^ 

On  voit  que  rerreur  commis^  en  pr^afit  la  y^eur  a^ffo- 

chée  —  f^^r  est  exprimée  par  la  parenthèse  ;   pour  se 

rendre  compte  de  Terreur,  pn  évaluera  rapidement  et  par 
excès  cette  parenthèse. 
Les  termes  de  la  parenthèse  diminuapt  rapidement, 

Terreur  commise  est  à  peu  près  égale  à  -^^V  ^\  a*;  la 

quantité  ^77-^  est  ordinairement  plus  petite  que  Tunité 

et  par  conséquent  Terreur  conmiise  moindre  que  a*.  Ainsi 
l'application  de  cette  méthode  double  en  général  le  nombre 
des  chiffres  décimaux  exacts  ;  par  exemple,  si  h  est  moindre 
que  0,001,  Terreur  commise  sera  en  général  moindre  que 
0,000001  ;  on  connaissait  la  racine  avec  trois  chifires  déci- 
maux exacts;  on  Ta  maintenant  avec  six  chiffres  décimaux. 
On  peut  répéter  Topération  plusieurs  fois ,  en  se  servant  de 
la  valeur  donnée  par  une  première  opération  pour  en  dé- 
duire une  valeur  plus  approchée ,  etc. 

Emploi  simultané  des  deux  méthodes. 

202.  Il  est  très-avantageux  d'employer  siipyltanément  les 
deux  méthodes,  de  manière  à  ce  que  Tune  donne  un  ré- 
sultat trop  petit,  Tautre  un, résultat  trop  grand;  la  valeur 
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I  de  la  racine  étant  ftlors  comprise  entre  les  deux,  on 
i  juste  l'approximation  sur  laquelle  on  peut  compter, 
irésentons  par  deux  ordonnées  AC  et  BD  les  valeurs  de 
contrsûres  du  polynôme  pour  x=zx^  et  a?  =  a?^  -|-  ft, 
^ns  la  courbe  du  point  G  au  ppint  D.  Cette  courbe 
l'axe  OX  en  un  point  M  qu'il  s'agit  de  détenniner. 
allons  faire  voir  que  la  méthode  d'interpolation  par 
s  proportionnelles  consiste  à  remplacer  l'arQ  4e 
s  CMD  par  la  corde  CD  ;  tandis  que  la  méthode  de 

Newton  revient  à  me- 
ner la  tangente  CQ  au 
point  G. 

En  effet,  par  le  point 
P  traçons  une  parallèle 
DE  à  l'axe  OX  ;  pn  a 
BD  +  AG  =r  CE  ;  les  triangles  semblables  ACP,  0^, 
nt 

AP_CA 
AB      CE^ 

AP  tio 

AP 

.  quantité  -^  est  ce  que  nous  avons  appelé  z. 

utre  part,  on  sait  que  la  tangente  trigonométrique  de 
e  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  OX  est 
h,f{x).  Le  triangle  rectangle  GAQ  donne 

AQ=3AC.cotCQA=      ^^ 


tangCQA^ 
lonc 
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Si  nous  appelons  t!  le  rapport  -j- ,  nous  aurons 


2*  = 


AQ  «0 


Ceci  revient  à  prendre  pour  unité  l'intervalle  ft. 

On  voit  siu:  la  figure  que  le  point  H  est  situé  entre  les 
deux  points  P  et  Q,  et  par  conséquent  que  la  vrsde  valeur  OM 
de  la  racine  est  comprise  entre  les  deux  valeurs  approchées 
OP  et  OQ.  En  d'autres  termes,  l'une  des  corrections  est 
trop  grande ,  l'autre  trop  petite. 

203.  '  Appliquons  à  l'équation  du  troisième  degré 

x'  +  3a:*  —  17a:  +  5  =  0 

dont  nous  avons  calculé  la  plus  petite  racine  positive  à  un 
millième  près  (n®  187) .  Supposons  d'abord  que  nous  n'ayoDs 
pas  été  plus  loin  que  les  dixièmes  par  les  différences  ;  la  ra- 
cine est  comprise  entre  o,3  et  o,4* 

Par  la  première  méthode,  celle  des  parties  proportion- 
nelles ,  nous  avons  la  correction 

Terreur  commise  est  donnée  par  la  formule 

r2(z— i)AX     .     Z(Z— l)(g  — 2)AX"[ 
L       1.2        AWjj  1.Î.3  ^«'oJ 

t        0,084  2(2 —  1)  0,006  Z(Z 1)  [Z 2)1 

i;4^3      i.a  1,453  1.2.5         J 

[42Z(l  z)  Z[\  — Z){2 z)"| 

1455  1455  J" 

L'erreur  est  négative  et  moindre  en  valeur  absolue  que 

42Z(l  — 2) 

1453     ' 
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Le  produit  z  (i  — z)^  ayant  sa  valeur  maximum  pour 

z  :=  - ,  est  toujours  moindre  que  j  ]  dans  le  cas  actuel,  il  est 

moindre  que  z  ou  que  o,  1 4  ;  la  valeur  absolue  de  l'erreur  est 
donc  plus  petite  que 

42X0,14 

— ^^^^—<  0,0040... 

Ainsi  la  valeur  de  z  est  comprise  entre  o,i3i  et  0,1 36. 
Comme  nous  avons  pris  dans  le  calcul  de  z  le  dixième  pour 
unité,  la  correction  sera  0,01 3,  et  la  première  racine  o,3i5 
avec  trois  chiffres  décimaux  exacts,  par  défaut. 
La  méthode  de  Newton  nous  donne  la  correction 

i      0,107 

Nous  remarquons  que,  lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  du 
troisième  degré,  le  second  diviseur  hf{x^)  se  déduit  très- 
facilement  du  tableau  des  différences ,  comme  nous  l'avons 
fait  remarquer  au  n'  185  ^  de  la  différence  première  — 1455, 
il  suffit  de  retrancher  la  moitié  de  la  différence  seconde 
antérieure  0,078  et  le  sixième  de  la  différence  troisième 
0,006,  ce  qui  fait  — 1,493«  L'erreur  commise  est  ex- 
primée par  la  formule 

Quand  on  prend  le  dixième  pour  unité ,  la  valeur  «  étant 
moindre  que  0,0a,  Terreur  est  positive  et  moindre  que 
0,001 1.  Ainsi  la  valeur  de  z'  est  comprise  entre  ciSig  et 
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Oi  i33o,  et  l'on  a  la  racine  o,Si5  par  défaut  à  tin  demi-mil- 
liëme  près. 

Voilà  comment  on  peut  évaluer  l'approximation  de  la 
correction  calculée  par  Tune  ou  l'autre  des  deux  mé- 
thodes. Mais  quand  on  applique  les  deux  méthodes  à  h 
fois,  cette  évaluation  de  Terreur  devient  inutile;  la  com- 
paraison des  deux  résultats,  dont  l'un  est  trop  fort,  l'autue 
trop  faible,  indique  assez  l'approximation. 

Si  l'on  prend  la  moyenne 

z  A-  sf 

— ! — =  o,i337 , 

2 

des  deux  résultats  approchés ,  il  est  aisé  de  voir  que  Tençur 
conunise  est  moindre  que  la  demi-différence 


4f 


=  0^001 8. 


En  effet ,  si  l'on  appelle  Z  la  valeur  exacte  de  la  correctioD, 

e  et  e'  les  erreurs ,  on  a 

Z  =  V+e'; 

d'où 

z-^-  z'       s!  —  e            z  —  z'       s  4"  ^' 
Z== = . 

a  a  a  a 

Ainsi  la  différence  entre  la  vraie  valeur  Z  et  la  moyenne 

- — -  est  moindre  que •  Nous  adopterons  ainsi  la  va- 
leur 

Z.  =  o,i3 

approchée  par  défaut.   Le  dixième  ayant  été  pris  pour 

unité,  la  correction  est  donc  o,oi  5  et  nous  avons  la  première 

racine  o,3i5  avec  trois  chiffres  décimaux  exacts,  par  défaut 

Nous  avons  poussé  le  calcul  de  cette  première  racine  jus- 
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qa'wx  mlUlëmes  par  les  différences*  Bi  Ton  applique  alovs 
les  deux  modes  de  correction^  on  trouve 

3571207 
^  =  748^  =  '''*^^ 

^571^^     

14828093  '^ 
on  prendra 

Z  =  0,2409, 

ce  qui  donne  la  racine  o,3 132409  avec  sept  décimales 
exactes. 

20&.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  x^  est 
une  valeur  de  la  racine  approchée  par  défaut;  les  mêmes 
raisonnements  et  les  mêmes  formules  s'appliquent  au  cas 
où  elle  est  approchée  par  excès  ;  il  suffit  de  rendre  h  négSr 
tive.  Pour  effectuer  la  correction ,  on  partira  de  la  valeur 
que  Ton  présume  être  la  plus  approchée. 

Appliquons  à  l'équation  du  troisième  degré 

dont  nous  avons  calculé  les  deux  racines  positives  à  un 
centième  près  (n""  188).  Pour  la  première,  nous  partirons  de 
la  limite  supérieure  1 ,36  faisant  A  =  —  0,01  ;  nous  aurons 

4544 

z  =  —  — ;; =  ^0,303 

i4919 

4544   _        „,. 

on  prendra  Z  =  —  o,3i ,  ce  qui  donne  la  première  radne 
1,3569  avec  quatre  chiffres  décimaux  exacts.  Pour  la  se- 
conde, on  partira  au  contraire  de  la  limite  inférieure  1 ,69. 
Appliquons  à  T  équation  du  quatrième  degré 

X*  —  Sar*— yx'  +  ito  +  Ssao, 
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dont  nous  avons  calculé  les  racines  positives  à  un  dixième 

près  (n""  10&) .  Pour  la  première ,  nous  partirons  de  la  limite 

inférieure  i  ,4.  La  méthode  d'interpolation  nous  donne  la 

correction 

0,4016 

2,4641 
L'erreur  commise  est 

z[i—z)  5198        z(i— z)(a— z)     48 
2       24641  "^  6  24641 

z(i — z)(2  —  2)  (5 — g)     24 

~  24  24641' 

en  négligeant  le  dernier  terme  qui  est  négatif,  remplaçant 
le  facteur  z  par  0,2,  et  les  facteurs  1  — j5  et  s  — z  par  1 
et  î? ,  on  voit  qu'eUe  est  moindre  que 

323  ^  . 

<  0,010. 


26461 

Ainsi  la  valeur  de  z  est  comprise  entre  0,1 63  et  0,176.  On 
prendra  0,17,  ce  qui  donne  la  racine  a;  =1,417  à  moins 
d*un  millième. 
Par  la  méthode  de  Newton ,  on  eût  trouvé 

,      0,4016 

En  prenant  la  moyenne ,  on  a 

2  =  0,17;    x=  1,417. 

206.  Nous  avons  calculé  la  racine  de  l'équation  trans- 
cendante 

e'  —  er' —  12,54^  =  0. 

à  an  millième  pr^s  (n*  198) ,  et  nous  avons  trouvé  qu'elle 
est  comprise  entre  5,886  et  3,887,  mais  plus  rapprochée 
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de  ce  dernier  nombre  que  du  premier.  Nous  avons  vu  que 
la  difiérence  seconde  est  constante  au  degré  d'approxima- 
tion où  Ton  peut  aller  avec  les  tables  ordinaires  de  loga- 
rithmes. On  aura  donc,  pour  effectuer  la  correction ,  l'équa- 
tion du  second  degré 

,    zlz —  l)    - 
O  =  llo  +  SAUo  4-  -^ ^\y 

d'où 

Une  prenûère  valeur  approchée  de  z  est 

3540 


La  correction  -^ ^  — ^  est  momdre  que  — ?,  amsi  on 

«         AUp  ^      lo' 

aum  la  racine  avec  sept  décimales  exactes 

a? =5,8869763. 

Exercices  : 

Question  I.  Partager  un  hémisphère  en  deux  parties 
égales  par  un  plan  parallèle  à  la  base  de  l'hémisphère.  On 
calculera  l'inconnue  à  moins  d'un  milUème  en  prenant  le 
rayon  de  la  sphère  pour  imité. 

Question  II.  Déterminer  les  dimensions  d'un  cylindre 
circulaire  droit  dont  on  connaît  la  surface  totale  et  le  vo- 
lume. — On  fera  une  application  numérique. 

Question  III.  Déterminer  les  arêtes  d'un  parallélipipëde 
rectangle,  connaissant  la  diagonale,  la  surface  totale  et  le 
volume. 


9iO  ghâpithb  viu. 

QuiMio»  IV.  Déterminer  let  côtés  d'un  triangle  rec- 
tangle, eonnaissant  la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle 
droit,  et  le  volume  qu'engendre  le  triangle  en  toumuit 
autour  de  l'hypoténuse. 

Question  V.  Calculer  à  moins  d'un  millième  près  la  plus 
petite  racine  positive  de  l'équation  x  tang  x  =  i. 

Question  VI.  On  a  trouvé,  pour  l'écoulement  des  eau 
dans  les  tuyaux  de  conduite ,  la  formule  empirique 

Q  =  î^i,o45  v'D?/ —  o^oigôDS 

dans  laquelle  D  représente  le  diamètre  du  tuyau  en  mètre, 
jf  la  pente  par  mètre ,  Q  la  dépense  par  seconde  en  mètres 
cubes.  Calculer  le  diamètre  qu'il  faut  donner  à  un  tuyau 
pQur  que  sous  une  pente  donnée  il  fournisse  ime  quantité 
d'eau  déterminée. — On  emploiera  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  à  cause  de  la  vitesse  du  second  codF' 
ficient. 


^mm 
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l|H.t.i,  .1.  *■     ■■       X  ,1  '....■■  .-■■       ,.    .J jtH 


CHAPITRE  IX. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 
EN  FRACTIONS  SIMPLES. 


¥{x) 

TOUTE    PRACTION    RATIONNELLE  -^r^  EST    DÉGOMPOSABLE    EN 

UNE  PARTIE  ENTIÈRE  ET  EN  DIVERSES  FRACTIONS  SIMPLES. 
—  LA  DÉCOMPOSITION  NE  PEUT  SE  FAIRE  QUE  d'uNE  SEULE 
MANIÈRE.  —  MOYENS  DE  L'EFFECTUER  QUAND  ON  GONNAIt 
LES  FACTEURS  BINOMES  QUI  DIVISENT  LE  DÉNOMINATEUR  f{x). 

206.  On  appelle  fraction  rationnelle  une  fraction  algé- 
brique dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes  entiers 

f(x) 
d'une  même  lettre  x.  Soit  -^7--  une  fraction  de  cette  forme. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  cette  fraction  irréductible; 
car,  fii  les  deux  polynômes  avadent  des  facteurs  binômes  com- 
muns, on  les  supprimerait  Lorsque  le  numérateur  est 
d'un  degré  plus  élevé  que  le  dénominateur,  on  effectue 
la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes.  de  (T,  ce  qui  donne  un  quotient  entier  et  une 
fraction  ayant  son  numérateur  d'un  degré  moins  élevé  que 
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le  dénominateur.  Laissant  de  côté  cette  partie  entière,  noas 

ayons  à  considérer  une  fraction  irréductible  -r^.  dont  le 

numérateur  est  d'un  degré  moins  élevé  que  le  dénonmuh 
teur.  Nous  désignerons  par  m  le  degré  du  dénominateur, 
le  numérateur  étant  au  plus  du  degré  m  —  i  • 

Cas  des  racines  inégales. 

207.  Supposons  d'abord  que  l'équation  f{x)  =  o  n'ait 

pas  de  racines  égales.  J'appelle  a,  6,  c, A,  jk,  les  m 

racines  de  cette  équation ,  et  je  pose 

f[x)  =  {x-^a)f,[x). 

Je  remplace  x  par  a  +C* —  «)»  et,  regardant  x — a  comme 
un  accroissement,  je  développe  les  deux  polynômes  F(x) 
et  f^{x)  suivant  les  puissances  croissantes  de  x — a. 


F(x)  =  F(a  +  x  — a)  =  F(a)  +  F(û)î— ^+  .  .  .  . 


X — a 
X — a 


AW=A(«+^-«)=A(«)+A{«)-;-+ 

Je  divise  le  premier  polynôme  par  le  second ,  en  ordoo* 
nant  le  quotient  par  rapport  aux  puissances  croissantes 

de  X  —  a;  le  premier  terme  du  quotient  est  —^ ;  j'ap- 
pelle A  ce  premier  terme  -,  en  multipliant  le  diviseur  par  A 
et  retranchant  le  produit  du  dividende ,  on  a  un  reste  qui 
ne  contient  plus  de  terme  constant;  si  Ton  met  x  —  a 
en  facteur  commun,  ce  reste  peut  être  représenté  par 
(a? — o)  ¥^(x) .  Du  dividende ,  qui  est  au  plus  du  degré  m — i , 
on  retranche  le  produit  A/',(x)  qui  est  du  degré  m  —  i ,  et  Ton 
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met  X  —  a  en  facteur,  le  polynôme  ¥^{x)  est  donc  au  plus 
du  degré  m  —  2.  J'arrête  la  division  à  ce  premier  terme;  le 
dividende  étant  égal  au  produit  du  diviseur  parle  quotient, 
plus  le  reste ,  on  a 

(1)  F{x)=Af,(x)  +  (x-a)F,[x). 

En  divisant  les  deux  membres  par  f(x)  ou  par  (â? — a)  f^{x) , 
il  vient 

F(^)  _     A         F,[x) 
f[x)- x-a^  axY 

Ainsi  la  fraction  proposée  est  égale  à  une  première  raction 

simple ,  plus  une  fraction  rationnelle  /;  ^  de  même 

forme  que  la  première ,  mais  d'un  degré  moins  élevé.  Le 
dénominateur  f^{x)  est  en  effet  du  degré  m —  1,  le  nu- 
mérateur F^{x)  au  plus  du  degré  m  —  s.  Cette  nouvelle 
fraction  est  d'ailleurs  in'éductible  comme  la  proposée  ;  car 
si  les  deux  termes  avaient  un  facteur  binôme  commun ,  ce 
ne  pourrait  être  que  l'un  des  facteurs  de/'/o;),  par  exemple 
X — 6;  ce  facteur,  divisant  les  deux  parties  qui  composent 
le  second  membre  de  l'équation  (1),  divisendt  leur  somme 
F(a;),  ce  qui  est  impossible,  puisqu'on  a  supposé  qu'aucun 
des  facteurs  de  f{x)  ne  divise  ¥(x). 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  à  la  fraction 

F  (x) 

/)  :.  Si  l'on  pose  f^^x)  =  {x  —  b)  f^{x) ,  on  aura 

f,(x)'^x^b'^  axY 

F  (x) 
la  nouvelle  fraction  7^  est  aussi  irréductible,  son  dé- 
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Dominateur  du  degré  m  —  s ,  son  numérateur  an  plus  du 
degré  m — 5. 
De  même 

f,(x)      x-c'^  f,[xy 

en  continuant  de  cette  manière ,  on  arrivera  enfin  à  une 
fmtiQa  du  premier  degré 

Si  l'on  ajoute  toutes  ces  égalités ,  les  fractions  intermé- 
diaires disparaissent  t  ot  Ton  a 

R 


x-if 


Amsi  la  fraction  rationnelle  est  dicomposable  en  une  somm 
de  fractions  simples ,  ayant  respectivement  pour  dénomina- 
teurs les  facteurs  simples  qui  composent  le  dénominateur  d$ 
la  fraction  proposée  et  pour  numérateurs  des  constantes. 

208.  Je  dis  maintenant  que  la  fraction  proposée  n'e$i 

décomposable  qu'en  un  seul  système  de  fractions  simples. 

On  démontre,  en  effet,  que  deux  systèmes  de  fractioDS 

simples 

A      .      A      .  .      K 


+  r— T  + + 


X  —  a      X — b  *  *        *  X — 4' 

x—d  "^  x—b'  "*" "^  x—k" 

égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  sont  identiques.  Multi- 
plions par  X — a ,  il  vient 
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Donnons  maintenant  k  xïk  valeur  particulière  a;  le  pre- 
mier membre  se  réduit  à  A  ;  si  aucun  des  dénominateurs 
des  fractions  du  second  système  n'était  égal  à  x — a,  le 
second  membre  s'évanouirait  quand  on  fait  a;  =  a  ;  il  fisiut 
donc  que  l'un  de  ces  dénominateurs  soit  égal  à  a;  —  a« 
Supposons i  par  exemple ,  a'  =  q;  alors  ox\  9* 

et  A  l'on  fait  a;  =  a,  on  en  déduit  A'  =  A.  Ainsi  la  fraction 

du  premier  système  fsdt  partie  du  second.  Suppri- 

mons  ces  deux  fractions  égales,  il  reste  deux  systèmes 
égaux 

B  C  B'  C 


X — b      X  —  c  X — V      X — & 


On  démontrendt  de  même  que  la  fraction  — ^ — r  du  premier 

appartient  au  second ,  et  sdnsi  de  suite.  Alors  les  deux  sys- 
tèmes sont  identiques. 

909.  (LoGot  OBS  miMiBATEins.  Noua  avens  tnraré 
Le  preuuer  nomérateur  A  ttt  la  valeur  de  la  fraction 

quand  on  y  fait  o^  s;=  a< 
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De  même  le  second  numérateur  B  est  la  valeur  de  b 

fraction 

F{x) 


(â)' 


quand  on  y  fait  x  =  by  etc. 

On  peut  aussi  calculer  ces  constantes  au  moyen  de  la 
dérivée  de  la  fonction  f(x).  En  effet ,  nous  avons  posé 

f[x)  =  {x  —  a)f,(x)', 
si  Ton  prend  les  dérivées  des  deux  membres ,  il  vient 

et,  en  faisant  x  =  a^ 

r(a)  =  f,(a). 
On  en  déduit 

On  aura  de  même 

m'       m 


•  •  •  •  • 


Ainsi  les  numérateurs  des  fractions  simpks  sont  Us  diverses 

f(x) 
valeurs  que  prend  la  fraction  tt-t»  quand  on  y  remplace 

successivement  x  par  chacune  des  racines  a,  b, k  de 

Viquation  f  (x)  =  o. 

Exemples. 

l"*  Soit  à  décomposer  la  fraction 

F(x)  _      aar»  +  5a?'  —  6 
■f(x)  '^x^  +  20i^—x^  —  ax* 


DÉCOMPOSITION   DES   FRACTIONS   RATIONNELLES.      317 

En  résolvant  l'équation 

X*  +  î^  —  ^' —  a«  =  o, 

on  obtient  les  quatre  racines  simples  0,1,  —  1 ,  —  s.  Ainsi 
la  fraction  rationnelle  se  décomposera  en  quatre  fractions 
simples  de  la  forme 


f[x)      X       X — I       0?+»       ap-f-a 

Pour  calculer  les  numérateurs ,  nous  nous  servirons  de  la 

dérivée 

f\x)  =  4ar*  +  6a:*  —  ax  —  a , 
ce  qui  donne 

A»)     -  ' 

~A>)~6 

^-fçrz)-  — 

F(_a)_-a_. 

Nous  avons  donc 

1  5  i 

ax*  +  5x*— 6      _3  6 a__  ,       3 

x*-{-xe* — «'  —  aar      x      x — i       x-f»       «  +  ** 

2*  Soit  à  décomposer  la  fraction 

x«+i 

(x+  i)[x — i)(x — a)(x — 3)' 

La  fraction  proposée  se  décomposera  de  la  manière  sui- 
vante : 

x'+i c=-A-J Ë L_5 ■      D 

(*+i)(x— i)(x— a)(x— 5)  "  «+1  "''ar— I '*'ar— a''"x— 3* 
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On  peut  déterminer  les  constantes  iaimédiatement  et  sans 
Taide  d'aucune  formule  par  la  méthode  des  cœfficiefUs  inr 
déterminés.  Si  Ton  multiplie  par  le  dénominateur,  TégaMté 
précédente  devient 

a:*+i  =  A(x— i)(a?— a)(j:— S)4-B(a:+i)(jr— a)(j:— 3) 
+C(a:+i){a?— i)(ar— 3)+D(x+i)(j?— i)(a?— a). 

Cette  égalité  doit  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
Faisons  x  successivement  égal  à  chacune  des  racines  sim- 
ples — 1,1,2,3,  tous  les  termes  du  second  membre  ^(m- 
nouissent,  excepté  un ,  et  Ton  a  les  relations 


2  =  — 24A,    a  =  4B,     5  =— 3C,     lOzsSD; 
d'où  Ton  déduit  les  valeurs  constantes 

A  =  -'        B  =  i,      C  =  -|,      D=|. 
la  a  04 

Cas  des  racines  égales. 

210.    Supposons  que  a  soit  une  racine  de  FéquatioD 
f[x)  =  o  d'un  ordre  n  de  multiplicité.  Nous  poserons 

f(x)  =  (x-a)%(x), 

et  après  avoir  développé  comme  précédemment  les  denx 
polynômes  F  (a?)  et  f^{x)  suivant  les  puissances  croissantes 
deoj — a, 

?(x)  =  F[a  +  x^a)=F(a)  +  F{a)^^^^+ , 


f^{x)=f,[a  +  x-a)  =  fM  +  f,'[a)'^+ , 

nous  efTectuerons  la  division  du  premier  par  le  second, 
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ordonnant  le  quotient  suivant  les  puissances  croissantes  de 
X  —  a  et  poussant  Topération  jusqu'au  terme  du  degré 
n  —  1  ;  représentons  ce  quotient  par 

k,  +  k,{x-a)  +  k^[x-aY  + +A,_,{2:-a)-*, 

le  reste  de  la  division  contenant  à  tous  ses  termes  le  facteur 
[x—ay  peut  être  mis  sous  la  forme  {x  —  aYf^{x).  On  a 
ainsi 

¥[x]=[k.+k,[x-a) J^k^^[x-ar%[x)+[x-aY¥,[x). 

Le  diviseur  étant  du  degré  m-^^n^  et  le  quotient  du  degré 
n  —  1 ,  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  est  du  degré 
m — 1 ,  et  comme  le  dividende  est  au  plus  du  degré  m  —  i , 
la  différence  ou  le  reste  de  la  division  sera  au  plus  du 
degré  m  —  i  ;  puisqu'on  a  mis  {x  —  a)*  en  facteur,  il  en 
résulte  que  le  polynôme  Fj(x)  est  au  plus  du  degré 
m — n — 1.  llest  évident,  d'ailleurs,  que  les  deux  polynômes 
f^{x)  et  Fj(a;)  sont  premiers  entre  eux;  car  s'ils  avaient 
un  facteur  commun,  ce  facteur  diviserait  f{x)  et  F(a?),  ce 
qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Divisons  maintenant  par 
f{x)  ou  {x  —  ay  fi(x)  les  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente, il  vient 

F{x)^     \                A,  .    A,^        F,(x) 

f(x)       (x— a)**  "^  [x—a)^' "^  X— a  '^  f,{xy 

Ainsi  le  facteur  multiple  {x  —  ay  donne  lieu  à  une  série 

de  n  fractions  simples»  et  nous  avons  encore  à  décomposer 

F  Ix) 
la  ''raction  irréductible  t^h-t  »  dont  le  dénominateur  est  du 

degré  m  —  n,  le  numérateur  au  plus  du  degré  m  —  n  —  i. 

Supposons  que  l'équation  f{x)  =  o  contienne  une  seconde 

racine  h  d'un  degré  p  de  multiplicité;  nous  poserons 
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/;(a?)=  {x—byf^{x)^  et  nous  aurons  de  même 

S'il,  y  a  une  troisième  racine  e  d'ordre  q ,  on  aura  encore 

F«W_      Cq       .        Ci        .  I    Ct>»     I  F»W 

A(x)  -  (x-cY  "^  (a:-cr  "^ ^  x-c  "^  /;{x)- 

S'il  n'y  a  pas  d'autre  racine  multiple ,  le  polynôme  fj^x] 
ne- contenant  plus  que  des  facteurs  simples,  on  aura,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut, 

!>)=_iL_._L.  + I    K 

fj^x)      X  —  rfa?  —  e  X  —  £ 

En  ajoutant  toutes  ces  égalités ,  on  trouve  enfin 

f[x)      (ar— a)'*"^(ar— a)*-*"^ '^  x  —  a 

\       ^^       \        Bt         .  I     B>-t 

"t"  (ar-é)'"^  [x  —  b'r'  "^ "^  X  —  * 

+!Jl^. +.^ 

A  chaque  racine  multiple  correspond  un  groupe  de  frao 
tiens  simples.  La  première  fraction  de  chaque  groupe  existe 
nécessairement,  mais  les  autres  peuvent  manquer;  en 
effet,  quand  on  effectue  la  division  des  polynômes  F(x)  et 
f^  {x)  ordonnés  comme  nous  l'avons  dit ,  les  premiers  termes 
F  (a)  et  f^{a)  ne  sont  pas  nuls,  et  par  conséquent  le  pre- 

F  (n\ 

mier  terme  Ao=  7-7-7  du  quotient  n'est  ni  nul  ni  infini; 

A  (a)        ^ 

mais  parmi  les  termes  suivants,  quelques-uns  peuvent  avoir 
des  coefficients  nuls. 
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211.  Je  dis  maintenant  que  la  fraction  proposée  n*eit 
décomposable  qu'en  un  eeul  système  de  fractions  simples. 
Soient 


deux  systèmes  égaux  entre  eux ,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X.  Multiplions  les  deux  expressions  par  (x-^a)*"  et  fai*^ 
sons  a:  =  a  ;  la  première  se  réduit  à  Âo  ;  si  aucune  des  frac^ 
lions  du  second  système  n'avait  pour  dénominateur  une 
puissance  de  â? — a ,  le  second  membre  s'évanouirait  quand 
on  faitx  =  a;  il  faut  donc  que  certûnes  fractions  du  second 
système  aient  pour  dénominateurs  des  puissances  de  o?-^  a. 
Soit  al:=a;  je  dis  que n'  =  n;  car  si  ces  deux  exposants 
différaient ,  si ,  par  exemple ,  n  était  plus  grand  que  n\  en 
multipliant  par  {x — o)*,  on  verrait  que  pour  «  =  a  le  pre* 
mier  membre  se  réduirait  à  Ao ,  tandis  que  le  second  s'éva- 
nouirait. On  a  donc  aussi  n'  =^  n.  Mais  alors  l'égalité  devient, 
après  la  multiplication  par  ( j?  —  a)*", 

Ao  +H^-a)+ +(x^aY[^^^  + ] 

=  A',  +  A',(ar-û)+. +(a:-û)«[JL_+ j; 

si  Ton  fait  a;  =  a ,  on  en  déduit  Ao  =  A'o.  Ainâ  la  pre- 
mière fraction  du  premier  système  se  retrouve  dans  le  se- 
cond. En  supprimant  ces  deux  fractions  égales  et  recom- 
mençant le  même  raisonnement ,  on  verrait  que  la  seconde 
ffj  trouve  également,  et  ainsi  de  suite.  Donc  les  deux  sys- 
tèmes sont  identiques. 

2i 
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Exemple* 
212.  Soit  à  décomposer  la  fraction  rationnelle 

F{x) 43?* — 5j?+^ 

7(^~"ar«— X*  — x*  +  x*' 

Le  dénominateur 

f(x]  =  X*[X -^  \Y[X '{' l) 

contenant  un  facteur  triple ,  un  facteur  double  et  un  fadeur 
simple,  la  fraction  proposée  se  développera  en  fracticm 
simples  de  la  forme  suivante 

■ 

F(x)_A        A,      A  B,        .      B 

f[x)      a?»  ^  x"^  X  ^(ar— i)«^:p  — I  ^ 


x  +  i' 


Calculons  les  trois  constantes  qui  se  rapportent  au  Ac- 
teur triple  Xs  Nous  ordonnons  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  x^ 

F{x)  =  a  —  5x  +  4^% 

/*j(x)  =  (a? —  iY{x  +  i)  =  I  —  x-^x*  +  ar*, 

et  nous  effectuons  la  di\dsion  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions 
au  terme  du  second  degré ,  en  remarquant  que  dans  ce 
calcul  il  est  inutile  d'écrire  les  termes  d'un  degré  supérieur 
au  second ,  ce  qui  abrège  l'opération , 


a  — 5a; 
3a:  +  ax* 


— X— a:* 


a— 3a:— a?V 


Puisque  le  quotient  a  été  représenté  par  A^  +  A^x  +  h^x\ 

on  a 

Ap  =  a,        Aj  =  — 3,        A,  =  —  1. 
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Calculons  maintenant  les  coefficients  qui  se  rapportent 
au  facteur  double  x —  i.  On  peut  supposer  que  Fon  com- 
mence la  décomposition  par  ce  facteur.  Nous  développerons 
jusqu'au  premier  degré  en  négligeant  les  termes  suivants 

F(x)=F(i+a?-i)=F(i)+F(i)(a;-i)+ =1+7(^-1)+....- 

/;(x)=a:»(x+ 1  )==^+a?«=A(  1  )+ A(  1)  (x-i  )+.  ..===a+7(^^ 

et  nous  effectueras  la  division 

i+7(x— i)        I  a  +  7(x— 1) 


Ce  quotient  a  été  représenté  par  B^,  +  B,(a? — 1);  on  a 
donc 

Quant  au  coefficient  C  qui  se  rapporte  au  facteur  simple 
(x  +  1),  on  l'obtient  par  la  règle  ordinaire 


Onaainsi 

1 

4ar*— 5a:+a          2       3        1            a 

7 
4 

3 
4 

X — 1        X'\-l 

213.  On  peut  employer  aussi  la  méthode  des  coefficients 
indétermmés.  On  a  posé 

x^—a^—x^+x*  ■"  X*  "^  X*  *'"  X  "*"  (x-^i)*  """  a?— 1  "^  x+i  ' 
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Si  Ton  chasse  les  dénominateurs ,  cette  égalité  devient 

i^—5x+  a  =  (A^  +  AjX  +  k^)  (x— 1)*(«  +  i) 

En  donnant  successivement  à  a;  les  valeurs  o,  i ,  —  i , 

on  a 

a  =  Ao,        i  =  aBo,        5  =  — 4C, 
'   d'où 

Aç  =  a,        Bo  =  --,         C  =  — -. 

a  4 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente ,  ce  qui  donne 


1  !^-i={k^+2k,x)[x^iY{x+ 1  )+{Ao+A,jp+A^)  [a{aP-i  )(a:+i)+!x- 
+B,x\x+i)+[B,+B,[x^i)l5x'(x+i)+x^    ^ 
+Xx*(x—i  y+aCa^x—  1  ), 

et  dans  cette  dernière  égalité ,  faisons  a;  =  0  et  x  =  1 ,  nous 

aurons 

—  5  =  Aj  — Ao,        7  =  aB,+7Bo, 


d^où 


A.  =  -3,        B,=  |. 


Il  ne  reste  plus  que  la  constante  A,  à  déterminer  ;  pour 
cela  nous  prendrons  encore  une  fois  la  dérivée  et  nous  y 
ferons  a:  =  o.  Il  suffit  d'écrire  les  termes  qui  ne  contiennent 
pas  le  facteur  Xj 

2^  =  aA,(ar —  i)'(a:  +  1)  +  aA^  [a(a? —  1)  (a:  +  1)  +  (x—  i)"] 
+  Ao[2(x  +  i)  + 4(^-1)]+ 

Si  Ton  fait  a;  =:  0,  il  vient 

0  =  2A,  —  îîA,  —  aAo» 
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d'où 

A,  =  —  1 . 

Coi  des  racines  imaginaires. 

21i.  La  décomposition  de  la  fraction  rationnelle  ^j-~ 

est  vrsde  d'une  manière  générale,  quelles  que  soient  les 
racines  de  l'équation  /'(x)  =  o,  réelles  ou  imaginaires.  Sup- 
posons que  les  deux  polynômes  qui  composent  la  fraction 
proposée  aient  tous  leiu*s  coefficients  réels  ;  dans  ce  cas ,  si 
l'équation  admet  une  racine  imaginaire  a  +  P^  »  ^^^  admet- 
tra la  racine  conjuguée  a—  pt.  A  ces  deux  racines  corres- 
pondent dans  le  développement  des  fractions  simples  de  la 

forme 

A+Bt  A  — B« 

X — a  —  Pi'  X — a-[-Pt' 

les  numérateurs  de  ces  deux  fractions  sont  des  quantités 
imaginaires  conjuguées;  car  la  seconde  se  déduit  évidem- 
ment de  la  première  par  le  changement  du  signe  de  t.  Si 
l'on  veut  éviter  les  imaginaires  dans  la  décomposition,  il 
suffit  d'ajouter  ces  deux  fractions  simples,  ce  qui  donne 

A-fBt  A  — Bt     _aA(ar  — g)  — aBp 

X  — a-pt"^x— a  +  pt~"      (a:  — a)«  +  p'    ' 

Ainsi ,  à  un  couple  de  racines  simples  imaginaires  conju- 
gaées  correspond  une  fraction  réelle  de  la  forme 

Mx  +  N 


X*  +  px-\rq^ 


ayant  son  dénominateur  du  second  degré  et  son  numéra- 
teur du  premier  degré. 
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215.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  les 
racines  imaginaires  conjuguées  sont  simples  ;  supposons 
maintenant  qu'elles  soient  d'un  degré  n  de  multiplicité,  et, 
pour  abréger,  représentons  par  x'  +  pa;  +  9  1^  produit 
{x — a)  *  +  p*  des  deux  facteurs  binômes  du  premier  degré. 
Nous  allons  démontrer  que  la  partie  qui ,  dans  le  dévelop- 
pement ,  correspond  à  ces  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées d'ordre  n ,  peut  être  ramenée  à  une  somme  de  n  frac- 
tions de  la  forme 


dont  les  numérateurs  sont  réels  et  du  premier  degré. 

Posons  f{x)  =  {x*  +  px  +  9)Yi(^).  On  peut  disposer  des 
deux  constantes  M^  et  N^  de  manière  que  le  polynôme 

(2)  F[x)  -  (M,x  +  NJA W 

soit  divisible  par  x*  +  px  -{-  q.  Il  suffit  pour  cela  qne  ce  po- 
lynôme s'annule  pour  jj  =  «  +  pi  et  pour  x=ol — pf  ;  si  nous 
remplaçons  x  par  chacune  de  ces  deux  valeurs  et  si  nous 
appelons  A  dzBt  et  G  zh  Dt  les  valeurs  correspondantes  des 
fonctions  F  (x)  et  /*i  {x) ,  nous  obtiendrons  les  deux  relations 

(A  +  Bi)  -  [M,(a  +  PO  +  NJ  (G  +  Di)  =  o, 
(A  _  BO  -  [Mo(a  -  PO  +  N J  (G  -  DO  =  o. 

On  en  déduit ,  en  égalant  séparément  à  zéro  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire , 

(pD-aG)iMo-CNo  =  -A, 
(PG  +  aD)M,  +  DN,  =  B. 

Ces  équations  entre  M^^  et  N^  sont  du  premier  degré;  le 
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dénominatear  commun  des  inconnues  p(G'  +D')  n'est  pas 
nul  ;  car  si  p  était  nulle ,  les  racines  ne  seraient  pas  imagi- 
naires ;  si  G*  + 1^*  étfidt  nulle ,  le  polynôme  f^  {x)  contien- 
drait encore  le  facteur  x^  +  pœ  +  q.  On  trouve  ainsi  pour 
M^  et  N^  des  valeurs  réelles  finies  et  déterminées. 

Le  polytiôme  (2)  devenant  de  cette  mànièliè  divisible  pat 
»*  +p«  +  ç,  si  Ton  appelle  <f  (x)  le  quotient  entier,  on  aura 

F(x)  -  (IM  +  H.)f^x)  =  (w'  +  px  +  q)<t(x), 
ffoù  Von  dédmt 


f(x)       (x^  +  px  +  q)^       (^+px  +  qr'f,(x) 

On  aurait  de  même 


—      Mi^  +  Ni 


(x'-hpx+qr'nix)       [x^+px+qf-^   '   (x«+px+y)-Y,(x)' 

et  ainsi  de  suite. 

Exemples  : 

216.  Décomposer  la  fraction 

F(x)  _  ar»  +  5  _  a:»  +  5 

f[x)       x*  +  ar'  +  ^'+^       *(^  +  0  (^'  +  0* 

On  «deux  racines  réelles  ô  et —  i  et  deux  racines  Imagi- 
naires 4-t  et  —t.  Si  Ton  ne  veut  pas  de  quantités  Imaginaires 
dans  le  développement ,  on  écrira 

¥(x)_k  B  Çg  +  D 

f(x)        X         X-\-  l         X*-^  l' 

Pour  calculer  les  numérateurs,  on  emploiera  de  préférence 
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dans  ce  cas  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Siron 
multiplie  par  f{x)^  l'égalité  précédente  devient 

Si  Ton  y  fait  successivement  â?  =  o  et  x  =  —  i,  on  trouve 

A=5,        B=— a. 

Il  reste  à  déterminer  les  deux  constantes  G  et  D  qui  cor- 
respondent aux  racines  imaginaires.  On  égalera  les  coeffi- 
cients de  x^  et  de  x*  dans  les  deux  membres  de  l'égalité,  ce 
qui  donne  les  relations 

i=A  +  B  +  Cj 
o  =  A  +  C  +  D; 
d'où  l'on  déduit  • 

0  =  — a,        D  =  — 3. 
Ainsi 

a?*  +  5  __  5  a  aa?-|-3 

a;*+a;'  +  ^'  +  ^      ^      x+ 1       x'+ 1  ' 

217.  Décomposer  la  fraction 


x{x^  +  iY^ 


On  a  une  racine  simple  o  et  deux  racines  imaginaires  con- 
juguées  doubles  ±  i.  La  fraction  se  décomposera  donc  sous 
la  forme  suivante 

I         _  A   ,    Bx  +  C       B'x+C 

Si  l'on  chasse  les  déDominateurs,  on  a  l'égalité 

I  =A(x'+  r)'4-(Bx4-C)x  +  (B'x  +  C')x(«»+  i). 
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Faisant  a;  =  o,  il  vient  A  =  i .  Egalant  ensuite  dans  les 
deux  membres  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x , 
on  obtient  les  relations 

A  +  B'  =  o,    C'  =  o,    aA  +  B  +  F  =  o,    C  +  C'  =  oj 
d'où  l'on  déduit 

F=— 1,    C'  =  o,    B=— 1,    C  =  o. 


On  a  ainsi 


1  1  X  X 
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Note  A.  Résolution  de  deux  équations  du  second  degré 

à  deux  inconnues  {*). 

218.  Soient 

(1)  ax^  +  bxy  +  cy*'\-dx  +  ey  +  f=o, 

(2)  a'x*+b'xy+cy  +  dx+^y  +/"=<>> 

deux  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues.  Si  après 
avoir  multiplié  la  première  par  c\  la  seconde  par  c,  on  les 
retranche  Tune  de  l'autre  ,  les  termes  en  y*  disparaissent, 
et  l'on  a  une  équation  du  premier  degré  en  y,  d*où  Ton 
déduit  une  valeur  de  la  forme 

y  =  fiw:' +  no?  +  ?5 

qui  substituée  dans  l'une  des  deux  équations  proposées, 
conduit  à  une  équation  du  quatrième  degré  en  x.  A  cha- 
cune des  valeurs  de  x  correspond  une  valeur  de  y  ;  ainsi  les 
deux  équations  proposées  admettent  en  général  quatre  sys- 
tèmes de  solutions. 

Mais  on  peut  ramener  la  question  à  la  résolution  d'une 
équation  du  troisième  degré.  En  effet,  si  Ton  ajoute  les 
deux  équations ,  après  avoir  multiplié  Tune  d'elles  par  une 
quantité  arbitraire  X ,  on  obtient  une  troisième  équation 

(3)       [a+\a')x'  +  {b  +  U')xy  +  {c+X(f)y'  +  (d+  W)x 

+  {e  +  ^e')y  +  (f+\r)  =  o, 

(*)  Cette  question  fait  partie  du  programme  de  géométrie  analytique. 
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qui  peut  remplacer  Tune  des  deux  équations  proposées.  Or 
on  peut  disposer  de  l'indéterminée  X  de  manière  que  cette 
nouvelle  équation  se  décompose  en  deux  équations  du  pre- 
mier degré. 
Représentons  pour  abréger  l'équation  (3)  par 

Ax^+Bxy  +  Cy«  +  Dx  +  Ey +  F  =  o, 

et,  après  l'avoir  ordonnée  de  cette  manière, 

Cy'  +  [Bx  +  E)y+(Ax'  +  ï)x+F)  =  o, 

résolvons-la  par  rapport  à  y.  U  vient 

y=— 5^±^±  JL  v^(B'— 4AC)a:«+a(BE— aCD)x+E«— 4GF. 

3ti  2ti 

Le  polynôme  placé  sous  le  radical  sera  un  carré  parfait  si 
la  condition 

(4)  (BE— aCD)»— (B*— 4AC)(E'— 4CF)  =  o 

est  remplie.  Msds  alors  l'équation  résolue  devient 


(5) 


Ba;  +  E^v/B«-4AC/_  .  BE-aCD\ 
»  = ^0-=*= ;C r+B'-4Acj' 


et  se  décompose,  comme  on  le  voit,  en  deux  équations  du 
premier  degré.  On  substituera  l'une  de  ces  deux  valeurs 
de  y  dans  Tune  des  équations  proposées ,  par  exemple  dans 
l'équation  (1),  ce  qui  donnera  une  équation  du  second 
degré  à  une  seule  inconnue  x  ;  on  en  déduira  deux  valeurs 
de  a;,  et  par  suite  deux  valeurs  correspondantes  de  y.  On 
substituera  de  même  l'autre  valeur  de  y,  ce.  qui  donnera 
une  nouvelle  équation  du  second  degré  en  x^  d'où  Ton  dé- 
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duira  deux  autres  solutions.  On  aura  ainsi  les  quatre  solu- 
tions des  deux  équations  proposées. 

La  relation  (A) ,  simpUfiée  et  divisée  par  4G,  s'écrit 

(6)  AE«  +  CD«— BDE  +  (B«  — 4AC)F  =  o; 

si  Ton  remplace  les  lettres  A,  B, par  leurs  valeurs 

a  +  Xa',  a  +  ^b\ ,  on  arrive  à  une  équation  du  troisième 

degré  en  X.  Il  suffira  de  calculer  Tune  des  racines  de  cette 
équation  avec  une  certaine  approximation. 

On  pourrait  aussi  calculer  deux  des  racines  de  l'équation 
en  X.  Substituant  chacune  d'elles  dans  l'équation  (6) ,  on  au- 
rait deux  groupes  d'équations  du  premier  degré  à  deux  in- 
connues que  l'on  combinerait  deux  à  deux;  ces  quatre  com- 
binaisons donneraient  les  quatre  solutions  des  équations 
proposées. 

^19.  La  question  algébrique  que  nous  venons  de  tr^ter 
revient  à  la  recherche  des  points  d'intersection  des  dem 
courbes  du  second  degré  représentées  par  les  équations  (1) 
et  (2).  Quand  on  a  déterminé  X,  comme  nous  l'avons  dit, 
l'équation  (5)  représente  deux  sécantes  communes  aux  decs 
courbes.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer  :  1*  Si  l'équation 
du  troisième  degré  en  X  a  ses  trois  racines  réelles ,  et  si  pour 
deux  de  ces  racines  la  quantité  B*  —  4AG  est  positive, 
ces  deux  racines  donneront  deux  couples  d'équations  du 
premier  degré  à  coefficients  réels ,  d'où  l'on  déduira  quatre 
solutions  réelles;  les  deux  courbes  du  second  degré  se 
coupent  en  quatre  points  et  admettent  en  effet  trois  couples 
de  sécantes  réelles  communes.  La  troisième  racine  rendra 
aussi  positive  la  quantité  B*  —  4AG. 

2'  Si  l'équation  du  troisième  degré  n'a  qu'une  racine 
réelle,  ou  si,  l'équation  ayant  ses  trois  racines  réelles,  une 
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seule  rend  positive  la  quantité  B*  —  4^0,  les  deux  courbes 
du  second  degré  admettent  une  couple  de  sécantes  réelles 
communes;  dans  ce  cas ,  elles  se  coupent  en  deux  points  ou 
ne  se  rencontrent  pas  ;  les  deux  équations  proposées  auront, 
ou  deux  solutions  réelles  et  deux  imaginaires,  ou  quatre  so- 
lutions imaginaires. 

Exemples. 

1®  Soient  les  deux  équations 

ar'  +  y' —  io  =  o, 
xy—yi=o. 

L'équation  du  troisième  degré 

X»-j-9X»— 4X  — 4o  =  o, 

à  laquelle  on  arrive ,  a  ses  trois  racines  réelles  et  comprises^ 
Tune  entre  2  et  3,  l'autre  entre  — 2  et  —  3,  la  troisième 
entre  —  8  et  —  9  ;  d'ailleurs  la  quantité  B*  —  4AG  =  X* — 4 
est  ici  positive  pour  chacune  d'elles.  Donc  les  équations 
proposées  admettent  quatre  solutions  réelles  que  l'on  cal- 
culera par  l'un  des  deux  procédés  indiqués. 
2*  On  résoudra  les  deux  équations 

or'+y*  —  aap  =  o, 
2xy  — 1=0, 

à  l'iiide  de  l'équation  du  troisième  degré 

X>— X^i=o, 

qui  n'a  qu'une  racine  réelle  ;  cette  racine  est  positive.  Les 
deux  équations  du  premier  degré  y  =[  —  X  ±:-L  Wdi  ^i, 

qui  correspondent  à  cette  racine  réelle ,  donnent  deux  se- 
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cantes  comimines  réelIûSL  En  substituant  ces  deux  valeurs 
de  y  dans  la  seconde  des  équations  proposées ,  on  obtient 
les  deux  équations  du  second  degré 

La  condition  de  réalité  des  radnes  est  0Î*  <  ±  s.  Cette 
condition  n'est  pas  remplie  si  Ton  prend  le  signe  inférieur. 
Elle  Test,  au  contraire,  si  Ton  prend  le  signe  supérieur; 

car,  dans  ce  cas ,  la  condition  se  réduit  à  X  <  y  4 ,  et  si 

Ton  substitue  ce  nombre  y  4  dans  l'équation  en  X  ,  on  a  on 

résultat  3  —  yÂ  évidemment  positif,  ce  qui  prouve  que  la 

valeur  de  X  est  plus  petite  que  y  4.  ïl  résulte  de  là  qu'une 
seule  des  deux  sécantes  rencontre  la  courbe ,  et  par  suite 
que  les  deux  équations  proposées  ont  deux  solutions  réelles 
et  deux  imaginaires. 
S""  La  résolution  des  deux  équations 

x'  +  y*  —  2X  =  0, 

est  ramenée  à  celle  de  l'équation  du  troisième  degré 

X»  _  4X  —  1  =  o 

qui  a  ses  trois  racines  réelles ,  une  positive  et  deux  n^^ 
tives.  La  première  seule  rend  positive  la  quantité 

B*  — 4AC  =  X«  — 4=ij 
et  donne  deux  équations  du  premier  degré  à  coefficients  réels 


y=(-;=^:7^)*=^»^- 
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Ces  valeurs  de  y,  substituées  dans  la  seconda  des  équa- 
lions  proposées ,  coaduisent  aui^  deux  équations  du  second 
degré 

La  condition  de  réalité  des  racines  est  ^  <  d:  s.  Il  est 
évident  que  cette  condition  n'est  pas  remplie  si  l'on  prend 
le  signe  inférieur.  Elle  ne  Test  pas  non  plus  si  l'on  prend 
le  signe  supérieur  ;  car,  dans  ce  cas ,  la  condition  se  réduit 

à  X  <  y^4 ,  et  si  l'on  substitue  cette  valeur  v4  dans 

l'équation  en  X ,  on  a  un  résultat  négatif  3  —  Ay  4  «  ce  qui 
prouve  que  la  valeur  positive  de  ^  est  plus  grande  que 

Y  4-  Des  deux  sécantes  communes  réelles ,  aucune  ne  ren- 
contre les  courbes.  Ainsi  les  deux  équations  proposées  ad- 
mettent quatre  racioes  imaginaires. 
4*  Soient  les  deux  équations 

y*  —  X*  —  1=0. 

Si  t  dans  la  seconde ,  on  substitue  la  valeur 

y—» 

tirée  de  la  première,  on  arrive  immédiatement  à  une  équar- 
tion  du  troisième  degré 

y»_j,  +  i=0, 

qui  a  une  racine  réelle  et  deux  imaginaires.  A  la  valeur 
réelle  de  y  correspond  une  valeur  réeUe  de  x.  Ainsi  les  deux 
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équations  proposées  n'admettent  qae  trois  solutions,  une 
réelle  et  deux  imaginaires. 

Les  deux  courbes  représentées  par  les  équations  propo- 
sées sont  des  hyperboles,  telles  qu'une  asymptote  de  l'une 
est  parallèle  à  une  asymptote  de  l'autre  ;  ce  qui  indique  que 
l'un  des  points  d'intersection  s'est  éloigné  à  l'infini. 

220.  Dans  certains  cas ,  la  résolution  de  deux  équatioas 
du  second  degré  à  deux  inconnues  se  ramène  à  une  équation 
du  second  degré  ou  à  une  équation  bicarrée. 

Si  les  deux  courbes  sont  semblables  et  semblablement 
placées ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  dans  les  deux  équations  sont  proportionnels , 
on  peut  éliminer  tous  les  termes  du  second  degré  en  re- 
tranchant l'une  des  équations  de  l'autre,  après  l'avoir  mul- 
tipUée  par  un  facteur  convenable.  On  remplace  ainsi  l'une 
des  équations  proposées  par  une  équation  du  premier  de- 
gré ;  l'élimination  de  y  donne  une  équation  du  second  degré 
en  X. 

Lorsqu'un  même  diamètre  divise  en  deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles  dans  les  deux  courbes ,  si ,  par  une 
transformation  de  coordonnées ,  on  rapporte  les  courbes  à 
ce  diamètre  conunun  pris  pour  axe  des  x  etk  une  parallële 
aux  cordes  pour  axe  des  y,  les  deux  équations  ne  contien- 
dront plus  l'inconnue  y  qu'à  la  seconde  puissance  ;  l'élimi- 
nation de  y*  donnera  une  équation  du  second  degré  en  x. 

Si  les  deux  courbes  sont  des  hyperboles  ayant  une 
asymptote  commune ,  en  les  rapportant  à  cette  asymptote 
prise  pour  axe  des  x  etk  une  di'oite  quelconque  pour  axe 
des  y,  on  a  des  équations  dans  lesquelles  le  terme  eu  xy 
contient  seul  la  lettre  x;  en  éliminant  ce  terme ,  on  obtient 
ime  équation  du  second  degré  en  y. 

Loi-sque  les  deux  courbes  ont  même  centre,  si  on  les 
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rapporte  à  ce  centre  commun  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées, les  deux  équations  ne  contenant  plus  de  termes  du 
premier  degré ,  l'élimination  de  y  donnera  une  équation  bi- 
carrée en  X. 

Si  les  deux  courbes  ont  un  foyer  commun  et  qu'on  le 
prenne  pour  origine ,  les  deux  équations  se  mettront  sous 

la  forme 

^^  +  y*  =  {a^  +  ày  +  cY, 

On  en  déduit 

ax  +  by  4-c=:  ±(û'aî  +  i'y +c'), 
ou 

[aztce)x  +  (b±b')y  +  c±c'  =  o. 

On  a  ainsi  deux  équations  du  premier  degré  que  Ton  com- 
binera avec  l'une  des  équations  proposées. 

221.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  permet  de 
ramener  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré 

h  celle  d'une  équation  du  troisième  degré.  Si  l'on  pose  en 
effet 

y  =  x*y 

L'équation  s'écrit 

y'  +  ûxy  -\'by-\-'CX'\'d  =  o. 

et  l'on  a  à  résoudre  deux  équations  du  second  degré  à 
deux  inconnues ,  question  qui  se  ramène ,  comme  nous  l'a- 
vons vu ,  à  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré 
en  X. 


»>C) 
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Note  B.  Usage  de  la  règle  à  calcul. 

222.  La  règle  à  calcul  est  un  petit  instrument  commode 
et  portatif,  qui  remplace  les  tables  de  logarithmes  «  loia- 
qu'on  n'a  pas  besoin  d'une  grande  exactitude. 

Elle  se  compose  de  deux  parties ,  une  règle  fixe ,  et  une 
réglette  mobile  qui  glisse  à  frottement  doux  dans  une  rai- 
nure pratiquée  au  milieu  de  la  règle.  Elle  est  ordinairement 
en  bois  et  a  25  centimètres  de  longueur. 

Sur  la  face  principale  de  la  règle  sont  marquées  deux  sé- 
ries de  divisions  inégales.  Considérons  spécialement  la  ligne 
supérieiu-e  ;  en  allant  de  gauche  à  droite,  on  lit  d'abord  les 
nombres  i,  *2,  5,  4^  &«  6,  7,  8,  9,  10;  les  distances  comp» 
tées  à  partir  du  point  1 ,  qui  est  au  commencement ,  sont 
proportionnelles  aux  logarithmes  des  nombres.  Ainsi  la  di- 
stance de  1  à  2  représente  le  logarithme  de  2,  celle  de  1  à  3 
le  logarithme  de  3,  et  ainsi  de  suite  ;  la  distance  de  1  à  10 
représente  le  logarithme  de  10,  qui  est  un.  Cette  distance, 
qui  occupe  la  moitié  de  la  règle,  a  donc  été  prise  pour  unité 
de  longuem*. 

L'intervalle  entre  deux  nombres  consécutifs  est  divisé  en 
dix  parties  correspondantes  aux  dixièmes.  Par  exemple, 
r  intervalle  entre  6  et  7  est  divisé  en  dix  parties  par  des  traits 
plus  petits ,  au-dessus  desquels  il  faut  supposer  les  chiffres 
1,  2,  3,  4»  5»  6,  7,  8,  9  dixièmes.  Ainsi  la  distance  de  Tori- 
gine  1  de  la  règle  à  la  première  division  qui  suit  le  nombre  6 
représente  le  logarithme  de  6, 1  ;  celle  qui  aboutit  à  la  divi- 
sion suivante  représente  le  logarithme  6, a  et  ainsi  de  suite, 
On  a  (le  cette  façon  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
compris  entre  1  et  10,  de  dixièmes  en  dixièmes. 
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On  remarque  que  de  i  à  2  chaque  intervalle  de  dixième 
est  subdivisé  en  cinq  parties ,  dont  chacune  correspond  à 
deux  centièmes.  Ainsi  la  distance  de  l'origine  à  la  première 
petite  division  représente  le  logarithme  de  0,0s  ;  la  distance 
à  la  division  suivante ,  celui  de  o,o4  ;  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à i.  On  a  de  cette  manière  les  logarithmes  des  nombres 
fractionnaires  compris  entre  1  et  s,  de  deux  centièmes  en 
deux  centièmes. 

Entre  2  et  5,  5  et  4  9  4  ^t  5 ,  l'intervalle  correspondant  à 
chaque  dixième  et  divisé  seulement  en  deux  parties ,  dont 
chacune  correspond  à  un  demi-dixième  ou  à  cinq  centièmes. 
Ainsi  la  distance  de  l'origine  1  à  la  première  petite  division 
qui  vient  après  2  représente  le  logarithme  de  s, o5  ;  on  a  en- 
suite le  logarithme  de  2,10,  celui  de  2,10,  etc. 

Au  delà  de  5,  c'est-à-dire  de  5  à  10 ,  les  intervalles  de 
dixièmes  n'ont  pas  été  subdivisés.  Cependant  il  est  facile 
d'opérer  cette  subdivision  à  l'œil  approximativement. 

Au  delà  de  10,  on  lit  sur  la  règle  les  nombres  20,  3o,  40* 
5o,  609  70,  80,  90, 100.  Cette  seconde  moitié,  qui  va  de  10 
à  100,  est  exactement  pareille  à  la  première  moitié  qui  va 
de  1  à  10.  Car  le  logarithme  de  20,  par  exemple,  étant  égal 
au  logarithme  de  10,  plus  le  logarithme  de  2 ,  on  a  porté 
sur  la  règle,  à  partir  de  10,  le  logarithme  de  2,  ce  qui 
donne  le  logarithme  de  20.  On  a  donc  dans  cette  seconde 
moitié  les  logarithmes  des  nombres  considérés  précédem- 
ment ,  multipliés  par  1 0 . 

L'intervalle  entre  deux  dizaines  consécutives  est  divisé  en 
dix  parties  qui  correspondent  aux  unités.  Ainsi ,  entre  60  et 
70,  on  lira  61,  62,  63,  64,  65,66,  67,  68,  69. 

Entre  10  et  20,  chaque  intervalle  d'unité  est  subdivisé  en 
cinq  parties,  dont  chacune  correspond  à  deux  dixièmes. 
Entre  20  et  3o,  chaque  intervalle  d'unité  est  subdivisé  seu- 


r: 


3A0  APPENDICE. 

lement  en  deux  parties ,  dont  chacune  correspond  à  une 
demi-unité  ou  à  cinq  dixièmes. 

La  réglette  porte  à  sa  partie  supérieure  une  ligne  de  di- 
visions qui  est  la  reproduction  exacte  des  diiôsions  de  U 
règle  ;  de  sorte  que,  si  l'on  fait  coïncider  le  i  de  la  réglette 
avec  celui  de  la  règle ,  toutes  les  divisions  de  la  réglette 
coïncideront  avec  celles  de  la  règle. 

Je  vais  expliquer  maintenant  comment  on  se  sert  de  cet 
instrument  pour  effectuer  les  opérations  de  Tarithmétique. 

MuhipUeaiion. 

ê 

223.  Voici  la  manière  d'opérer. 

Après  avoir  placé  la  virgule  dans  les  deux  facteurs,  dt 
maiiière  que  chacun  d'eux  ait  un  seul  chiffre  significatif  à  sa 
porlie  entière ,  lisez  sur  la  règle  le  multiplicande;  amenez  en 
regard  Vorigine  i  de  la  réglette;  lisez  ensuite  sur  la  réglette 
le  multiplicateur  et  regardez  sur  la  règle  le  nombre  corres- 
pondant; vous  aurez  le  produit  demandé. 

Quelques  exemples  feront  bien  comprendre  ce  procédé. 

1*»  Multiplier  5  par  2.  Lisez  3  sur  la  règle  et  faites  glisser 
la  réglette  dans  la  coulisse ,  de  manière  à  amener  le  1  de  U 
réglette  sous  le  nombre  3  ;  lisez  ensuite  2  sur  la  réglette  ; 
en  regard  est  écrit  sur  la  règle  le  nombre  6  qui  est  le  pro- 
duit demandé.  Et  en  effet,  en  opérant  de  cette  manière,  au 
logarithme  de  3  on  ajoute  le  logarithme  de  2 . 

2**  Multiplier  8  par  5.  Lisez  8  sur  la  règle  et  amenez  sons 
ce  nombre  le  1  de  la  réglette ,  puis  lisez  5  sur  la  réglette  ; 
en  regard  sur  la  règle  est  écrit  le  produit  demandé  4o. 

3°  Multiplier  7  par  6.  Lisez  7  sur  la  règle  et  sous  ce  nom- 
bre amenez  le  1  de  la  réglette  ;  puis  lisez  6  siur  la  réglette , 
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et  regardez  sur  la  règle  le  nombre  correspondant  ;  vous 
trouverez  42. 

&•  Multiplier  46  par  5.  Cherchez  le  produit  de  4»6  par  5. 
Lisez  sur  la  règle  496;  amenez  sous  cette  division  le  1  de 
la  réglette  ;  lisez  3  sur  la  réglette ,  et  regardez  stu:  la  règle 
le  nombre  correspondant  ;  vous  trouverez  i3,8.  Le  produit 
demandé  est  1 38. 

b""  Multiplier  27  par  siS.  Cherchez  le  produit  de  2,7  par 
2,5.  Usez  2,7  sur  la  règle;  amenez  sous  cette  division  le  1 
de  la  réglette  ;  lisez  2,5  sur  la  réglette,  et  regardez  sur  la 
règle  le  nombre  correspondant;  la  division  2,5  de  la  ré- 
glette ne  tombe  pas  exactement  sous  une  division  de  la  règle, 
mais  entre  les  deux  divisions  6,7  et  6,8  et  au  milieu  de  l'in- 
tervalle; vous  avez  donc  6,75,  ce  qui  donne  pour  le  produit 
demandé  675. 

6""  Multiplier  18  par  32^  Cherchez  le  produit  de  1,8  par 
3,2.  Lisez  1 ,8  sur  la  règle;  amenez  sous  cette  division  le  1 
de  la  réglette  ;  lisez  3,2  sur  la  réglette  et  regardez  le  nombre 
correspondant  sur  la  règle.  La  division  3,2  de  la  réglette 
tombe  entre  les  deux  divisions  5,7  et  5,8  de  la  règle,  pas 
tout  à  fait  au  milieu ,  mais  un  peu  plus  près  de  5,8  que  de 
5,7;  divisant  à  vue  l'intervalle  en  dix  parties  égales,  on 
prendra  5,76  ce  qui  donne  676  pour  le  produit  demandé.  Il 
pourrait  rester  quelque  incertitude  sur  le  dernier  chifire  ; 
mais  on  sait  d'avance  que  ce.  dernier  chiffre  est  6 ,  puisque 
2  fois  8  font  16. 

7""  Multiplier  48  par  54*  Cherchez  le  produit  de  4*8  par 
5,4*  Lisez  4)8  sur  la  règle  ;  amenez  sous  cette  division  le  1 
de  la  réglette  ;  lisez  5,4  sur  la  réglette  et  regardez  le  nombre 
correspondant  sur  la  règle.  La  division  5,4  de  la  réglette 
tombe  entre  25,5  et  26  sur  la  règle  ;  l'intervalle  vaut  ici  cmq 
dixièmes  ;  divisant  à  vue  cet  intervalle  en  cinq  parties  éga- 
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les,  on  prendra  0,4 f  ce  qui  fait  95,  9  et  sSgo  pour  le  pro- 
duit demandé ,  puisqu'il  faut  multiplier  par  1  oo.  La  règle 
à  calcul  ne  donne  que  les  trois  premiers  chiffres  du  produit 
qui  est  exactement  85ga  ;  ainsi  l'erreur  relative  est  moindre 

S^  Multiplier  6,63  par  s, 76.  Le  nombre  5,65  n*est  pas 
marqué  sur  la  règle;  on  imaginera  l'intervalle  de  5,6  à  S,; 
divisé  en  dix  parties,  et  l'on  amènera  le  1  de  la  r^lette  h 
peu  près  au  tiers  de  l'intervalle.  On  lira  ensuite  s  ,76  sur  la 
réglette;  le  trait  correspondant  tombe  entre  1 5,4  et  i5,6, 
à  peu  près  au  milieu  de  l'intervalle  ;  comme  l'intervalle  vaut 
id  0,9  dixièmes,  on  prendra  0,1,  ce  qui  fait  i5,5  pour  le 
produit  demandé;  le  produit  exact  est  1 5,48^5.  L'erreur  alh 
solue  est  ici  moindre  que  0,03 ,  et  par  conséquent  Terreur 
relative  est  moindre  que  -^. 

0^  Multiplier  63,8  par  0,00557.  Cherchez  le  produit  de 
6,38  par  6,37.  Lisez  6,38  snr  la  règle,  en  divisant  à  vue 
l'intervalle  de  6,3  à  6,4  en  dix  parties,  et  amenez  en  re- 
gard le  1  de  la  réglette;  lisez  ensuite  5,37  sur  la  réglette, 
en  divisant  de  la  même  manière  à  vue  l'intervalle  de  5,3  à 
5,4  en  dix  parties,  et  regardez  sur  la  règle  le  nombre  qui 
correspond  au  point  de  la  réglette  où  vous  supposez  placé 
5,37.  C'est  à  peu  près  34,3.  Le  produit  demandé  est  donc 
0,343,  à  un  millième  près. 

10*  Multipliez  162,84  par  23,674.  Cherchez  le  produit  de 
1 ,628  par  2,07  ;  vous  trouverez  à  peu  près  3,86.  Le  produit 
demandé  est  donc  386o  avec  trois  chiffres  exacts. 

Il  faut  avoir  soin,  comme  nous  l'avons  dit,  de  placer  tou- 
jours la  virgule  après  le  premier  chiffre  significatif  dans  les 
deux  facteure  du  produit. 

2SLh.  Remarque.  U  est  bon  de  se  rendre  compte  de  l'ap- 
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proximation  de  rinstrument.  On  estime  que  Terreur  relative 
ne  dépasse  pas  ^. 

Examinons  en  effet  avec  quelle  approximation  on  peut 
lire  un  nombre  sur  la  règle  ou  sur  la  réglette. 

Entre  i  et  si,  chaque  intervalle  vaut  0,09.  Vers  1,  les  in- 
tervalles étant  assez  grands,  l'œil  parvient  aisément  avec 
Thabitude  à  les  diviser  en  dix  parties  valant  chacune  0,002, 
de  manière  à  ne  pas  commettre  une  erreur  plus  grande  que 
deux  de  ces  parties;  ce  qui  fait  une  erreur  moindre  que  o,oo4f 
ou  que  YTô*  ^^^  3  9  1^  intervalles  étant  à  peu  près  moitié 
des  précédents,  on  peut  commettre  une  erreur  absolue  deux 
fois  plus  grande,  mais  l'erreur  relative  reste  la  même. 

Division. 

225.  Voici  la  marche  à  suivre  : 

Après  avoir  placé  les  virgules  de  manière  que  le  diviseur 
n'ait  qu'un  chiffre  significatif  à  sa  partie  entière ,  et  que  le 
dividende  en  ait  un  ou  deux  de  manière  à  être  plus  grand 
que  le  diviseur ^  on  amène  le  point  qui  sur  la  réglette  cor-- 
respond  au  diviseur  sous  le  point  qui  sur  la  règle  correspond 
au  dividende;  et  on  lit  ensuite  sur  la  règle  le  nombre  qui  se 
trouve  en  regard  de  Vorigine  i  deta  réglette. 

V  Diviser  6  par  2.  Amenez  le  2  de  la  réglette  sous  le  6 
de  la  règle  ;  puis  lisez  sur  la  règle  le  nombre  qui  se  trouve 
en  regard  de  l'origine  1  de  la  réglette  ;  vous  obtenez  ainsi 
le  quotient  3.  Et  en  effet,  du  logarithme  de  6  compté  siu: 
la  règle  on  a  retranché  le  logarithme  de  2  compté  siu*  la 
réglette.  / 

2*'  Diviser  4o  par  8.  Amenez  le  8  de  la  réglette  sous  le 
4o  de  la  règle ,  et  lisez  mr  la  règle  le  nombre  qui  se  trouve 
en  regard  de  l'origine  1  de  la  réglette  ;  vous  obtenez  le 
quotient  5. 
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S^"  Diviser  i38  par  46.  Il  faudra  diviser  i3,8  par  4,6. 
Amenez  la  division  4)6  de  la  réglette  sous  la  division  i3,8 
de  la  règle  ;  en  regard  de  i ,  vous  trouvez  le  quotient  3. 

A""  Diviser  745  par  32 .  On  divisera  y ^^5  par  3,22.  Pour  cda 
on  amènera  la  division  3,2  de  la  réglette,  au  dessous  du  point 
qui  sur  la  règle  correspond  à  74)5,  en  regard  de  1  on  lira  sur 
la  règle  le  quotient  approché  23,3. 

On  aurait  pu  diviser  7,45  par  3,2. 

6"*  Diviser  0,95486  par  18,527.  On  divisera  25,486  par 
1 ,852  7*  Sous  le  point  de  la  règle  qui  correspond  à  25,48  (ce 
point  est  tout  près  de  la  division  25,5)  on  amènera  le  point 
de  la  réglette  qui  correspond  à  1 ,855,  et  on  lira  sur  la  règle 
le  nombre  qui  se  trouve  en  regard  de  1.  C'est  à  peu  près 
13,75  ;  le  quotient  demandé  est  0,01375,  mais  on  n'est  pas 
sûr  du  dernier  chiffre. 

226.  Remarque.  On  peut  aussi,  au  moyen  de  la  règle, 
effectuer  à  la  fois,  par  une  simple  lecture,  une  multiplication 
et  une  division,  et  par  conséquent  multiplier  tout  d'un  coup 
un  nombre  par  le  rapport  de  deux  nombres  donnés. 

1°  Multiplier  i5  par  J.  Amenez  le  6  de  la  réglette  sous  le 
1 5  de  la  règle  ;  lisez  ensuite  8  sur  la  réglette  ;  en  regard  sur 
la  règle,  vous  trouverez  le  nombre  cherché  20.  Car  en  opé- 
rant ainsi,  du  logarithme  de  1 5  on  retranche  le  logaritlime 
de  6,  et  on  ajoute  celui  de  8. 

2"  Multiplier  i3  par  ||.  Amenez  le  nombre  47  lu  sur  la 
réglette  sous  Je  nombre  i5  lu  sur  la  règle  ;  lisez  ensuite  28 
sur  la  réglette  et  regardez  sur  la  règle  le  nombre  corres- 
pondant ;  vous  trouverez  à  peu  près  7,74. 

8*  Calculer  ^      ,^^^^  ^  .    On   calculera  la  quantité 

46,0 

,  ^g  ^^*  ,  dix  fois  plus  grande  que  la  précédente.  Ame- 
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nant  4)63  sous  g,54  et  lisant  sur  la  règle  le  nombre  qui  se 
trouve  en  regard  de  8,75,  on  trouve  à  peu  près  i8,o3.  Le 
nombre  cberché  est  donc  i,8o3.  Mais  on  ne  peut  pas  comp* 
ter  sur  l'exactitude  du  dernier  chiffre. 

Carrés  €t  racines  carrées. 

227.  Sur  la  face  de  la  règle  sont  marquées  deux  séries 
de  divisions.  Jusqu'à  présent  nous  ne  nous  sommes  servis 
que  de  la  ligne  supérieure.  Les  divisions  de  la  ligne  infé- 
rieures sont  deux  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  ligne 
supérieure  ;  les  longueurs ,  étant  doublées  sur  la  ligne  in- 
férieure ,  représentent  ainsi  les  logarithmes  des  carrés  des 
nombres.  Par  exemple,  la  distance  de  1  à  2  sur  la  ligne  in- 
iérieure,  étant  deux  fois  plus  grande  que  celle  de  1  à  2  sur 
la  ligne  supérieure,  représente  le  logarithme  du  carré  de  2, 
c'est-à-dire  de  4*  De  même  la  distance  de  1  à  3  sur  la  ligne 
inférieure  représente  le  logarithme  du  carré  de  3,  et  ainsi 
de  suite.  La  ligne  entière  représente  le  logarithme  du  carré 
de  10,  c'est-à-dire  le  logarithme  de  100. 

L'intervalle  entre  deux  nombres  consécutifs  est  divisé  en 
dix  parties  qui  correspondent  atlx  dixièmes.  Par  exemple, 
l'intervalle  entre  4  et  5  est  divisé  en  dix  parties  qui  corres- 
pondent aux  dixièmes,  et  chacune  de  ces  parties  a  été  sub- 
divisée en  deux  parties  plus  petites  dont  chacune  correspond 
à  cinq  centièmes.  Entre  2  et  3,  ou  entre  3  et  4  9  chacune  des 
parties  a  été  subdivisée  en  cinq ,  valant  chacune  deux  cen- 
tièmes. Entre  1  et  2 ,  chacune  des  parties  a  été  subdivisée  en 
dix  parties  valant  chacune  un  centième. 

La  réglette  porte  aussi  deux  séries  de  divisions.  Mais 
la  ligne  inférieure  est  la  reproduction  exacte  de  la  ligne 
supérieure. 
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Si  Ton  amèDe  l'origine  i  de  la  r^lette  en  coïncidence 
avec  celle  de  la  règle,  la  ligne  inférieure  de  la  réglette  don- 
nera les  logarithmes  des  nombres  ;  la  ligne  inférieure  de  U 
règle  les  logarithmes  de  leurs  carrés  ;  en  regard  l'un  de 
l'autre  se  trouveront  donc  «  écrits  sur  ces  deux  lignes ,  un 
nombre  et  son  carré.  Par  exemple ,  en  regard  du  nombre  5 
écrit  sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle ,  on  lit  sur  la  réglette 
le  carré  s5  ;  car  la  distance  de  i  à  â ,  sur  la  ligne  inférieure 
de  la  r^le»  représente  le  logarithme  du  carré  de  à  ;  mais  où 
voit  sur  la  réglette  que  cette  longueur  est  le  logarithme 
de  s5  ;  on  en  conclut  que  25  est  le  carré  de  5«  Ainsi ,  en 
regard  des  nombres  écrits  sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle 
se  trouve  leurs  carrés  sur  la  réglette. 

228.  Il  est  facile  de  comprendre  maintenant  la  manière 
de  procéder.  Pour  trouver  le  carré  d'un  nombre^  après  awir 
placé  la  virgule  dans  ce  nombre  de  manière  qu'U  n^ait  qu^un 
chiffre  à  $a  partie  entière^  et  avoir  amené  Vorigine  de  la  ré- 
glette en  coïncidence  avec  celle  de  la  règle ,  lisez  sur  la  ligne 
inférieure  de  la  règle  le  nombre  donné  et  regardez  sur  la  ré- 
glette le  nombre  correspondant^  vous  aurez  le  carré  demandé. 

1^  On  demande ,  par  exemple ,  le  carré  de  6,5.  Lisez  6,5 
sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle  ;  en  regard  sur  la  r^lette 
vous  trouverez  son  carré  4â  ,5  à  un  dixième  près. 

2*»  Trouver  le  carré  de  12,7.  On  cherchera  le  carré  de 
1,27.  Lisez  1 ,27  sur  la  règle;  en  regard  sur  la  réglette  vous 
trouvez  son  carré  i  ,6i5.  Le  carré  demandé  est  donc  161 ,5. 
Mais  on  ne  peut  pas  compter  sur  le  dernier  chifire. 

S""  Trouver  le  carré  de  o,432.  Cherchez  celui  de  i^ôi. 
En  regard  du  nombre  4«32  lu  sur  la  ligne  inférieure  de  la 
règle,  vous  trouverez  sur  la  réglette  son  carré  i8,65.  Le 
carré  demandé  est  donc  0, 1 865. 

229.  Le  même  procédé  s'applique  à  l'extraction  de  la 
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racine  carrée.  Pour  trouver  la  racine  carrée  dCun  nombre 
donnée  après  avoir  déplacé  la  virgule  d*un  nombre  pair  de 
rangs^  de  manière  que  le  nombre  ait  un  ou  deux  chiffrée  à 
$a  partie  entière ,  et  amené  Vorigine  de  la  réglette  en  cotnd*' 
dence  avec  celle  de  la  règle ,  lisez  sur  la  réglette  le  n&mbre 
donné  et  regardez  sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle  le  nombre 
correspondant ,  vous  aurez  la  racif^  demandée.  En  effet , 
puisque  le  nombre  inscrit  sur  la  réglette  est  le  carré  du 
nombre  correspondant  sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle, 
réciproquement  ce  dernier  nombre  est  la  racine  carrée  du 
premier. 

l""  Extraire  la  racine  carrée  de  34«5.  Lisez  34)5  sur  la 
réglette  et  regardez  quel  est  le  nombre  correspondant  sur 
la  ligne  inférieure  de  la  règle ,  vous  trouverez  la  racine 
cherchée  5,87. 

2^  Extraire  la  radne  carrée  de  7,48.  Lisez  7,48  sur  la 
réglette  et  cherchez  le  nombre  correspondant  sur  la  règle , 
vous  trouverez  2,73. 

3«  Extraire  la  racine  carrée  de  748.  Déplaçant  la  virgule 
de  deux  rangs  vers  la  gauche,  cherchez  la  racine  de  7,48 
qui  est  2,73.  Pour  revenir  du  nombre  7,48  au  nombre  pro- 
posé 748,  il  faut  midtiplier  par  100  ;  il  faudra  donc  multi- 
plier la  racine  par  10,  ce  qui  donne  27,3. 

A*"  Extraire  la  racine  carrée  de  o,345.  Déplaçant  la  vir- 
gule de  deux  rangs  vers  la  droite ,  vous  chercherez  la  racine 
de  34,5,  qui  est  5,87.  Il  faut  ensuite  diviser  par  10,  ce  qui 
donne  0,587. 

5*  Calculer  x=  v^8,7x4»5.  Sous  8,7  lu  sur  la  ligne 
supérieure  de  la  règle ,  amraez  l'ori^e  1  de  la  réglette  ; 
lisez  4*5  sur  la  réglette  et  regardez  le  nombre  correspondant 
sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle,  vous  aurez  x  =  6^26. 

a*»  Calculer  x  :ss  ^87  x  4»5.  Si  Ton  amenait  Torigiiie  1 
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de  la  réglette  sous  87,  le  nombre  4«5  lu  sur  la  réglette  sor- 
tirait de  la  règle  ;  on  évite  cet  inconvénient  en  divisant  le 
produit  par  1 00  ;  pour  cela  on  amène  sous  87  l'extrémité  1 00 
de  la  réglette;  puis  on  lit  l^^h  sur  la  réglette  et  on  cherche 
le  nombre  correspondant  sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle; 
c*est  1 ,985.  Il  faut  multiplier  par  10  ;  donc  x  =  19,85. 
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la  réglette,  puis  regardez  sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle 
le  nombre  qui  correspond  à  l'origine  1  de  la  r^lette ,  vous 
trouverez  x  =  2,5o. 

8*  Calculer  x  =  t /-^-^.  Sous  5,37  amenez  8,6  ;  mais 

comme  l'origine  1  de  la  réglette  sort  de  la  règle ,  multi- 
pliez le  quotient  par  100,  et  par  conséquent  lisez  sur  la 
ligne  inférieure  de  la  règle  le  nombre  qm  correspond  à 
Textrémité  100  de  la  réglette,  vous  trouverez  7,90.  Il  faut 
diviser  ce  résultat  par  10;  donc  x  =  0,790. 

Cubes  et  racines  ctibiques. 

230.  Pour  former  le  cube  d'un  nombre  dont  la  partie 
entière  ne  contient  qu^un  chiffre  significatif ,  lisez  ce  nombre 
sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle  et  amenez  en  regard  l'une 
des  deux  extrémités  de  la  réglette.  Lisez  ensuite  ce  même 
nombre  sur  la  réglette  et  regardez  le  nombre  correspondant 
sur  la  ligne  supérieure  de  la  règle ,  vous  aurez  le  ctibe 
cherché. 

Pour  trouver  le  cube  de  3,  on  lira  5  sur  la  ligne  infé- 
rieure  de  la  règle ,  et  on  amènera  en  regard  l'origine  1  de 
la  réglette;  on  lira  ensuite  3  sur  la  réglette,  et  on  cherchera 
le  nombre  correspondant  27  sur  la  ligne  supérieure  de  la 
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règle  ;  s  7  est  le  cube  de  3  ;  car ,  en  opérant  ainsi ,  au  loga- 
rithrne  du  carré  de  3,  on  a  ajouté  le  logarithme  de  3,  ce 
qui  donne  le  logarithme  du  cube  de  3.  Soit  encore  à  for- 
mer le  cube  de  6.  Si  l'on  amenait  l'origine  i  de  la  réglette 
en  regard  du  nombre  6  lu  sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle, 
le  nombre  6  lu  sur  la  réglette  sortirait  de  la  règle.  Pour 
éviter  cet  inconvénient,  on  divisera  le  cube  par  loo,  en 
amenant  en  regard  du  nombre  6  l'autre  extrémité  de  la  ré- 
glette, qui  est  marquée  loo  ;  lisant  ensuite  6  sur  la  réglette, 
on  trouve  2,16,  ce  qui  fait  216. 

231.  On  peut  modifier  ce  procédé  de  manière  à  le  rendre 
applicable  à  l'extraction  des  racines  cubiques.  Otons  la  ré« 
glette ,  puis  remettons-la  dans  la  coulisse  après  l'avoir 
retournée  de  manière  que  l'extrémité  de  droite  vienne  à 
gauche ,  et  réciproquement  :  les  numéros  paraîtront  ren- 
versés, mais  on  les  lira  cependant  facilement.  Si  l'on  veut 
former  le  cube  de  3 ,  on  amènera  en  coïncidence  les  deux 
divisions  marquées  3  sur  la  ligne  inférieure  de  la  règle  et 
sur  la  réglette;  puis  on  lira  le  nombre  qui,  sur  la  ligne 
supérieure  de  la  règle ,  correspond  à  l'extrémité  1  de  la  ré- 
glette ;  c'est  27,  le  cube  de  3.  En  opérant  ainsi,  au  loga- 
rithme du  carré  de  3  on  a  encore  ajouté  le  logarithme 
de  3. 

Pour  trouver  le  cube  de  6 ,  on  amènera  en  coïncidence 
les  deux  divisions  marquées  6  sur  la  réglette  et  sur  la  ligne 
inférieure  de  la  règle  ;  comme  l'extrémité  1  4e  la  réglette 
dépasse  la  règle ,  01^  divisera  par  1 00  et  on  lira  le  nombre 
qui ,  sur  la  ligne  supérieure  de  la  règle ,  correspond  à  l'ex- 
trémité gauche  100  de  la  réglette. 

Proposons-nous  de  former  le  cube  de  8,4*  On  amènera  en 
coïncidence  les  deux  divisions  8,4  de  la  réglette  et  de  la 
ligne  inférieure  de  la  règle,  et  on  lira  sur  la  ligne  supérieure 
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de  la  règle  le  nombre  qui  correspond  à  Textrémité  i  oo  de 
la  réglette,  c'est  6,93.  Le  cube  demandé  est  695. 

Soit  encore  à  former  le  cube  de  a, 55.  Opérant  de  la  même 
manière,  on  trouve  13,98. 

232.  Le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  donne  im- 
médiatement les  racines  cubiques,  Le  nombre  ayant  été 
préalablement  multiplié  ou  divisé  par  une  puissance  de 
1000,  de  manière  qu'il  ait  un,  deux  ou  trois  chiffines  à  sa 
partie  entière ,  et  la  réglette  étant  retoiunée  comme  nous 
l'avons  dit,  on  lira  le  nombre  sur  la  ligne  supérieure  de  la 
règle  ;  et  l'on  amènera  en  regard  l'extrémité  droite  1  de  la 
réglette;  puis  on  cherchera  sur  la  ligne  inférieure  de  la 
règle  et  sur  la  réglette  quelles  sont  les  divisions  correspon- 
dantes qui  coïncident. 

On  demande,  par  exemple,  la  racine  cubique  de  97.  Od 
lira  2  7  sur  la  ligne  supérieure  de  la  règle ,  et  l'on  amènera 
sous  ce  nombre  l'extrémité  1  de  la  réglette;  regardant  en- 
suite les  lignes  inférieures ,  on  verra  que  les  divisions  de 
même  nom  3  coïncident.  On  en  conclut  que  5  est  la  racine 
cubique  de  27.  Ceci  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  pré- 
cédenunent. 

Soit  encore  à  trouver  la  racine  cubique  de  216.  Ce 
nombre  étant  plus  grand  que  1 00  ne  se  trouve  pas  sur  la 
règle;  divisant  par  100,  on  lira  s,  16  sur  la  ligne  supérieure 
de  la  règle,  et  on  amènera  sous  ce  nombre  l'extrémité  100 
de  la  réglette  ;  l'extrémité  1  de  la  réglette  sort  de  la  règle 
et  occupe  une  position  telle  que ,  si  la  règle  était  prolongée 
vers  la  droite,  elle  se  trouverait  précisément  au-dessous  du 
nombre  216.  On  cherchera  sur  les  lignes  infériem^s  les 
divisions  de  même  nom  qui  coïncident;  ce  senties  divisions 
6.  Donc  6  est  la  racine  cubique  de  216. 

Proposons-nous  maintenant  d'extraire  la  racine  cubique 
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(le  78.  On  amènera  rextrémité  1  de  la  réglette  sous  le 
nombre  78  lu  sur  la  ligne  supérieure  de  la  règle  ;  puis  on 
cherchera  sur  les  lignes  inférieures  quelles  sont  les  divisions 
de  même  nom  qui  coïncident.  Cette  détermination  offre 
quelque  difficulté  ;  on  procédera  de  la  manière  suivante  : 
Parcourant  des  yeux  la  réglette  de  droite  à  gauche  et  la 
ligne  inférieure  de  la  règle  de  gauche  à  droite ,  on  voit  que 
le  nombre  2  de  la  réglette  est  à  droite  du  nombre  2  de  la 
règle  ;  que  de  même  5  est  encore  à  droite  de  3,  4  &  droite 
de  4i  mais  que  le  5  de  la  réglette  est  à  gauche  du  5  de  la 
règle.  On  en  conclut  que  la  coïncidence  ou  le  croisement 
a  lieu  entre  4  et  5,  et  par  conséquent  que  4  est  le  premier 
chiffre  de  la  racine  cherchée.  On  parcourra  ensuite  de  la 
même  manière  l'intervalle  de  4  &  5  de  dixièmes  en  dixièmes; 
h\  premier  dixième  après  4  sur  la  réglette  est  à  droite  de 
la  division  correspondante  sur  la  règle  ;  le  second  dixième 
est  encore  à  droite  du  second  dixième  ;  mais  le  troisième 
passe  à  gauche  du  troisième  dixième.  Ainsi  le  croisement  a 
lieu  entre  le  second  et  le  troisième  dixième.  On  en  conclut 
(jue  2  est  le  second  chiffre  de  la  racine ,  c'est-à-dire  que 
cette  racine  est  comprise  entre  4»»  et  4»3-  Pour  évaluer  la 
fraction ,  on  remarque  que  la  division  49^3  de  la  réglette 
est  encore  à  droite  de  la  division  correspondante  sur  la 
règle  ;  la  racine  est  donc  comprise  dans  l'intervalle  de  4»25 
à  4»3o.  En  examinant  cet  intervalle  sur  les  deux  lignes,  on 
voit  que  la  coïncidence  a  lieu  à  peu  près  au  milieu  de  Tîn- 
tervalle;  on  prendra  donc  4*27  pour  la  racine  cherchée. 

Pour  dernier  exemple,  cherchons  encore  la  racine  cu- 
bique de  645o.  Divisant  ce  nombre  par  1000 ,  on  cherchera 
la  racine  cubique  de  6,45.  Amenons  l'extrémité  1  de  la  ré- 
glette sous  le  nombre  6,45,  et  cherchons  les  coïncidences 
sur  les  lignes  inférieures ,  comme  nous  l'avons  expliqué. 
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Le  1  de  la  réglette  étant  à  droite  de  i,  et  a  à  gauche  de  s, 
la  racine  est  comprise  entre  i  et  i.  En  parcourant  cet  inter- 
valle, on  voit  que  la  division  1,8  de  la  réglette  est  encore 
à  droite  de  la  division  i,8  de  la  règle,  mais  que  1 ,9  est  à 
gauche  de  i,g;  la  racine  est  done  comprise  entre  1,8  et 
1  ,g.  Suivons  maintenant  les  subdivisions  de  cet  intervalle  : 
la  division  1 ,86  de  la  réglette  est  encore  à  droite  de  la  di- 
vision 1,86  de  la  règle;  mais  1,88  est  à  gauche;  la  radiie 
est  donc  comprise  entre  1,86  et  1 ,88.  ;  Fractionnant  à  ^iie 
d'œil  cette  division  en  deux  parties  sur  la  réglette,  od 
voit  que  1 ,87  est  à  gauche  de  1 ,87  ;  donc  la  racine  est  com- 
prise entre  1,86  et  1,87.  Estimant  approximativement  le 
point  de  coïncidence,  on  prendra  i,8()2.  Il  faut  multiplier 
par  10,  ce  qui  donne  18,63  pour  la  racine  cherchée. 

La  règle  à  calcul  peut  encore  servir  à  effectuer  des  calculs 
trigonométriques,  tels  que  des  résolutions  de  triangles.  On 
emploie  pour  cela  la  face  inférieure  de  la  réglette ,  que  ron 
retourne  sens  dessus  dessous. 


FIN, 


Parif,  —  Imprimé  pir  £.  Thunot  et  C«,  nif  Bacioe,  ttt^ 
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